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Tudnival6k
Definicié: Egy LP feladat dltaldnosabb sztenderd alakii, ha a feltételrendszere egyenldségekbdl, egyenltlenségekbol
és nemnegativitasi feltételekbdl all, tovabba minimalizdlds esetén minden egyenl6tlenség >, maximalizdlaskor pedig
< alaku (ide nem értve a nemnegativitési feltételeket).
Definicié: Az LP-vel jelolt max{cx : Ax < b} primdl feladat dudlisa a DLP-vel jelolt
min{yb : y > 0 yA = ¢} linedris programozasi feladat.
Dualitastétel. Tetsz6leges max cx tipusu LP feladatra és minyb tipusi DLP dudlisdra az aldbbi lehetdségek koziil
pontosan egy teljesiil.
(1) Sem az LP, sem a DLP nem megoldhatd.
(2) Az LP nem megoldhat6, a DLP igen, és a DLP megoldasain az yb célfiiggvényérték alulrél nem korlatos.
(3) A DLP nem megoldhat6 az LP igen, és az LP megoldésain a cx célfiiggvényérték feliilr6l nem korl4tos.
(4) Az LP és a DLP is megoldhatd, és az optimumértékek azonosak:

max{cx : x az LP megolddsa} = min{yb : y a DLP megolddsa}.
Kovetkezmény: (1) Ha x és y a fenti LP ill DLP megoldasai, akkor cx < yb.
(2) (Optimalitasi kritérium) Ha a fenti LP ill. DLP feladatok x ill. y megolddsaira cx = yb teljesiil, akkor x a primal LP,
y pedig a dudl DLP optimadlis megoldésai.
Megjegyzés: LP/DLP feladat dudlisa az aldbbi 6kolszabalyok segitségével képezhetd.
(0) Ne szégyelljiink szamarvezet6t haszndlni.
(1) A feladatokat altalanosabb sztenderd alakban irjuk fel.
(2) Az LP, ill. DLP egyikében maximalizdlunk, a masikban minimalizdlunk.
(3) Dual valtozokhoz primal feltételek, dudl feltételekhez primal valtozok tartoznak, és viszont.
(4) Nemnegativ véltozoéhoz egyenlStlenség, elgjelkdtetlen véaltozéhoz egyenldség tartozik.
(5) A primdl célfv egyiitthatéi a dudl konstansok, a dudl célfv egyiitthat6i pedig a primal konstansok.
(6) Az ezen szabdlyokkal képzett primél/dudl feladat is sztenderd alaku.
Egészértékii / vegyes linearis program (Integer / Mixed Linear Program, IP / MIP): egy szokdsos linedris program
(valtozok, linedris feltételek (egyenletek és egyenléségek), linedris célfiiggvény), de azt is eldirjuk, hogy minden /
néhany valtoz6 csak egész értéket vehet fol.
Egy egészértékiiségi feltétel relaxdcidja az, hogy eltekintiink tdle, és a feladatot igy oldjuk meg, hogy a relaxalt valtozo
Egy LIP/MIP megoldasai természetesen megolddsai a (részben) relaxalt valtozatnak is, viszont a relaxalt LP megol-
dashalmaza lehet szigordan bdvebb is, mint az eredetié. Emiatt a relaxdlt program célfiiggvényértéke altaldban csak
becslést ad az eredetire (ha maximalizalunk, akkor a relaxalt LP optimuma esetleg nagyobb az eredetiénél; ha minima-
liz4lunk, akkor esetleg kisebb). Tehdt, ha az IP: maxcx: Ax < b,x € Z", akkor a relaxdlt LP: maxcx: Ax < b, ennek
dualisa DLP: minyb: y > 0,yB = c, és ennek egészértékii megszoritdsa (dudlis IP) DIP: minyb: y > 0,yB = ¢,y € ZF.
Ekkor a célfiiggvények optimumdra (ha léteznek megolddsok): max;pcx < maxypcx = minprpyb < minp;pyb. Gya-
korta megesik, hogy max;p cx < maxgpcx. Ha olyan szerencsénk van, hogy nem ez a helyzet, akkor egy IP megoldas
optimalitdsét igazolhatjuk a DLP egy optimadlis megolddsdnak prezentdldsaval (az IP és DLP célfiiggvényértékek ekkor
egybeesnek, igazolva egymds optimalitdsat).

Gyakorlatok
1. irjuk fel az alabbi linedris programozasi feladat dudli- 2. a) Irjuk fel az alabbi linedris programozési feladat du-
sat! alisat (hasonlé formdban)!
min{x; —2x, +x4}
ha max{x; +x2 +2x3+x4}
X1+2x4+x3+x4 > 1 ha
X1 +x3+5x =1 X1 —3x+2x4 <3
x <0 X14+x—3x34+x4 > -2

—2xy+x3+2x4 >3
X1 —Xp+2x3+6x4 =2
x3,%4 >0

b) Mutassuk meg, hogy az x; =x = —7/6,x3 =0, x4 =
1/3 a primal feladat optimélis megoldésa, és az y; =y, =
y4 = 1, y3 = 3 a dudl feladat optimélis megoldasa.



3. Hatédrozzuk meg azt a primdl LP problémat, melynek du- min{7y; —2y3}, ha

dlisa jobbra lathato. y1,y3 =0
dy1 =292 +y3 > 77
y2—35y3 =9
yit+y2+y3 =5
4. a) Irjuk fel a jobbra lathat6 (n viltozés) linedris progra- max{nx; + (n—1)xa 4+ 4+2x,1 + X, }
mozasi feladat dudlisat! (A felirds hasonlé alaki legyen, ha
mint a primal feladat felirdsa, vagyis ne matrixos alakot x <1
haszn4ljunk.) x1+x2 <2

b) Igaz-e, hogy az x| = xp = --- = x, = 1 vélasztassal a X1 +x2+x3 <3
primél feladat optimélis megolddsat adtuk meg? :

xj+x+-+x,<n
)C],XQ,...,XnZO

5. Két feladatsorral ezelStt megnéztiik, hogy ha adott egy élsilyozott teljes paros graf A = {a;,as,...,a,} és B =
{b1,bs,...,b,} csicsosztilyokkal, ahol az a;b él stlya w;;, akkor hogyan lehet folirni olyan linedris programot, melyet
megoldva megkapjuk a graf egy minimadlis 0sszsilyu sdlyozott lefogdsat. Mi ennek az LP-nek a dudlisa?

6. a) Két feladatsorral ezel6tt azt is megnéztiik, hogy adott G graf legnagyobb fiiggetlen csicshalmazdnak méretét
hogyan lehet IP segitségével meghatirozni. Adjuk meg ennek az IP-nek az LP relaxdltjat, frjuk fel annak dudlisat
(DLP), valamint annak az egészértékd valtozatit (DIP). Fogalmazzuk meg, hogy a DLP / DIP egy megolddsa mit jelent
a grafon értelmezve.

b) Konkrétan adjuk meg az IP, LP, DLP, DIP egy-egy optimédlis megoldasat a Cs grafra és egy tetsz6leges (nem til
nagy, nem trividlis) paros gréafra.

7. a) Mutassuk meg, hogy a miltkori feladatsoron szerepld, egy graf kromatikus szaméanak meghatdrozasara val6 IP
feladat LP relaxaltjanak az optimuma legfeljebb kettd (fiiggetleniil a graftdl). S6t: az optimum pontosan kettd.
b**) Prébaljunk valamicskét javitani ezen a bosszant6 helyzeten: egészitsiik ki az IP-t olyan feltétellel (vagy tobbel),
amivel az LP relaxalt optimuma nagyobb lesz ketténél. (Els6 kérdés: vajon ez minden graf esetén megtehet$?)

8. a) Jozsi egyéni villalkozd, éppen a kovetkez6 munkanapjat tervezi. A szokdsos 9 6rds munkaidejében kéne n
megrendelt munka koziil elvégeznie néhdnyat. Az i-edik munka id6igénye ¢; perc, és elvégzése esetén b; forint bevételt
hoz. Segitsiink Jézsinak: irjunk fel olyan IP modellt, amivel maximalizalhatja masnapi bevételét.

b) J6zsi most a kovetkezd két napjét tervezi. Mutassunk olyan esetet, amikor J6zsi elesik némi bevételtdl, ha nem
elég elorelatd, és mindig csak a masnapi munkakat tervezi meg. (Menet kozben nem kap 1j megrendelést, és ha egy
megrendelést nem tud ebben a két napban teljesiteni, akkor azt a megrendel inkdbb lemondja. J6zsi nem hagy félbe
munkat: amit elkezd az egyik nap, azt be is akarja fejezni még aznap.)

¢) Jozsi levonta a tanulsigot, és mivel sok megrendelés van a hétre (amit nem teljesit a héten, az eldszik), mind az 6t
munkanapot el6re be akarja osztani. Segitsiink neki ebben is egy megfelel IP-vel.

9. Adott néhany egész szam, ajy,...,a, (lehetnek koztiik akar egyformak is). Azt kéne eldonteniink, hogy vajon fel
lehet-e bontani két részre ezeket a szdmokat igy, hogy mindkét részben a szdmok 6sszege ugyanannyi legyen. (Minden
szdmot bele kellene sorolni valamelyik részbe; a részekben szerepld szdmok darabszdma lehet eltéré.) Oldjuk meg a
feladatot IP modell segitségével.

10*. Gazdasagi fellendiilés van: az alapanyagokbdl korlatlan mennyiség all rendelkezésre, és a vasarlok elkapkodjak
a boltokbdl a termékeket, barmennyit is druljanak beldliik. Igy hat véllalkozasba fogunk, n-féle terméket terveziink
eldallitani. Nehéz dilemma el6tt allunk: munkasokat béreljiink, vagy robotokat vasaroljunk a termékek el8allitasahoz,
esetleg vegyesen? Az i-edik termék el6éllitasara képes szakmunkdsok napidija n;, és h; f6t taldlunk bel6litk a munkaerd-
piacon. Egy ugyanerre a munkdra alkalmas robot egyszeri fejlesztési koltsége f;, a fejlesztés utdn korlatlan szdmban
gyéartathato, beszerzési darabdra b;, napi lizemeltetési koltsége u;. Az i-edik termékbdl egy ember naponta mj, egy
robot m} darabot tud elddllitani, a termék eladdsi dra d;. A robotok heti hét napot dolgoznak, a munkdsok csak 6tot.
Az emberek szdmara megfeleld épiiletek bérleti dija hetente e, kapacitdsa ¢ munkds per épiilet, a robotok szdmara
megfelelSk heti bérleti dija e”, kapacitdsa ¢’ robot per épiilet. Onerdnk nincs, a rendelkezésre 4ll6 hitelkeretiink H
(ebbdl a robotok fejlesztési és beszerzési koltségét kell fedezni, az tizemeltetési koltségeket terv szerint a bevételekbdl
rendezziik), szerencsére a gazdasag élénkitését célzé akcidterv keretében kamatmentes, S00 hét mulva kell visszafizetni
egy Osszegben. A célunk a vdllalkozds kialakitdsa oly médon, hogy a hitel visszafizetése utdni pillanatban a lehetd
legtobb pénziink legyen. Irjunk fel olyan IP-t, mellyel az optimalis struktira megtervezhets.



