Kombinatorikus optimalizalas 2025. II. félév

8. gyakorlat. Fleiner Tamds feladatsora alapjan 0sszedllitotta: Héger Tamés (heger@cs . bme . hu)

Tudnival6k

Egészértékii / vegyes linearis program (Integer / Mixed Linear Program, ILP / MIP): egy szokésos linedris prog-
ram (valtozok, linedris feltételek (egyenletek és egyenléségek), linedris célfiiggvény), de azt is elbirjuk, hogy minden /
néhdny véltozo csak egész értéket vehet fol.

Széhasznalat: igen / nem tipusi dontéseket gyakran bindris, azaz csak 0 és 1 értéket folvenni tud6 véltozokkal ko-
dolunk. Ezeket szokds indikdtorvdltozonak nevezni. Ha egy megfeleld tulajdonsagi halmazt keresiink, akkor minden
sz6ba jovo elemrdl el kell donteniink, hogy beletessziik-e a halmazunkba. A széba jové elemeknek megfeleld véltozo-
kat egy vektorba rendezve kapjuk a halmaz karakterisztikus vektordt, ebben tehat a koordinatak a széba jové elemeknek
(pl az alaphalmaz elemeinek) felelnek meg, és aszerint 0 vagy 1 az értékiik, hogy a megfelel6 elem benne van-e a hal-
mazunkban vagy sem.

Jo tudni: LP problémadkra van jonéhany elméletileg és a gyakorlatban is hatékony, ténylegesen implementalt algorit-
mus, tehat LP feladatokat tobbnyire gyorsan meg lehet oldani nagyobb modellek esetében is. Ezzel szemben az IP
feladatokra nincsen univerzalisan hatékony megoldadsi médszer (bizonyitottan kemény did), de azért vannak miikodd,
implementalt algoritmusok, melyek kisebb vagy szerencsésebb IP modellek esetében megbirk6znak a feladattal.
Gyakorlatok

1. Adott G = (V,E) graf esetén irjuk fel IP feladatként a G-beli maximalis méretii klikk méretének, azaz ®(G)-nek,
ill. a maximélis méretd fiiggetlen ponthalmaz méretének, azaz o (G)-nek a meghatdrozasat.

Megoldds: MaximAlis klikk keresésekor minden egyes csticsokrdl dontést kell hoznunk, hogy kivalasztjuk-e vagy sem,
tehét csicsokhoz fogunk valtozokat rendelni: minden v € V csidcsra x(v) egy véltozd, és x(v) akkor lesz 1, ha v benne
van a megoldés klikkben, egyébként 0. Mivel azt szeretnénk, hogy a véltozéink csak O vagy 1 értéket vegyenek fol,
megkoveteljiik az alabbi feltételeket:

YweV: x(v)>0 (nemnegativitds)
YweV: x(v) <1 (linedris feltétel)
YweV: x(v)eZ (egészértékiiségi feltétel)

A kivalasztott cstucsok klikket kell alkossanak, tehat ha két csucs kozt nem fut él, akkor nem véalaszthajuk ki mindkettot.
Emiatt az 6sszes nemszomszédos u, v csticsparra megkotjiik, hogy nem vdalaszthatjuk ki mindkett6t:

Vu#veV,uwg E:  x(v)+x(u) <1 (linedris feltétel)

A rendszeriink tetszGleges megolddsdra {v € V: x(v) = 1} a G graf egy klikkjét alkotja, és forditva, haa H C V
csucshalmaz klikket alkot G-ben, akkor az x(v) = 1, hav € H, x(v) =0, hav ¢ H értékadas megoldast ad, tehat sikeriilt
megfelelS IP-t felirni. Egy megolddsnak megfeleld klikk mérete éppen Yoy x(v). Mivel a célunk a klikkben szerepld
cstcsok szamanak maximalizaldsa, az IP célfiiggvénye max y, oy x(v).

A maximadlis fiiggetlen ponthalmaz voltaképp a komplementergraf klikkje. Ezért minden sz6 szerint miikodik az el6z6
megolddsbdl azzal, hogy az utolsé feltétel megvéltozik: nem azt kivdnjuk, hogy barmely két nem szomszédos cstics
koziil legfeljebb egy tartozhat a széban forgdé U halmazhoz, hanem azt, hogy barmely két szomszédos csticsra legyen
ez igy: x(u) +x(v) <1 teljesiil G barmely uv élére.

2. Adott G 6sszefiiggs, legaldbb két csiicsi graf kromatikus szamét szeretnénk megéllapitani. Irjunk fel olyan IP
feladatot, amivel ez megtehetd.

Megoldds: Tanultuk, hogy A(G) + 1 szin biztosan elegend$ G csiicsainak j6 szinezéséhez. Legyen m = A(G) + 1, a
cél az, hogy a C = {1,2,...,m} szinhalmazbdl a lehets legkevesebb haszndlatdval megszinezziik jol a graf csticsait.
Minden csticsra el kell dontsiik, hogy milyen szint kap; vezessiink be minden v € V(G) csticsra és minden i € C szinre
egy x(v,i) valtoz6t, ami azt kédolja, hogy a v cstcs i szinti-e: ha igen, akkor legyen x(v,i) = 1, ha nem, akkor legyen
x(v,i) = 0. Tehét a feltételeink a valtozokra eddig:

YweV(G),VieC: 0<x(v,i) <1,x(vi)€Z.

Tovébba nyilvan akarjuk tartani minden i € C-re, hogy az i-edik szint hasznéltuk-e; ezt 4j valtozok bevezetésével tudjuk
megvalésitani. Legyen tehat minden i € C-re w(i) egy uj véltozd, melynek azt a jelentést szanjuk, hogy w(i) = 0, ha
egyik cstcsndl sem haszndljuk az i-edik szint, és w(i) = 1, ha valamelyik cstcsnél hasznéljuk az i-edik szint. E18szor
irjuk fel a w(i) bindrissagat biztosité feltételeket:

VieC: 0<w(i)<1,w(i) €Z.



A cél az, hogy olyan linedris feltételeket fogalmazzunk meg, ami biztositja, hogy a j6 szinezések és a rendszer meg-
oldésai kolcsonosen egyértelmiien megfeleljenek egymasnak. Ehhez biztositanunk kell, hogy minden csics pontosan
egyféle szint kap, azaz el6irjuk a

WeV(G): Y x(vi)=1 (1)

icC

feltételeket. Masrészt kell, hogy jo szinezést kapjunk, azaz minden élnek a két végpontja eltérd szinfi legyen; mashogy
sz6lva, barmely uv élre és barmely i szinre az élnek legfeljebb az egyik végpontja lehet i szin{i; rdaddsul csak lehet az
egyik ténylegesen i szind, ha az i szint hasznaljuk. Linedris feltételként tehat eléirjuk, hogy

Yuv € E(G), Vi€ C: x(u,i) +x(v,i) <w(i). (2)

Gondoljuk meg, hogy a rendszeriink megoldésai és a jé csicsszinezések valoban megfelelnek egymdsnak. Ha van egy
jo szinezésiink, akkor a véltozok tervezett jelentése alapjan minden w(i) és x(v,i) véltozoknak adjunk a szinezésnek
megfelelSen 0 vagy 1 értéket. Ez valéban megoldésa lesz a rendszeriinknek. Forditva, tegyiik fol, hogy van egy w(i),
x(v,i) megolddsunk. Ekkor az (1) feltételek miatt minden v csticsnél pontosan egy i-re lesz x(v,i) = 1. Mivel a grafunk
Osszefiiggd és legalabb két csticst, nincs izolalt csicsa, tehdt minden v csicsbdl kiindul legaldbb egy vu él. A (2) az
i szinre és a vu élre x(u,i) + x(v,i) = x(u,i) + 1 < w(i) miatt valéban w(i) = 1 kell legyen. Madsrészt ha w(i) = 0,
akkor semelyik v csdcsra nem lehet x(v,i) = 1, hiszen ugyanugy egy vu élre x(u,i) +x(v,i) < w(i) = 0 miatt x(v,i) =0
kell legyen. Tehdt a véaltozok tervezett jelentése alapjdn valéban adhatunk egy jé szinezést, mely pontosan azokat az i
szineket haszndlja, melyekre w(i) = 1.

Mir csak a szinszdm minimalizaldsa a feladat, amit a célfiiggvény megvalasztasaval ériink el: mivel Y, w(i) éppen a
hasznélt szinek szdma, a

min Z w(i)

megfeleld célfiiggvény.

3. Mar lattuk, hogy a folyamproblémat konnyi megfogalmazni LP feladatként. Nézziik a kdvetkez8 varidnst: adott
(G,s,t,c) hdl6zaton most még iizemeltetési koltségek is vannak: minden e élre adott egy d(e) egyégnyi széllitasi
koltség, tehat ha az e élen x(e) mennyiségli terméket akarunk szallitani, azért x(e)d(e) dijat kell fizetniink. Hogyan
lehetne minimalis koltségi maximalis folyamot keresni LP médszerekkel?

Megoldds: Eldszor irjuk fel a mar 1atott LP-t maximalis folyam keresésére, és oldjuk meg. Ebbdl kideriil, hogy mek-
kora a maximadlis folyamnagysdg, legyen m. Ezutdn egészitsiik ki az LP-t egy linedris feltétellel, mely el6irja, hogy
a folyamunk nagysdga m legyen, és a célfiiggvény legyen min} () x(e)d(e). A megoldds egy minimalis koltségli
maximadlis folyam.

P

4. Az el6z6 feladathoz képest annyiban valtozott a helyzet, hogy a halézatot iizemeltetd cég valtoztatott a dijszabasan:
élhaszndlati dijat vezet be, azaz minden egyes élre megad egy (pozitiv) d(e) koltséget, melyet akkor kell megfizetni,
ha hasznélni szeretnénk az adott e élt, fiiggetleniil attél, hogy mennyi terméket szallitunk az adott élen. Adjunk olyan
MIP modellt, mellyel taldlhatunk minimalis koltségii maximalis folyamot.

Megoldds: A maximadlis folyamnagysédgot a szokdsos LP modellel kideritjiik (az x(e) véltozé jelentse az e élen fel-
vett folyamértéket). A koltségek adminisztrdlasdhoz sziikségiink van minden e élre egy w(e) indikdtorvaltozéra, ami
aszerint 1 vagy 0, hogy az e élen szdllitunk-e terméket vagy sem. ElGszor is a szokésos feltételekkel garantéljuk w(e)
bindris voltat:

Ve € E(G): 0<w(e) <1,w(e) € Z.

A véltozénk jelentésének garantdldsdhoz irjuk el az aldbbiakat:
Ve € E(G): x(e) <w(e)c(e).

Ez garantélja, hogy ha x(e) > 0, akkor w(e) = 1 kell legyen, és ebben az esetben a feltétel nem jelent a szokdsos
kapacitasfeltételhez képest 0j megszoritast x(e)-re. Azt nem garantdltuk, hogy x(e) = 0 esetén w(e) = 0 is kénytelen
legyen teljesiilni. De nem is kell: ha a célfiiggvényiink a koltségek minimalizdldsa, azaz minY. g () w(e)d(e), akkor
optimélis megoldds esetén semelyik e élre sem lehet x(e) = 0 és w(e) = 1, hiszen a w(e) = 0 vélasztdssal szintén
megoldast kapnank, de a célfiiggvény értéke csokkenne (mivel d(e) pozitiv).

5. Pirézidban besigohdldzatot épitenek ki a megbizhaténak gondolt célszemélyek beszervezésével. A cél, hogy min-
den varos lakosai kozott legyen legaldbb 66 igynok, &m nem dolgozhat a hdlézatban 3-ndl tobb tagja egyetlen csalddnak
sem. Mindezt a lehet6 legkisebb hélozat kiépitésével szeretnék elérni.



Irjunk fel egy olyan LP vagy IP feladatot, aminek a megolddsdval meghatdrozhat, kiket kell beszervezni a cél elérése
érdekében: valasszunk alkalmas véltozokat és adjuk meg a megfeleld linedris, és esetleges nemnegativitési ill. egész-

//////

P, V,illetve CS halmazat, ahol V és CS elemei az adott varos lakdibdl, illetve csaldd tagjaibdl all6 halmazok.)

Megoldds: Vezessiink be minden potenciélis iigynokhoz egy-egy valtozot, az x(p) a p személyhez tartozo véltozé. A
beszervezend6 emberek halmazanak karakterisztikus vektoraként szeretnénk megtaldlni a megoldast (azaz a beszerve-
zendd embereknek megfeleld x(p) véltozo, avagy koordindta, 1 legyen, a tobbieké 0), ehhez keressiik a célfiiggvényt és
a feltételeket. Egy ilyen karakterisztikus vektorhoz konny meghatdrozni a célfiiggvényt: az Osszes valtozé 6sszegét,
azaz a ). ,cpx(p) mennyiséget akarjuk minimalizlni, ahol P jeloli Pirézia beszervezhet6 lakéinak halmazat.

A tanult médon érjiik el, hogy karakterisztikus vektorral dolgozzunk: minden x(p) valtézéhoz tartozik a 0 < x(p)
A 66 viérosi iigynokre vonatkozé kritérium is lefordithaté linedris feltételre: minden V' védroshoz tartozik egy feltétel,
nevezetesen, hogy a V lakosaihoz tartozé viltozék osszegének legaldbb 66: Y.,y x(p) > 66.

Ezen kiviil minden C csalddhoz is tartozik egy feltétel, nevezetesen, hogy a C csalad tagjaihoz tartozé valtozok 6sszege
legfeljebb 3: ¥ ,ccx(p) < 3.

A kapott ILP megoldasai a feltételeknek megfeleld beszervezések, a célfiiggvényt optimalizal6 egész megoldas pedig
megadja, hogy konkrétan kik a beszervezési kampdany célszemélyei.

6. Pirézidban az emberek kétfélék: minden polgar vagy oltdsszkeptikus vagy oltdshivs. A kormdny az atoltottsdg miha-
marabbi elérésének érdekében tgy szeretné levezényelni az oltdskampanyt, hogy minden oltasszkeptikusnak legalabb
13 oltashivd facebook-ismerdsét beoltsak. (Az oltasszkeptikusok rendkiviil aktivak a szocidlis médidban, mindegyi-
kiiknek szaz feletti fb-ismerdse van, ezek legalabb fele oltashivé.) Sajnos az oltéanyag csak sziikdsen all rendelkezésre.
Irjunk fel egy olyan LP vagy IP feladatot, aminek a megolddsdval meghatdrozhat6, hogyan lehet minimalis szamu
ember beoltdsdval elérni a kitlzott célt: valasszunk alkalmas véltozokat és adjuk meg a megfelels linedris, és esetleges
nemnegativitasi ill. egészértékiiségi feltételeket valamint a célfiiggvényt.

(A kormany természetesen mindenkirdl tudja, melyik csoportba tartozik és kik is a fb-ismerdsei.)

Megoldds: Vezessiink be minden potenciélis oltakozéhoz egy-egy véltozot, az x(v) a v oltdshivd személyhez tartozé
valtoz6é. A beoltandé emberek halmazdnak karakterisztikus vektoraként szeretnénk megtaldlni a megoldéast, ehhez
keressiik a célfiiggvényt és a feltételeket. Egy ilyen karakterisztikus vektorhoz konnyli meghatarozni a célfiiggvényt:
az Osszes véltozé Osszegét, azaz az X(V) mennyiséget akarjuk minimalizalni, ahol V jeloli Pirézia beolthaté lakéinak
halmazat.

A tanult médon érjiik el, hogy karakterisztikus vektorral dolgozzunk: minden x(v) vdltéz6hoz tartozik a 0 < x(v) nem-
negativitasi és az x(v) < 1 linedris feltétel, valamint egy egészértékiiségi megkotés. A 13 beoltott facebook ismerdsre
vonatkozo kritérium is lefordithaté linedris feltételre. Minden oltdsszkeptikus lakoshoz (hivjuk v-nek) tartozik egy fel-
tétel, nevezetesen, hogy a v facebook oltashivé ismerdseihez tartozé valtozok osszegének legaldbb 13-nak kell lennie.
Ha ezt formalizdlni akarjuk, akkor pl bevezethetjilk a G = (V, E) grafot, amelynek csicshalmaza V = V| UV, ahol V,
az oltasszkeptikus, V; pedig az oltashivd lakosok halmaza, az E élhalmaz élei pedig az oltdsszkeptikus lakosokat kotik
ossze az oltashivs facebook-ismerdseikkel; egy v csticsra N(v) jeloli a v-vel szomszédos cstcsok halmazat. Ebben az
esetben az IP feladatban szerepl§ linedris feltétel az lesz, hogy ¥(N(v)) > 13 (azaz ¥,y (v) X(u) > 13) teljesiil a G graf

minden v € V| cstcsdra. Az igy kapott ILP probléma éppen a kit(izott feladatot fogalmazza meg.

7. Adott G = (V,E) iranyitott graf, s,z € V cstcsok és £ : E — R hosszfiiggvény esetén irjuk fel IP (vagy LP)
feladatként a legrévidebb st-tit meghatarozasat.

Megoldds: Jelolje x(v) = disty(s,v) az £ hosszfv szerint legrovidebb sv-tit hosszat. A cél az x(¢) meghatdrozdsa. Ha
uv € E(G) egy él, akkor s-bol el lehet jutni v-be dgy, hogy egy legrovidebb su-utat meghosszabbitunk az uv éllel. A
legrovidebb sv-it ennél az ttnal nem lehet hosszabb, azaz teljesiil, hogy x(v) < x(u) + ¢(uv). Tekintsiik azt az LP
feladatot, amiben x(s) = 0 mellett minden uv € E élre megkivanjuk az iménti feltétel teljesiilését. Ennek a feladatnak
x(v) =disty(s,v)¥v egy megoldasa. Igaz tovdbba, hogy ha s,vy,vy,...,v egy legrovidebb sv-tit, akkor

disty(s,v) = L(svi) +L(viva) + ... =x(s) +L(svi) +L(viva) + ... > x(vi) +HL(viva) +... > x(v2) +... > ... > x(v),
tehdt az LP barmely megolddsara és G barmely v csdcsdra teljesiil, hogy x(v) < dist(s,v), és az LP-nek van olyan
megolddsa, amire x(v) = dist(s,v). Ezért ha a célfiiggvényt max x(¢)-nek valasztjuk, akkor az optimum éppen a dist (st)
érték lesz.

Hurra: nem is kellett IP, elég volt az LP.

8. Adott G= (V,E) graf és ¢ : E — R stilyfiiggvény esetén fogalmazzuk meg a maximadlis sulyu pérositds feladatat IP
feladatként. Tekintsiik a feladat LP relaxdcidjét is (ahol egész helyett valds szdmokat is megengediink a megolddsban).
Igaz-e, hogy tetszSleges G grafra a célfiiggvény maximuma az IP és az LP relaxicio esetén egybeesik?



9. Egy sakktdbldra szeretnénk minél kevesebb huszért (lovat) foltenni dgy, hogy a tdbla minden mezdjét legaldbb
az egyik huszér tamadja. Irjunk ol olyan LP vagy IP feladatot, melynek megolddsival meghatirozhaté a huszarok
minimdlisan sziikséges szdma és egy optimadlis elrendezés.

Megoldds: Legyen V a sakktdbla mez6inek halmaza, és minden v € V mezdre legyen N(v) azon mez8k halmaza, me-
lyeket egy huszar v-bdl tdmadni tud (ezt minden v mez6re konnyen meghatarozhato, persze ,,kézzel” némileg hossza-
dalmas volna). A sakktdbla minden v mezdjéhez rendeljiink egy-egy x, véltozét; ez fogja azt jelenteni, hogy a v
mezdre tesziink-e huszart, és ennek megfelelen értéke 0 vagy 1 kell legyen. Feltétel tovabba, hogy minden v mez6t
tdmadjon valamelyik huszdr, tehat az N(v)-beli mez8k koziil legaldbb az egyikre tegyiink egyet. Ennek megfeleléen a

feltételeink:
YweV:x, >0

YWweV:x, <1
YWweV:ix, €Z
YWwev: ZueN(v)xM > 1,

a célfiiggvény pedig min)_ v xy.



