Kombinatorikus optimalizalas 2025. II. félév

1. gyakorlat. Fleiner Tamas feladatsora alapjan osszeallitotta: Héger Tamds (heger@cs.bme . hu)

Tudnivalék Def.:A G egyszerd graf cstcsainak egy j6 k-szinezésén az 1,2, ...k szamoknak (= szineknek) a csticsok-
hoz valé olyan hozzarendelését értjiik, melyben szomszédos cstcsok kiilonbozé szint kapnak. (Formadlisan, egy olyan
c: V(G) —»{1,2,...,k} fuggvény, amire uv € E = c(u) # c(v).) Egy (k-)szinezésben az azonos szint kapé csticsok hal-
mazdt szinosztdlynak nevezziik. (Szinosztalyon beliil G-nek nem futhat éle.) A G graf kromatikus szdma ) (G) =k, ha G
kiszinezhet6 k szinnel, de (k — 1)-gyel nem.

Megfigyelés:Ha G k-szinezhets, akkor G-ben nincs hurokél. A parhuzamos élek nem zavarnak. Grafok cstcsainak
szinezésekor feltehetd, hogy a graf egyszerd.

Def.:A G gréf klikkje a G egy teljes részgrafja. A G legnagyobb klikkjének méretét 0 (G) jeloli. (Azaz @w(G) =k, ha
G-ben van k csucs, melyek kozt az dsszes €l be van hizvam, de k+ 1 ilyen csics mér nincs.)

Def.: A G graf csicsainak U részhalmaza fiiggetlen ponthalmaz, ha U nem feszit élt, azaz U-nak semelyik két csticsa sem
szomszédos egymadssal. A legnagyobb fiiggetlen ponthalmaz méretét o (G) jeloli.

Mohé szinezés: G csucsait egy rogzitett sorrendben kiszinezziik igy, hogy a soron kovetkezd v cstcs az elsd olyan szint
kapja, amely nem fordul el6 v mar megszinezett szomszédainal.

Megfigyelés:Ha v foka d(v), akkor a moh¢ szinezésnél v szine az {1,2,...,d(v) + 1} halmazbdl keriil ki (hiszen v-nél
legfeljebb d(v) szin lehet tilos).

All:Ha G véges, egyszeri, akkor ®(G) < x(G) < A(G) + 1 (A(G) jelsli a G-ben eléfordulé legnagyobb fokszamot).

Gyakorlatok
i . . e b
1. Mennyi az 4brén l4that6 két graf kromatikus szdma?
2. Allapitsuk meg, hany szin kell a bal oldali 4bran lithaté G graf
a,b,c,d,e, f,g,h sorrendben torténd moho szinezéséhez. Milyen szint kap ek-
kor a h cstcs?
g O h

3. a) Bizonyitsuk be, hogy tetszGleges G graf csiicsait alkalmas sorrendben mohén szinezve pontosan % (G) szint haszna-
lunk fel. b) Mutassunk példat olyan 2n cstcsi G grafra, melyre x(G) = 2, de a csticsok peches sorrendje esetén a mohd
szinezés n szint haszndl.

4. Bergengécidban néhany radidcsatorna szeretne frekvencidkat kapni miisorainak sugarzdsdhoz. A Bergengéc Kommu-
nikédciés Hat6sdg (BKH) feliigyeli a frekvencidk kiosztdsit. Hogy ne zavarjdk egymdst, két miisorszoré dllomds csak ak-
kor haszndlhatja ugyanazon frekvenciat, ha legalabb 200 km-re vannak egymastdl. A BKH szeretné a lehet6 legkevesebb
frekvencidt hasznélni. Adjunk grifelméleti modellt a minimélisan sziikséges frekvencidk szimdnak meghatdrozédsihoz.
5. A G gréf csucsait a sakktabla mezdi, éleit pedig a huszdr (béastya, futd, kirdly) lehetséges 1épései alkotjdk. Mennyi a G
graf x(G) kromatikus szdma?

6. Van-e olyan graf, amiben nincs K3 klikk, de G nem szinezhetd ki 2 szinnel? Hat olyan, melyben nincs Ky klikk, de
mégsem szinezhetd ki 3 szinnel?

7. Legyen V(G) = {1,2,3,...,100}, és legyen ij € E(G), ha |i — j| <7. Mennyi az igy meghatdrozott G graf x(G)
kromatikus szdma?

8. A G gréf két komponensbdl dll, ezek K és H. Legyen G’ az a graf, amit G-bdl tgy kapunk, hogy K minden pontjat
Osszekotjiik H minden pontjdval. Bizonyitsuk be, hogy a) x(G) = max{x(K),x(H)}; b) x(G') = x(H) + x(K).

9. Igazoljuk, hogy ha G egyszer( graf, akkor |E(G)| > (X(ZG)).

10. Maximum mennyi lehet egy legfeljebb 100-éll egyszerti graf kromatikus szdma?

11. Legfeljebb hany éle lehet annak az n csticsi G grafnak, amire x(G) < 2? Es ha y(G) < 3?

12. Tegyiik fel, hogy a G egyszerii grafba barhogyan is hizunk be egy e élt az egyszerliség megtartdsaval, ¥ (G) <
X(G + e) teljesiil a kapott graf kromatikus szdméra. Bizonyitsuk be, hogy a mohé szinezés G szinezéséhez minden
esetben ¥ (G) szint hasznal.

13. Legyen G egy n ponti egyszerl graf, melynek maximalis klikkmérete w(G) = 2 és kromatikus szdma x(G) = k.
Képezziik a G’ gréfot tigy, hogy lerajzoljuk a G graf k diszjunkt példanyat, és felvesziink még n¥ tovabbi pontot pontot.
Minden ilyen pontnak G minden egyes példanyabdl 1 — 1 szomszédja lesz, mégpedig tigy, hogy ne legyen két ilyen
pontnak azonos a szomszédsdga. Mutassuk meg, hogy ®(G’) = 2, valamint, hogy x(G') = x(G) +1 = k+ 1 teljesiil.
14. Igazoljuk Mycielski tételét, miszerint tetszéleges k > 2 egészre 1étezik olyan Gy graf, melyre x(Gy) =k és w(Gy) = 2.

15*. Bizonyitsuk be, hogy ha G egyértelmtien szinezhetd 3-szinnel (azaz G barmely 3-szinez€sébdl barmely masik 3-
szinezése megkaphato a szinek cseréjével), akkor |E(G)| > 2|V (G)| — 3.



