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Bevezetés

A mai éran olyan feladatokrdl lesz sz, amelyeknek az optimalis
megoldasara nincs hatékony algoritmus. Sok esetben nincs sziikség
azonban optimumra, elég, ha az algoritmus egy optimumhoz
kelléen kozeli megolddst taldl. Ezt a lehetOséget kihaszndlva
esetleg tudunk olyan algoritmust tervezni, ami igen gyorsan fut,
mégis egész j6| haszndlhaté eredményt ad.
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azonban optimumra, elég, ha az algoritmus egy optimumhoz
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esetleg tudunk olyan algoritmust tervezni, ami igen gyorsan fut,
mégis egész j6| haszndlhaté eredményt ad.

Feltessziik, hogy az algoritmusunk célja egy f(x) célfiiggvény
minimalizaldsa egy, az | inputtdl fliggd X; megoldashalmazon.
Példaul, ha az | input egy G graf, az X; megolddshalmaz a G
cslicsszinezéseinek halmaza, és a célfiiggvény értéke a felhasznalt
szinek szama, akkor az optimalis megoldas egy x(G) szinnel
torténd kiszinezése. Erre a szinezési feladatra hatékony algoritmus
pl a mohd szinezés, ami altaldban nem ad optimaélis eredményt.
Vagy ha az | input egy G graf és annak u, v € V(G) csicsai
valamint egy ¢ hosszfiiggvény G élein, az X; megoldashalmazt
pedig a G-beli uv-utak alkotjdk, akkor f(x) lehet az x dt hossza.
Itt az optimalis megoldas egy legrovidebb uv-it lesz.



Kozelito algoritmusok

Def: Tfh a 1 problémdban az f (nemnegativ) fiiggvényt kell
minimalizalni az / inputhoz tartozé X; megoldashalmazon. Tfh az
A algoritmus tetszdleges inputra egy A(/) € X; megoldast taldl.
Ekkor az A algoritmus abszolit/additiv hibaja C, ha
f(A(l)) < min{f(x) : x € X;} + C teljesiil minden [ inputra.
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Kozelito algoritmusok

Def: Tfh a 1 problémdban az f (nemnegativ) fiiggvényt kell
minimalizalni az / inputhoz tartozé X; megoldashalmazon. Tfh az
A algoritmus tetszdleges inputra egy A(/) € X; megoldast taldl.
Ekkor az A algoritmus abszolit/additiv hibaja C, ha
f(A(l)) < min{f(x) : x € X;} + C teljesiil minden [ inputra.
Az A algoritmus relativ/multiplikativ hibaja «, ha minden /
inputra f(A(1)) < a - min{f(x) : x € X;} teljesiil.

Az ilyen A egy a-kozelitd algoritmus a I1 problémara.

Megj: Ha a I1 problémdban maximalizalni (és nem
minimalizalni) kell az f célfiiggvényt, akkor
f(A(l)) > max{f(x): x € X;} — Cill.

f(A(l)) > a- max{f(x) : x € X;} segitségével definialjuk az
abszoldt ill. relativ hibat.



Példak
Példa: (1) Ismert olyan algoritmus, ami tetsz. G sikgrafot
legfeljebb 5 szinnel kiszinez, de ha G-ben nincs haromszog, akkor

legfeljebb 4-gyel, ha pedig G paros, akkor < 2-vel. Mivel minden
sikgrafhoz elég 4 szin, ezért az algoritmus abszolit hibaja 2.
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keresésére van polinomidejii 2-kozelité algoritmus.



Példak

Példa: (1) Ismert olyan algoritmus, ami tetsz. G sikgrafot
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Graf minimdlis méretii lefogd ponthalmazanak

keresésére van polinomidejii 2-kozelité algoritmus.

Biz: Valasszunk G-bél pként diszjunkt éleket amig tudunk. Ha k
él valasztasa utan nem tudunk tobbet vdlasztani, akkor a talalt k él
2k végpontja lefogdé ponthalmazt alkot. Mdsrészt az igy megtaldlt

k él lefogdsahoz legaldbb k csicsra van sziikség, ezért 7(G) > k,
azaz f(A(G)) =2k > 2-7(G) =2 -min{f(x) : x € Xg}. O



Egy nemapproximalhaté feladat

Ha P # NP, akkor nincs olyan polinomidejii A
algoritmus, ami tetszbleges G grafra C abszolit hibaval taldl
kozelitést G leghosszabb koréhez.

azaz ha a vildg olyan, amilyennek képzeljiik



Egy nemapproximalhaté feladat

Allitas: Ha P % NP!, akkor nincs olyan polinomidejii A
algoritmus, ami tetszbleges G grafra C abszolit hibaval taldl

kozelitést G leghosszabb koréhez.

Biz: Megmutatjuk, hogy ha van polinomidejii, C additiv hibdji kozelités,
akkor ebbdl kaphatunk olyan polinomidejii algoritmust, ami tetszdleges G
inputgrafrél polinomidében eldonti, van-e Hamilton-ttja. Marpedig ha
P # NP, akkor nincs ilyen algoritmus.

Helyettesitsiik G minden élét egy-egy C + 1 élt tartalmazé uttal gy, hogy
minden élre C (j csticsot iiltetiink. Ha G-nek van Hamilton-kore, akkor G’-ben
lesz (C + 1)n élti kor, masrészt G’ barmely korének hossza C + 1 tobbszorose.
Ezért ha G’ egy kore rovidebb (C + 1)n-nél, akkor az legfeljebb
(C+1)n—(C+1) élt tartalmaz. Ezért ha G-nek van Hamilton-kdre, akkor a
C additiv hibdjd kozelitésnek G’-ben egy G egy (C + 1)n élii kort kell taldlnia,
ami csakis G egy Hamilton-korébdl szarmazhat. O

lazaz ha a vildg olyan, amilyennek képzeljiik O I -




A halmazfedési probléma kozelitése

Input: Az U n-elemi alaphalmaz
S1,52,...,Sk C U részhalmazai, és a c(S;) nemnegativ koltségek.
Cél: U minimalis 6sszkoltségii fedése S;-kkel.
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Példa: S ={{1,2,3,4},{1,2,4},{1,3,4},{1,2},{1}}.

| c(1234) =10 | c(124) =6 | c(134) =4 [ c(12) =3 | c(1) =1 |

2,5 2 : 3
10 2 5| -
10 6 -
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Mohé algoritmus Egymds utdn valasztjuk a fedésbe az
S', 82, ... részhalmazokat. Mindig azt a halmazt valasztjuk,
amelyik fajlagosan a legolcsébban fedi az eddig le nem fedett
pontokat, azaz azt az Si-t, amire c(Si)/m minimélis, ahol m az S’
altal lefedett, de az eddig vélasztott halmazok altal le nem fedett
U-beli elemek szdma: m = |S7\ (S*US2uU...US1)|.

A Moho algoritmus analizise Legyen OPT az optimilis
fedés 6sszkoltsége. Thf U elemeit uq, uo, ..., u, sorrendben fedjik.
Mivel az U \ {u1,...,uj_1} elemeket OPT ktg-gel le lehet fedni,
ezért u; fedésének fajl. koltsége legfeljebb < OPT /(n—i+1).
fgy az output fedés oOsszkoltsége legfeljebb
OPT -(1/n+1/(n—1)+...+1/1) < OPT - (1 + Inn).

Megj: A polinomidejii algoritmusok kozott nem létezik, ami a
most igazolt konst - Inn-approximaciénal |ényegesen jobban kozelit.



Utemezési problémék

A kombinatorikus optimalizalas egy fontos, sokat kutatott
részteriilete az Utemezéselmélet. Itt a célfiiggvény
optimalizdldsdhoz a rendelkezésre all6 feladatok (alkalmas
részhalmazdnak) elvégzésének mddjat kell meghatdrozni. Néhany
alapfeladattal kapcsolatos egyszer(i eredmény mutatunk be a mai
alkalommal.



Utemezési problémék

Input: Ji, ), ... munkdk p; megmunkalasi idok, gépek m szama.
Feladat: A munkdk gépekre litemezése. Egy S litemezésre S:(i)
és Sp(7) adja meg, hogy Ji-t mikor és melyik gépen kell elkezdeni.
C? = Si(i) + p(i) a J; befejezési idépontja, C,, = max; C? pedig
az S litemezés atfutasi ideje.

Megkotések: A gépek egyformak (ebben a tirgyaldsban).

Egy gépen egyszerre egy munka végezhetd.

Minden munkdt megszakitas nélkiil kell elvégezni.

Lehetséges feltételek Ji-kre: r; (rendelkezésre 4lldsi id6), w;
(suly), d; (hataridd), < (precedencia)

Optimalizdlandé mennyiségek: C3... (3°. C?)/n

Tomor jelolés: «|S|v, ahol

a € {1,Pm, P} (1 gép, m, ill. végtelen sok parhuzamos gép)

B C{p=1,r,dj,<} (feltételek megaddsa)

v € {Cmax, >; Gi, > wi i} (célfv megaddsa)

Pl: (1) 1||Cmax: 1 gépen kell mihamarabb végezni. OPT = ). p;.
(2) 1| < |Cmax. Nem mindegy a sorrend, de itt is OPT =), p;.



Az SPT sorrend optimalitasa

Az 1|| >, C; feladatra optimdlis megoldas a munkak p;
szerint novekvé sorrendben torténd iitemezése.
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Az 1|| >, C; feladatra optimdlis megoldas a munkak p;
szerint novekvé sorrendben torténd iitemezése.

Biz: Ha Ji, 5, ..., J, sorrendben iitemeziink, akkor
Zgzl CiS = ZZ=1 Z}:l Pj = Z1gjgign pj = Zf:l 27:1' ki =
da(n+1=j)pj=np1+(n—1)p2+...4+2pp-1+ 1pn, és ez
akkor minimalis, ha p1 < pp < ... < pp.



Az SPT sorrend optimalitdsa

Az 1|| >, C; feladatra optimdlis megoldas a munkak p;
szerint novekvd sorrendben torténd litemezése.
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Az SPT sorrend optimalitdsa

Az 1|| >, C; feladatra optimdlis megoldas a munkak p;
szerint novekvo sorrendben torténd litemezése.
Biz: Ha Ji, 5, ..., J, sorrendben iitemeziink, akkor
i1 G =20 j=1Pi = Ya<j<icn P = Dj1 20— Pi =
> (n+1- Npi=npr+(n—=1)p2+...4+2ps 1+ 1py, és ez
akkor minimalis, ha p1 < pp < ... < pp. O
Az 1|| >~ w; C; feladatra optimalis megoldds a munkdk
pi/w; szerint ndvekvd sorrendben torténd litemezése.
Biz: Ha Ji, J, ..., J, sorrendben ltemeziink, akkor
Y wiCP =3 W ZJ 1P = D1<j<icn WiPj =
Zj'f:l Z?:j w;p;j, és ha p;j/w; > pjt1/wit1 (azaz
piwit1 > piv1w;), akkor J; és Ji11 cseréjétdl a célfiiggvény értéke
csokken. Egymast koveté munkak cseréjével a célfliggvény értékét
csokkentve el6bb-utébb a tételben szerepl6 litemezés adddik. O
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A P2||Cnax probléma optimélis megoldasa reménytelen.
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A P2||Cnax probléma optimélis megoldasa reménytelen.
Def: A PARTICIO problémaban az inputként megadott
ai, az,...,an € N nemnegativ egészekrol kell eldonteni, hogy a 0
elédllithaté-e 0 = a1 £ ap = ... &+ a, formdaban.

A PARTICIO probléma megolddsa reménytelen.
(Pontosabban: a PARTICIO probléma NP-teljes. Ha hatékonyan
(polinom idében) megoldhaté lenne, akkor volna hatékony
algoritmus egy olyan problémdra is, amire gy hissziik, nincs.)



A P2||Cnax probléma

A P2||Cnax probléma optimélis megoldasa reménytelen.

Def: A PARTICIO problémaban az inputként megadott
ai, az,...,an € N nemnegativ egészekrol kell eldonteni, hogy a 0
elédllithaté-e 0 = a1 £ ap = ... &+ a, formdaban.

A PARTICIO probléma megolddsa reménytelen.
(Pontosabban: a PARTICIO probléma NP-teljes. Ha hatékonyan
(polinom idében) megoldhaté lenne, akkor volna hatékony
algoritmus egy olyan problémdra is, amire gy hissziik, nincs.)

Biz: Legyen aj,a,...,a, € Na PARTICIO probléma
tetszOleges inputja. Készitslink litemezési problémat két gépre n
munkdval dgy, hogy p; = a; az i-dik job megmunkalasi ideje. Ekkor
Cax = %27:1 pi pontosan akkor teljesiik, ha a két gép
folyamatos munka mellett egyszerre tud végezni. Ez pedig
pontosan akkor van igy, ha a PARTICIO problémaban a 0
elédllihatéd a kivant alakban. Ha tehat volna optimalisan ttemezd
polinomidejli algoritmus, akkor polinomidében tudndank megoldani
egy NP-teljes problémat, de ez reménytelen. O



Listas litemezés Pm||Cax esetén

Az m gépen, J1, b, ..., J, sorrendben végezziik
el a munkdkat, minden munkat az elsdnek felszabadulé gépen.
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Az m gépen, J1, b, ..., J, sorrendben végezziik
el a munkdkat, minden munkat az elsdnek felszabadulé gépen.
A Pm||Crax feladatra LS egy (2 — 1 )-approximacio.



Listas itemezés Pm||Cnpax esetén

Az m gépen, J1, b, ..., J, sorrendben végezziik
el a munkdkat, minden munkat az elsdnek felszabadulé gépen.
A Pm||Crax feladatra LS egy (2 — 1 )-approximacio.
Biz: Jelolje Cj,, az optimdlis atfutdsi idot. Vildgos, hogy
Crox > % Sonypiill. Ghl > max; pi. Legyen t az LS szerint
utolsénak befejezett J, munka kezdési idépontja. Ekkor 0-tdl t-ig
mind az m gép dolgozik, tehat t = CL> — p, < % Zl-#k pi, ezért

maxXx
Coox =t P < 2 P+ i = 5 21 Pi+ (1= =)px <
Crtax"i_( _%)C;\ax:(2_%)c:1ax . O



Listas itemezés Pm||Cnpax esetén

Az m gépen, J1, b, ..., J, sorrendben végezziik
el a munkdkat, minden munkat az elsdnek felszabadulé gépen.
A Pm||Crax feladatra LS egy (2 — 1 )-approximacio.
Biz: Jelolje Cj,, az optimdlis atfutdsi idot. Vildgos, hogy
Crox > % Sonypiill. Ghl > max; pi. Legyen t az LS szerint
utolsénak befejezett J, munka kezdési idépontja. Ekkor 0-tdl t-ig
mind az m gép dolgozik, tehat t = CL> — p, < % Zl-#k pi, ezért

maXx
Crax = E+ Pk < = Xk Pi + Pr = 5 2y Pi+ (L= 5)pw <
1 1
Crtax"i_( _E)C;\ax:(2_ﬁ)c:1ax . O
A Pm||Cnax feladatra az LS ltemezés p; szerint csokkend

(LPT) sorrendben végezése %—approximéciés algoritmust ad. O
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Def: A ladapakolasi (bin packing) problémaban adott
ai, as,...,an méretli targyakat kell a lehet6 legkevesebb ldddba
elpakolni, ahol egy ldddban a targyak osszmérete legfeljebb 1 lehet.
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Def: A ladapakolasi (bin packing) problémaban adott
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Def: A ladapakolasi (bin packing) problémaban adott
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A ladapakolasi probléma

Def: A ladapakolasi (bin packing) problémaban adott
ai, as,...,an méretli targyakat kell a lehet6 legkevesebb ldddba
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A ladapakolasi probléma

Def: A ladapakolasi (bin packing) problémaban adott
ai, as,...,an méretli targyakat kell a lehet6 legkevesebb ldddba
elpakolni, ahol egy ldddban a targyak osszmérete legfeljebb 1 lehet.
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A ladapakolasi probléma

Def: A ladapakolasi (bin packing) problémaban adott
ai, as,...,an méretli targyakat kell a lehet6 legkevesebb ldddba
elpakolni, ahol egy ldddban a targyak osszmérete legfeljebb 1 lehet.
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A ladapakolasi probléma

Def: A ladapakolasi (bin packing) problémaban adott
ai, as,...,an méretli targyakat kell a lehet6 legkevesebb ldddba
elpakolni, ahol egy ldddban a targyak osszmérete legfeljebb 1 lehet.

Megj: A ladapakolasi feladat felfoghatd olyan inverz iitemezési
problémaként, ahol Cyax < 1 feltétel mellett minimalis szam
géppel kell elvégezni a Jy,...,J, munkdkat.
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amelyikbe belefér.
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A ladapakolasi probléma

Def: A ladapakolasi (bin packing) problémaban adott
ai, as,...,an méretli targyakat kell a lehet6 legkevesebb ldddba
elpakolni, ahol egy ldddban a targyak osszmérete legfeljebb 1 lehet.

Megj: A ladapakolasi feladat felfoghatd olyan inverz iitemezési
problémaként, ahol Cyax < 1 feltétel mellett minimalis szam
géppel kell elvégezni a Jy,...,J, munkdkat.

A tdargyakat érkezési sorrendben pakoljuk a
ldddkba, mindegyiket a legels olyanba, amelyikbe belefér.

FFD algoritmus A targyakat méret szerint csdkkend
sorrendben pakoljuk a [dddkba, mindegyiket a legels6 olyanba,
amelyikbe belefér.

Ha a ladapakolasi feladat egy inputjdhoz k lada elegendd,
akkor az FF algoritmus legfeljebb H—gkj, az FFD pedig legfeljebb
LE+8 ke 13dat haszndl.

(Az FF lényegében 1,7-, az FFD 1,22-kozelité algoritmus.) Ol



Mit tanultunk ma?



Mit tanultunk ma?

P> Algoritmus outputjanak additiv ill. multiplikativ hibdja az
optimalis megoldashoz képest.



Mit tanultunk ma?

P> Algoritmus outputjanak additiv ill. multiplikativ hibdja az
optimalis megoldashoz képest.

> Kozelité algoritmus a kromatikus szamra ill. a lefogd
ponthalmazra



Mit tanultunk ma?

P> Algoritmus outputjanak additiv ill. multiplikativ hibdja az
optimalis megoldashoz képest.

> Kozelité algoritmus a kromatikus szamra ill. a lefogd
ponthalmazra

> Moho kozelito algoritmus a halmazfedési problémara



Mit tanultunk ma?

P> Algoritmus outputjanak additiv ill. multiplikativ hibdja az
optimalis megoldashoz képest.

> Kozelité algoritmus a kromatikus szamra ill. a lefogd
ponthalmazra

> Moho kozelito algoritmus a halmazfedési problémara

> Munkak litemezése parhuzamosan futd gépekre, litemezés
fogalma, megmunkilasi id6, atfutdsi idd, litemezéshez
kapcsolédé feltételek, optimalizdlandd mennyiségek



Mit tanultunk ma?

>

>

Algoritmus outputjanak additiv ill. multiplikativ hibdja az
optimalis megoldashoz képest.

Kozelité algoritmus a kromatikus szamra ill. a lefogd
ponthalmazra

Mohé kozelito algoritmus a halmazfedési problémara

Munkdk ttemezése parhuzamosan futé gépekre, litemezés
fogalma, megmunkilasi id6, atfutdsi idd, litemezéshez
kapcsolédé feltételek, optimalizdlandd mennyiségek

SPT sorrend optimalitdsa az dtlagos befejezési id6re egy gépen



Mit tanultunk ma?

>

>

Algoritmus outputjanak additiv ill. multiplikativ hibdja az
optimalis megoldashoz képest.

Kozelité algoritmus a kromatikus szamra ill. a lefogd
ponthalmazra

Mohé kozelito algoritmus a halmazfedési problémara

Munkdk ttemezése parhuzamosan futé gépekre, litemezés
fogalma, megmunkilasi id6, atfutdsi idd, litemezéshez
kapcsolédé feltételek, optimalizdlandd mennyiségek

SPT sorrend optimalitdsa az dtlagos befejezési id6re egy gépen

Kozelité algoritmus LS és LPT litemezéssel



Mit tanultunk ma?

>

>

v

Algoritmus outputjanak additiv ill. multiplikativ hibdja az
optimalis megoldashoz képest.

Kozelité algoritmus a kromatikus szamra ill. a lefogd
ponthalmazra

Mohé kozelito algoritmus a halmazfedési problémara

Munkdk ttemezése parhuzamosan futé gépekre, litemezés
fogalma, megmunkilasi id6, atfutdsi idd, litemezéshez
kapcsolédé feltételek, optimalizdlandd mennyiségek

SPT sorrend optimalitdsa az dtlagos befejezési id6re egy gépen
Kozelité algoritmus LS és LPT litemezéssel

Ladapakolds, FF és FFD algoritmusok



Mit tanultunk ma?

>

>

v

Algoritmus outputjanak additiv ill. multiplikativ hibdja az
optimalis megoldashoz képest.

Kozelité algoritmus a kromatikus szamra ill. a lefogd
ponthalmazra

Mohé kozelito algoritmus a halmazfedési problémara

Munkdk ttemezése parhuzamosan futé gépekre, litemezés
fogalma, megmunkilasi id6, atfutdsi idd, litemezéshez
kapcsolédé feltételek, optimalizdlandd mennyiségek

SPT sorrend optimalitdsa az dtlagos befejezési id6re egy gépen
Kozelité algoritmus LS és LPT litemezéssel

Ladapakolds, FF és FFD algoritmusok

V4

Eljen!



