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Mit tudunk?

Ezt 1attuk a mult héten:

>
>

Halbzati folyamok, MFMC tétel, folyamalgoritmus.

Ha egy folyam nagysidga megegyezik egy st-vagas
kapacitasdval, akkor ezek egymas optimalitdsat bizonyitjak.
Graf, paros graf, szinosztaly, parositas.

Paros grafok reprezentacidja 0/1-matrixszal, parositdsok és
bastyaelhelyezések kapcsolata.

Paros graf maximdlis pdrositdsdnak és maximalis nagysagu
folyam kapcsolata.

Paros graf maximalis parositdsanak keresése: alterndlé utas
algoritmus a grafon ill. a matrixreprezentdcion.
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Az alabbi konvencidt fogjuk kovetni.
Def: Ha f : X — R val6s értékii fuggvény, akkor tetsz. Y C X
részhalmazra f(Y) := > {f(y) : y € Y} jeloli az &sszegfiiggvényt.
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Def: Legyen G = (V,E) graf és w : E — R egy élsilyozdsa. Az
M C E élhalmaz silya w(M). Az M egy maximalis silyi
(teljes) parositas, ha M a G (teljes) parositdsa, és

w(M) > w(M’) teljesiil G minden M’ (teljes) pérositdsara.
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Def: Legyen G = (V,E) graf és w : E — R egy élsilyozdsa. Az
M C E élhalmaz silya w(M). Az M egy maximalis silyi
(teljes) parositas, ha M a G (teljes) parositdsa, és

w(M) > w(M’) teljesiil G minden M’ (teljes) pérositdsara.

(1) A maximalis stlyt parositds w = 1 esetén a maximdlis
méretll parositast jelenti. Ezért a maximalis méretii parositds
keresése a maximalis silyl parositas keresésének specidlis esete.

A tovébbiakban ez utébbi feladatot tanulmdanyozzuk, de csak pdaros
graf esetén. (Nem pdros grafokra ugyanez a feladat —bar sokkal
bonyolultabb— szerencsére még j6l kezelheté.)
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Def: Legyen G = (V,E) graf és w : E — R egy élsilyozasa. Az
M C E élhalmaz sulya w(M). Az M egy maximalis stlyu
(teljes) parositas, ha M a G (teljes) parositdsa, és

w(M) > w(M’) teljesiil G minden M’ (teljes) parositdsara.

(2) Paros grafban maximalis stilyd parositas keresése
felfoghatd egy teljes paros graf (azaz K, ,) maximalis stlyu teljes
parositasanak kereséseként is: elhagyjuk G negativ sulyu éleit,

G kisebbik szinosztalyat kiegészitjiik a nagyobbik méretére,
valamint a hianyzé éleket 0 silytd éleknek tekintjiik.
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Def: Legyen G = (V,E) graf és w : E — R egy élsilyozasa. Az
M C E élhalmaz sulya w(M). Az M egy maximalis stlyu
(teljes) parositas, ha M a G (teljes) parositdsa, és

w(M) > w(M’) teljesiil G minden M’ (teljes) parositdsara.

(3) Maximdlis sulyu teljes parositas keresésekor feltehetd,
hogy w(e) > 0 (Ve € E(G)), azaz minden élkdltség nemnegativ.
Ha ugyanis minden él koltségét p-vel megnoveljiik, akkor ettdl
minden egyes teljes parositds sdlya pn-nel novekszik (ahol
|V(G)| = 2n), igy a novelések utdni teljes parositasok kozott
pontosan az lesz maximalis stlyd, ami a novelések el6tt is az
volt.
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Def: Legyen G = (V,E) graf és w : E — R egy élsilyozdsa. Az
M C E élhalmaz silya w(M). Az M egy maximalis silyu
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Def: Legyen G = (V,E) graf és w : E — R egy élsilyozdsa. Az
M C E élhalmaz silya w(M). Az M egy maximalis silyu
(teljes) parositas, ha M a G (teljes) parositdsa, és
w(M) > w(M’) teljesiil G minden M’ (teljes) parositdsara.

(4) Elsdlyozott teljes paros graf matrixszal reprezentélhaté:
a sorok az egyik, az oszlopok a masik szinosztaly cslicsainak
felelnek meg, a matrix elemei pedig az egyes élek sulyat jelentik.
Ebben a reprezentaciéban a maximalis sllyu teljes parositas annak
felel meg, hogy egy n x n méretli négyzetes matrixban akarunk n
badstydt ugy elhelyezni, hogy a bastydk altal elfoglalt mezékon 4llé
szamok Osszege a lehetd legnagyobb legyen.



Pdrositdsok és lefogasok

v < 71: ha k cslcs lefogja G minden élét, akkor G legfeljebb k ftn
élt tartalmaz. Ha tehat taldlunk egy k méretii parositast és egy k
pontl lefogd ponthalmazt, akkor v > k> 17 >v=v=7=k.
Paros graf esetén nem is kell ennél tobb.

Ha G péros graf, akkor v(G) = 7(G), azaz a
fuggetlen élek maximalis szama megegyezik a lefogd ponthalmaz
minimalis méretével. O
EISL’JIyozott esetben is igaz vmi hasonlé minmax egyenléség?
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Def: Adott G = (V,E) graf ésw: E — R esetén c: V — R,
efmkézés silyozott lefogas, ha w(e) < c(u) + ¢(v) Vuv = e € E,
azaz egyetlen él silya sem tobb a végpontjaihoz rendelt értékek
Osszegénél. Az e = uw pires pontos él, ha w(e) = c(u) + c(v).
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Tetszbleges G = (V, E) paros graf és

w : E — R, élsilyozas esetén létezik G-nek olyan M pérositasa és
¢ stlyozott lefogdsa, amire w(M) = &(V).
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w : E — R, élsilyozas esetén létezik G-nek olyan M pérositasa és
¢ stlyozott lefogdsa, amire w(M) = &(V).
Cél: Az Egervary-féle magyar modszer bemutatdsa, aminek
segitségével a K, , teljes pdros graf tetszéleges nemnegativ
élsiilyozasdhoz maximalis sulyd teljes parositast és minimalis
Osszsulyu sulyozott lefogast taldlunk.



A magyar mddszer
Egervary algoritmusa Input: nemnegativ n x n-es matrix Output:
Egy n bastyabdl allé bastyaelhelyezés ill. egy silyozott lefogds,
aminek osszslilya megegyezik a bastydk mezdinek osszértékével.
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Egervary algoritmusa Input: nemnegativ n x n-es matrix Output:
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2. Ha teljes pérositést taldltunk (azaz ha n bastyat sikeriilt
elhelyezni), kész vagyunk.

3. Ha nem teljes a parositds, akkor a lefogas Osszsiilyat
csokkentjiik. A fedetlen oszlopokbdl alternalé Gton elérhet6
oszlopok X halmazara |X| > |N(X)|. Az X-beli oszlopokon
e-nal csokkentjiik, az N(X)-beli sorokon pedig e-nal noveljiik
a sllyozott lefogast. A lehetd legnagyobb olyan e-t valasztjuk,
ami még sllyozott lefogast ad. GoTo 1.



Egy konkrét példa

L [[1[2[3]4]
Al 2] 2] 6] 3
B 7] 5] 9] s
cl s 273
D[ 7] 3] 9] 5

Ez a feladat inputja.



Egy konkrét példa

[ [ 1] 2]3] 4] Kiindulunk egy silyozott
Afl 2] 2] 6] 3] 0 lefogdshdl, és megjeloljiik a
Bl 7] 5] 98]0 pontos éleket.

Cc 5 2 7 3|0
D 7] 3[9]5]0
7 b 9 8
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w(M) =16, (V) = 29.

o o oo

Pontos élekbdl
parositast keresiink.

max
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éleken és  parositaséleken
Iépcsbsen elérhet6 sorokat és
oszlopokat. C3 miatt € nem
lehet 2-nél nagyobb, de az
€ = 2 még megfelel.
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7 5 9 8
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Az ) sulyozott lefogds
mellett  megvaltozik a
pontos élek halmaza, igy
a B4,B1,C1 (dtvonalon
novelni tudjuk a parositast.
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pLILZ Bl & nem lehet 1-nél tobb, de

5 3 7 6 e =1 még jé.

w(M) =22,&(V) = 25.



Egy konkrét példa

[ [ 1] 2]3] 4] Az ) sulyozott lefogds
A 2] 27 6] 3] 0 0 O mellett ismét megvaltozik a
B 7] 5| 9 0 2 3 pontos élek halmaza.

C 21 71 3]0 0 0
D 7] 3[@] 5|0 2 2
7 5 9 8
5 3 7 6
5 2 7 5
(M) = 22,8(V) = 24.
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Konnyl dolgunk van: A2

pontos él, és ez bevehets a

o o oo

0
3 parositasba.
0
2

NODNO

OO0l mw>
o N~ A~
I\)wmw[\)mu

Gl o oo G| W[ wfl &

(M) = 24,8(V) = 24.

Pontos élekbdl all6 teljes parositast kaptunk. A silyozott lefogas
bizonyiték a kapott teljes parositds maximalis silyd voltara, a teljes
parositds pedig a stlyozott lefogds minimalis 6sszstlyara.
Egyszéval: gybztiink.
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keresztelte, és azéta is igy hivjdk szerte a vilagon.
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A cikk alapjan megalkotott médszer pazarul miikodott: tobb
12 x 12-es, haromjegyli egészekkel kitoltott matrixra két 6ran
beliil sikeriilt kizdrélag papir és ceruza felhasznalasdval
megtaldlni az optimumot.

Ennek oromére Kuhn az eljarast Hungarian method-nak
keresztelte, és azéta is igy hivjdk szerte a vilagon.

Ford és Fulkerson arrél szamoltak be, hogy egy 20 x 20-as
tablazat esetében kézzel szamolva fél éran belul kész voltak,
mig a korabeli szdmitégépeknek (az akkor ismert legjobb
algoritmussal) ugyanerre a feladatra tobb, mint egy 6ra kellett.
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» Minden Iépésben vagy noveli a pontos élekbdl allé parositds
méretét vagy csokkenti a sulyozott lefogas osszstlyat.

> Ha mdr nem lehet ilyen |épést végezni, akkor pontos élekbdl
allé teljes parositasunk van, ami a fentiek miatt max sdlyd.



Koszonom a figyelmet!



