A Szamitastudomany alapjai
1. p6tZH javitékules (2015. 12. 07.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetdé gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Az ébredo eré bemutatéjat 7 mikulds nézi meg a krampuszaval. Ugy szeretnének leiilni egy 14 székbol
allo sorba, hogy ne iiljon minden mikulas a sajat krampusza mellett. Hanyféleképp tehetik ezt meg?
(A 7 mikulés és a 7 krampusz is egyméastol jol megkiilonboztets. )

A 14 meselényt 14!-féleképp lehet a széksorba leiiltetni, (2 pont)
és ebbdl a szambol kell levonni azon iiltetések szamat, ahol minden mikulas a krampusza mellett iil.
(2 pont)

Rossz tipust iiltetést ugy kapunk, hogy 7! féleképp sorba allitjuk a 7 mikulds-krampusz pért, (2 pont)
majd minden parhoz kivalasztjuk a 2-féle sorrend valamelyikét, egyméstdl fiiggetleniil, azaz 27-féleképp.

(1 pont)
Mivel a parok minden sorrendhez ugyanennyi par-rendezés tartozik, ezért a rossz iilésrendek szama
727, (2 pont)
a végsd valasz tehat 14! — 7! 27, (1 pont)

2. Igazoljuk, hogy ha v egy véges GG gréaf paratlan foku csticsa, akkor G-ben van olyan 1t, amely v-t a G
egy masik paratlan foku cstcsaval koti Ossze.

Legyen K a G grafnak az a komponense, amely v-t tartalmazza. Az éran tanultak szerint a K grafban
a fokszamok Osszege megegyezik K élei szamanak kétszeresével, ezért K-ban a paratlan foku csicsok

Szama PAros. (3 pont)
Mivel v a K egy paratlan fokd pontja, ezért K-nak kell lennie v-n kiviil még legalabb egy masik
paratlan foku pontjanak; legyen mondjuk u egy ilyen pont. (4 pont)

Miutén a v és u pontokat tartalmazé K graf osszefiiggd (hisz a G egy komponense), ezért van K-ban

(és igy G-ben is) v-bdl u-ba vezet6 it. Nekiink pedig pontosan egy ilyen 1t 1étezését kellett igazolnunk.

(3 pont)

3. Tegyiik fel, hogy a Ksy5 teljes graf minden egyes élét kiszineztiik 1008 lehetséges szin valamelyikére.

Bizonyitsuk be, hogy talalhaté a grafnak egy u és egy v pontja valamint egy c¢ szin ugy, hogy ne
vezessen u-bol v-be olyan 1t amelynek minden éle ¢ szinfi.

Elegendo azt igazolni, hogy van olyan ¢ szin, amelyre a ¢ szini élek nem alkotnak Gsszefiigg6 grafot a

K15 cstcsain. (3 pont)
A Kyy5 éleinek széma (*))°) = 20152014 (1 pont)
tehdt az 1008 felhasznélt szin kozott van olyan ¢ szin, amelyet legfeljebb 2022014 — 20052014 9014-
szer hasznaltunk fel. (2 pont)
Marpedig ha egy bizonyos szinti élek 6sszefiiggd grafot alkotnak, akkor annak a grafnak van feszitofaja
is, (2 pont)
és ennek a feszitofanak a tanultak szerint éppen 2015 — 1 = 2014 éle van. (1 pont)

Mivel az altalunk vélasztott ¢ szinnel 2014-nél kevesebb élt szineztiink meg, ezért a c szinl élek
alkotta graf nem Osszefiiggd, legalabb két komponense van, és kiilonbozé komponensbol valasztott
csucsok kozott nem vezethet 1t csupa c szinii élen. Ezzel igazoltuk a feladat allitdsat. (1 pont)

4. A bal oldali abran lathaté az egyszeri, iranyitatlan G graf ¢ gyokérbdl inditott szélességi bejarasa
utan kapott F' feszitofa. Tudjuk, hogy az e cstics G-beli fokszama 7. Hatarozzuk meg a G graf e-bél
indulé éleit.




Azt tanitottak az éran, hogy a szélességi fa egyuttal a gyckerébol minden més csicsba a bejart graf
egy legrovidebb 1utjat tartalmazza. Ez azt jelenti, hogy ha egy v cstics a gyokértol k tavolsaghban van a
szélességi fan, akkor v csak a gyokértol k — 1, kill. k+ 1 tavolsagban 1évé csticsokkal lehet 6sszekotve.

(Més széval a szélességi bejaras utan nincs eléreél). (3 pont)
Konkrétan az e csics a faban (és igy G-ben is) 1 tavolsigra van i-tél, ezért a szomszédai i-t6l G-ben
(igy a faban is) csakis 0,1 vagy 2 tdvolsdgra lehetnek. (3 pont)
A szdbajové szomszédok tehat i, j,m, a, f, k és n, (3 pont)
ami éppen 7 csucs, tehat d(e) = 7 miatt pontosan ezek az e cstics szomszédai. A keresett élek tehat
ei, ej,em,ea,ef, ek és en. (1 pont)

. A jobb oldali abran lathaté G graf éleire irt szamok az adott él szélességét jelentik. Ha van, talaljuk
meg G-nek egy olyan F' feszitofajat, amelyben az F-beli uv-ut a G egy legszélesebb wv-itja a G
tetszoleges u, v csucsaira. Hatarozzuk meg f és h kozott a legszélesebb ut szélességét.

Az 6ran azt tanultuk, hogy minden élszélességekkel ellatott iranyitatlan grafhoz van legszélesebb utak
faja, és ez a Kruskal algoritmussal megtaldlhatd, amennyiben az élekrol csokkend szélesség szerint
dontiink, azaz akkor vessziik be a soron kovetkezo élt a faba, ha nem alkot kort a kordbban bevett

élekkel. (3 pont)
Ezt a mddszert kovetve kaptuk az abran vastag lila élekkel megjelolt feszitéfat. (5 pont)
Ebben a feszitofaban f és h kozott az fcedh Ut vezet, melynek kérdezett szélessége ezen it minimalis
szélességli élének szélessége, azaz 14. Tehat a feladat méasodik kérdésére 14 a valasz. (2 pont)

. Van-e valamely n > 2 egész esetén olyan 2n ponti G graf, hogy G-nek is és komplementerének, G-nek
is van Euler-sétaja?

Van ilyen graf, példaul egy 4 pontt tt. (5 pont)
Ez egy 1t, tehat van Euler-sétdja, és a komplementere is egy 4 ponti 1t, tehat annak is van. (5 pont)
Annak a tételnek a felidézéséért, hogy ha egy véges, Osszefiiggd grafban legfeljebb két paratlan foku

csucs van, akkor van a grafnak Euler-sétdja, 2 pont jar. Aki ebbdl még azt is levezeti, hogy n > 3
esetén ez nincs a feladatban leirt tulajdonsagu graf, kapjon még 2 pontot.
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Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetdé gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Legyenek a G graf cstucsai a kocka csticsai, és két cstics kozott pontosan akkor fusson él, ha e két
csucs a kocka ugyanazon élének végpontjai. Hatarozzuk meg a G graf komplementerének kromatikus
szamét, x(G)-t.

A G graf kiszinezhetd 4 szinnel,pl. gy, hogy a kocka felsé lapjdnak csticsait 4 kiilonboz6 szinre
szinezziik, és az als6 lap minden csiicsanak a felette levo cstcs szinét adjuk. (3 pont)
Mésrészt 4 szin feltétleniil szitkséges G szinezéséhez, hiszen G egy olyan paros graf, aminek mindkét
szinosztalydban 4 — 4 csics van (a szinosztalyok cstcsai egy-egy szabélyos tetraédert alkotnak), és G
egy szinosztalya a komplementerben klikk, tehat mar egy szinosztaly négy csicsanak kiszinezéséhez
is legalabb 4 szin sziikséges. (5 pont)

Azt kaptuk, hogy 4 szin elegendd, de 3 nem, tehat x(G) = 4. (2 pont)

2. Hatarozzuk meg a fenti halézatban az ef él p kapacitasanak 0sszes olyan értékét, amire a maximalis
st-folyamnagysag pontosan 42.

Eloszoér p = 0-ra kerestiink maximalis folyamot az 6ran tanult novel6 utas algoritmussal. Az dbran
lathato, 35 nagysagu folyamot kaptuk, ahol a kékkel irt nagyobb szamok az adott élen folyé folyam-

mennyiséget jelzik. (Amelyik élen nincs ilyen szém, ott 0 folyam folyik.) (3 pont)
A segédgrafban elérheté pontox X halmaza olyan st-vagast indukal az eredeti halézatban, amelynek
kapacitdsa ¢(X) = 35 + p. (2 pont)
Mivel egy 42 nagysagu st-folyamhoz az sziikséges, hogy minden st-vagas kapacitdsa legalabb 42 le-
gyen, ezért ilyenkor p > 7. (2 pont)
Ha p = 7, akkor az dbran lathat6 folyam még novelhetd 7-tel a seft tton javitva, tehdt p = 7 esetén
a maximalis folyamnagysag az X altal indukalt 42 kapacitasu vagas miatt pontosan 42. (1 pont)
Ha azonban p > 7, akkor az emlitett seft iton 7-nél t&bb folyam is kiildheto, igy a maximalis folyam-
nagysag 42-nél bizonyosan nagyobb lesz. (1 pont)
A valasz tehdt az, hogy kizardlag p = 7 esetén lesz a maximalis st-folyamnagysag pontosan 42.

(1 pont)

3. Tegyiik fel, hogy G = (A, B; F) egyszeri, paros graf A szinosztalydban 99 cstcs van, ezek barme-
lyikének a fokszdma legalabb 33, de A-ban van 66 olyan csics, amelyek barmelyikének foka legalabb
66. S6t, A tartalmaz 33 olyan csticsot is, amelyek mindegyikébdl legalabb 99 él indul. Mutassuk meg,
hogy G-nek van A-t fed6 parositasa.

A Hall-tétel szerint G-nek pontosan akkor van A-t lefedé parositas, ha a Hall-feltétel teljesiil az A
szinosztélyra, azaz ha |N(X)| > | X| all az A minden X részhalmazara. (3 pont)




Ezt kell tehét ellenérizniink. Ha 1 < |X| < 33, akkor X tetszéleges pontjanak van 33 szomszédja,
tehat |[N(X)| > 33 > | X]. (2 pont)
Ha 33 < | X| < 66, akkor X tartalmazza a 66 db legaldbb 66-foki pont valamelyikét, ezért |[N(X)| >
66 > | X]. (2 pont)
Ha pedig X > 66, akkor X tartalmazza a 99 ponti A szinosztaly 33 db legalabb 99 foku cstcsanak
egyikét, azaz |[N(X)| > 99 > |A| > | X]. (2 pont)
A Hall-feltételt tehat minden esetben teljesiil, igy G-nek bizonyosan van A-t fedé pérositdsa. (1 pont)
. Tegyiik fel, hogy G olyan 0sszefiiggd, sikbarajzolt graf, amelynek 14 tartoménya van, minden csicsdnak
fokszama 3 vagy 6, és a harmadfoku csiicsok szama kétszerese a hatodfokiakénak. Hany csticsa és hany
éle van G-nek?

Legyen ng ill. ng a G graf harmad- ill. hatodfokd csicsainak szama. Ekkor a szokésos jelolésekkel

n = ng + ng, (1 pont)
az feladatbeli feltétel miatt ng = 2 - ng és t = 14, (1 pont)
az Euler-formulabdl pedig n +t = e 4 2, hiszen G 6f és SR. (2 pont)
A fokszamosszegrol tanultak szerint 2e = 3ng + 6ng, (1 pont)

és az igy kapott 0t egyenletbdl mar meg tudjuk hatarozni az 6t ismeretlent. Pl. 2¢ = 3ng + 6ng =
6ng + 6ng, azaz e = 6ng. Ezt az Euler formuldba behelyettesitve 3ng + 14 = 6ng + 2, azaz 3ng = 12,
vagyis ng = 4. Innen nz = 2ng = 8 és e = 6ng = 24 addodik. (4 pont)
A feladat kérdésére a valasz tehdt n = ng +ng = 12, e = 24. (1 pont)

Sziikségtelen annak a kérdésnek a vizsgalata, hogy valéban létezik-e a feladatban megkivant tulaj-
donsédgokkal rendelkez6 graf, hiszen éppen azt igazoltuk, hogy ha van olyann graf, aminek létezését a
feladat allitja, akkor n és e csak a megoldasban kapott értéket veheti fel. Egyébként van ilyen graf, és
ez mutatja azt is, hogy korrekt érveléssel nem kaphatunk mas vélaszt. (Ha ugyanis nem létezne ilyen
graf, azaz a feladat az iireshalmaz elemérdl szdélna, akkor az is igazolhatd lenne, hogy a feladatban
szerepl6 grafnak —7 db éle és v/2 db csticsa van.) Abbdl azonban, hogy taldlunk egy olyan grafot,
amilyet a feladat koriilir, még nem kovetkezik, hogy minden ilyen grafnak ugyanannyi cstcsa és éle
van. Minden esetre, aki csak annyi értékelheté munkat végez, hogy taldl egy ilyen grafot (tekintettel
arra, hogy ez nem teljesen trivialis), az kapjondsszesen 2 pontot.
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. Hatarozzuk meg az n = (6) pozitiv osztdinak szaméat!
k

Tudjuk, hogy ha n = Hle py*, akkor n pozitiv osztéinak szama d(n) = [[,_;(a; +1). (3 pont)
Ezért elég meghatdrozni az n kanonikus alakjat, (2 pont)
Mivel n = () = 1200987 — 1110987 — 11.2.3.2.7=22.3.7-11, (3 pont)
az n osztéinak szdma d(n) = (2+1)- (1+1)-(1+1)-(1+1) = 24. (2 pont)

. Melyik az a legnagyobb m modulus, amelyre a 422 = 2015(m) linedris kongruencianak megoldédsa az
x =237

A kongruencia fennélldsa azt jelenti, hogy m | 2015 — 42z, (3 pont)
igy mivel = 3 megoldas, az m | 2015 — 42 - 3 = 2015 — 126 = 1889 oszthatdsagnak kell teljesiilnie.

(3 pont)
A legnagyobb olyan m szamot keressiik tehat, amire m | 1889 teljesiil, azaz 1889 legnagyobb osztdja
a kérdésre a vélasz. (2 pont)

Ez pedig nem més, mint az m = 1889. (2 pont)



