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1. a) Irjuk fel az aldbbi linedris programozasi feladat dudlisat, ahol p valés paraméter. (A feliras
hasonlé alaki legyen, mint a primdl feladat felirdsa, vagyis ne matrixos alakot hasznaljunk.)

b) A p paraméter minden értékére dontsiik el, hogy a (primdl) feladat célfiggvénye feliilrél
korlatos-e a megoldashalmazan és p-nek azokra az értékeire, amikre a valasz igen, hatarozzuk is
meg a feladat maximumértékét.

max{7xe + 3x3 +p - x4}
ha

I1+3JJ2—|—SL’3+4SE4 < 1
4171 + 51’2 + T3+ 71’4 Z 2
T3 + 5£L'4 S 3

2. Tekintsiik a kovetkezo kéttermékes folyamfeladatot: maximalizdlando6 az 6sszfolyamérték az alabbi
abra halézataban, ha az elso, illetve a masodik termékhez tartozo termelo és fogyasztd pontok s; és
t1, illetve sy és to, tovabba az élek kapacitdsai az alabbi tdblazatban (annak a c(e) sordban) lathatok.
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A feladatot egy LP szolver programmal megoldva a fenti tdblazatban lathat6 xq(e), illetve xo(e) ér-
tékeket kaptuk, amik minden e élre az elso, illetve masodik termékbdl széallitott mennyiséget jelolik.
Hatarozzuk meg a tablazat hidanyzo, O-val jelolt értékeit és allapitsuk meg a maximélis 0sszfolyam-
értéket.

3. Tekintsiik az {a,b,c,d,e,h,i,j,k,1,m,n,0,r,s,t,v} betlthalmazt, és az elemeib6l képzett aldb-
bi szavakat, mint részhalmazokat (a szavak utani zaréjelben 1év6 szam jelenti az adott halmaz kolt-
ségét):

john (3), hans (4), martin (4), henrik (5), jens (5),
caroline (6), jakob (6), nikolaj (7), navid (7).

Hajtsuk végre ezen adatokkal az alaphalmaz részhalmazokkal torténo lefedésére szolgalo, eléadason
tanult kozelito algoritmust.

4. Az a,b,c,d,e, f, g, h killonb6z6 pontok gy helyezkednek el a sikon, hogy a,b,c,d és c¢,d, e, f is
olyan négyzetek csicsai, melyekben c és d szomszédosak, g az a, b, ¢, d négyzet kozéppontja, h pedig a
¢, d, e, f négyzet kozéppontja. Legyen G az az élstlyozott teljes graf, melynek csicsai a, b, c,d, e, f, g, h,
az élek sulya pedig azonos a csiicsok geometriai tavolsagaval. Hajtsuk végre a GG grafra az utazéiigynok
probléma kozelitésére tanult 2-approximaciés algoritmust.

5. A Steiner-fa probléma egy bemenete legyen egy 10 csticsu élstlyozott teljes graf, melyben a ter-
minalok halmaza 8 csiicsi. Lehetséges-e, hogy az élsilyozas metrikus, ha

a) az (egyik) optimalis Steiner-fa 10 csticst?

b) a tanult 2-approximacios algoritmussal kapott (egyik) Steiner-fa 10 cstcsa?

A feladatok megoldasahoz segédeszkéz nem hasznalhatd. A rendelkezésre all6 munkaidé 90 perc.
Minden feladat 12 pontot ér. Az alairashoz sziikséges minimélis pontszam 24. Elégséges megajanlott
jegyhez legaldbb 33, kdzepeshez 42, johoz 51 pontot kell elérni. Kérjiik, hogy minden feladat kiilon
lapra kertiljon. A lapok tetején jol lathatéan legyen feltiintetve a név, a Neptun-kod és a feladat
sorszama.
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Altaldnos alapelvek.

A pontozasi itmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
taté minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megolddséanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd
gondolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy példdul az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa
nélkil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valoban
szerephez jut).

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy
feladatra tobb, egymastdl 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfljebb az egyikre ad-
hat6 pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisér-
let kozott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a
megold6é melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az Gtmutatéban szereplo részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatdk. Az ttmutatoban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximélis pontot ér.

Az 1. feladat megoldédsa. a) A megadott linedris program max{cz : Az < b} alaku, ahol

1 3 1 4 1
A= 4 -5 -1 -7 |, b= -2 |,

0 0 1 5 3 (1 pont)
c= ( o 7 3 p).

A dudlist a tanult min{yb : yA = ¢,y > 0} alakban irhatjuk. Ezt részletezve:
min{y; — 2ys + 3y3}

ha
y1 —4y2 =0
3y1 —OYys =7 (5 pont)

Y1 —Y2t+ys=3
dyy — Tys + Sys = p
y120>92207?/320

A duélis felirdsdért jaré 5 pontbél minden lényeges elvi hiba (igy példaul egyenletek helyett egyen-
16tlenségek szerepeltetése, a nemnegativitasi feltételek elmaradasa, a célfiiggvény hianya vagy mini-
malizalas helyett maximalizdlds el6irdsa) 4 pont levonast jelentsen.

b) A priméal rendszere megoldhaté: példaul x; = 1, x5 = x3 = x4 = 0 megoldas. (0 pont)
Igy a tanultak szerint a primal feladat célfiiggvényének a felilrol korlatossaga ekvivalens yA = c,
y > 0, vagyis a dualis rendszerének a megoldhatosagaval. (1 pont)

A dualis elsé két egyenletébol allo rendszert megoldva: y; = 4, y» = 1. Ezt a harmadikba helyette-
sitve: y3 = 0. Mivel ezek az értékek az y; > 0 feltételeknek is megfelelnek, ezért a dudlis rendszere
pontosan akkor megoldhaté, ha a negyedik egyenletet is kielégitik; vagyis a p = 9 esetben. (1 pont)
Igy a primél célfiiggvénye pontosan akkor feliilrél korlatos, ha p = 9. (1 pont)
Mivel a fentiek szerint a p = 9 esetben a dudlis rendszerének az egyetlen megoldasa y = (4, 1,0),
ezért a dudlis minimuma az ezen az y-on felvett célfiiggvényérték: yb = y; — 2ys + 3y3 = 2. (2 pont)

Igy a dualitéstétel miatt a primél feladat maximuma is 2. (1 pont)
(A dualitastétel alkalmazhatd, hiszen a fentiek szerint a primél feladat megoldhaté és a p = 9
esetben a célfiiggvénye feliilrdl korldtos a megoldashalmazan.) (0 pont)
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A 2. feladat megoldasa. x1(e1) + x2(e1) < c(e1) = 1 a tébbtermékes folyamprobléma definici6ja

szerint. Mivel itt zo(e;) = 1 és z1(e1) > 0 (szintén a definicié szerint), ezért z1(e;) = 0. (2 pont)
Ezzel analég gondolat hasznalhaté az es, eq és eg élekre is, amikbol z1(e3) = 0, xa(es) = 0 és
z1(eg) = 0. (1 pont)

fgy a jelenleg ismert folyamértékek a kovetkezOk:

€1 €2 €3 €4 €5 €6

zi(e) 0 O 0 2 O 0 (0 pont)
x9(e) 1 O 2 0 O 2

A v cstcsra teljesiil a folyammegmaradas az 1-es és a 2-es termékre vonatkozdan is, mert v egyik
terméknek sem termelGje vagy fogyasztoja. Vagyis i = 1 és @ = 2 esetén is fennall a kovetkezd egyen-
let: z;(e3) — z;(e2) — z;(eg) = 0. Ide behelyettesitve az ismert folyamértékeket a 0 — z1(e2) — 0 = 0,

illetve a 2 — z5(e2) — 2 = 0 egyenleteket kapjuk. Ezekbdl tehdt xq(ey) = xo(ez) = 0. (2 pont)
sy-re teljesiil a folyammegmaradéas a 2-es termékre vonatkozéan: xq(es) + za(e5) — x2(e1) = 0. Behe-
lyettesitve az ismert értékeket: 0 + z2(e5) — 1 = 0, amibdl tehat xq(es) = 1. (2 pont)
Hasonléan, to-re teljesiil a folyammegmaradas az 1-es termékre vonatkozdan: x1(eq) —z1(e3)—x1(e5) =
0. Behelyettesitve az ismert értékeket: 2 — 0 — x(e5) = 0, amibdl z4(e5) = 2. (2 pont)

Ezzel tehat mar az 6sszes folyamérték ismert:

€1 €2 €3 €4 €5 €6

ze) 0 0 0 2 2 0 (0 pont)
x9e) 1 0 2 0 1 2

Végiil az osszfolyamértékhez az si-et, illetve az so-t elhagyd ,nettd” termékmennyiséget kell kisza-
mitani az 1-es, illetve a 2-es termékre vonatkozoan. si-et az 1l-es termékbdl elhagyé mennyiség:
z1(e2) + z1(e5) — x1(e1) = 0+ 2 — 0 = 2. Hasonléan, so-t a 2-es termékbdl elhagyd mennyiség:
To(er) + xo(eg) — zo(es) = 1+2—0 = 3. Igy az Gsszfolyamérték ezeknek az dsszege: 2+3 = 5.(3 pont)

A 3. feladat megoldasa. Az algoritmus mindig azt a részhalmazt valasztja ki, amelyre a leheto

legkisebb a halmaz koltségének és az djonnan lefedett elemek szaméanak hanyadosa. (0 pont)
Az els6 1épésben a martin részhalmazt kell vdlasztanunk, mert ennek a legkisebb az egy 1j elemre
es6 koltsége (2). (2 pont)
Ezt kovetden a john részhalmaz jon, itt 1 az egy 4j elemre esé koltség. (2 pont)
A kovetkezd halmaz a caroline kell legyen, ez tjabb 3 elemet fed le, 6 koltséggel, (2 pont)
majd a jakob halmaz kovetkezik, itt a hanyados 3. (2 pont)
Az ezt kovetd lépésben a navid halmazra lesz minimélis a hanyados (1), (2 pont)
utolsénak pedig a hans halmazt valasztjuk (a hanyados 4), ezzel minden elemet lefedtink. (2 pont)

A kapott fedés tehdt: {martin, john, caroline, jakob, navid, hans}, koltsége 30.

A 4. feladat megoldasa. Az algoritmus elGszor egy minimalis Osszsulyu feszitéfat keres Kruskal-
algoritmussal. (1 pont)
A legkisebb sulyu élek ga, gb, gc, gd, he, hd, he, hf, (1 pont)
amik kozil az algoritmus biztosan bevalasztja a ga, gb, he, hf éleket, mert ezek az Osszes leg-
kisebb stlyu él altal alkotott részgraf egyetlen korében sincsenek benne. A maradék legkisebb
stlyt élekbdl pedig (hasonlé okobdl) pontosan harmat fog bevédlasztani, legyenek ezek (mondjuk)

gc, gd, he. (1 pont)
Ezzel meg is kaptuk a minimadlis feszit6fat. (1 pont)
Kovetkezé 1épésként a minimélis feszitofa éleit megduplazzuk, (2 pont)
majd megkeressiik a kapott graf egy Euler-korsétajat. (1 pont)
Példaul g,a,qg,b,9,d,g,c, h,e, h, f, h,c,g megfelel a célnak, de persze szamos masik Euler-korséta is
megadhatd. (2 pont)
Ezen végigmenve ugy, hogy az ismétlddo csticsokat tartalmazé szakaszokat egy éllel levagjuk, (1 pont)
a g,a,b,d c h,e, f,g Hamilton-kort kapjuk, ez a kimenet. (2 pont)
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Az 5. feladat megoldéasa. a) Ilyenkor lehetséges, hogy az élsilyozéas metrikus, (0 pont)
megadunk egy alkalmas példat: legyenek a graf csucsai z,y, aq,as, ..., as, legyen aq,as,...,as € T,
legyen tovabba az xy, xai, ras, xas, ras és az yas,yag, yar,yas élek silya 1, az 6sszes tobbi él silya
pedig 2. (3 pont)
Mivel barmely két él oOsszsilya legalabb 2 és barmely él silya legfeljebb 2, ez a sulyozas teljesiti a
haromszog-egyenlétlenséget, igy valoban metrikus. (3 pont)
Az 1 sulya élek feszitofat alkotnak, ami 9 silyt Steiner-fa. Konnyen lathatd, hogy barmely maés
Steiner-fa (nincs tul sok) stlya ennél nagyobb, igy az optimélis Steiner-fa csakugyan 10 csu-
cst. (3 pont)

Természetesen rengeteg mas jo példa is adhat6. Az utolsé 3 pontért leirandé indoklés elvart részle-
tessége attol fiigg, hogy mennyire konnyen atlathato a silyozas.

b) Metrikus élsulyozas esetén a tanult algoritmus a termindlok halmazan keres minimalis 6sszstilyi
feszitofat és ezt adja kimenetként, igy a kapott Steiner-fa nem lehet 10 csticsu. (3 pont)

Elfogadhat6 az is, ha valaki agy véli, hogy nem sziikséges a bemenet metrikussagat vizsgalni, ehe-
lyett azonnal metrizélja a bemenetként kapott grafot. Ekkor el6fordulhat, hogy a kimenetként kapott
Steiner-fa 10 csticst, ha bizonyos termindlok kozti legrovidebb 1t gyanant nem a koztiik 1éve élet,
hanem egy Steiner-pontot tartalmazé utat taldlunk meg (aminek a hossza persze azonos az él si-
lydval). Ez a megéllapitds 6nmagéban csak 1 pontot ér, a teljes 3 ponthoz az is sziikséges, hogy
megadjunk egy alkalmas bemenetet és megindokoljuk, hogy az miért lesz valéban j6 (azt nem kell
megindokolni, hogy a metrizalas soran kapott legrovidebb utak koziil miért lehetséges épp a kivantat
megkapni). Ilyen bemenet példdaul az, ahol a csticsok x,y, aq,as, ..., as, a termindlok ay, as, ..., as,
az raj,ras,yas, yas €lek sulya 1, minden mas él sulya 2.



