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1. A G = (A, B; E) teljes paros graf két pontosztilya legyen A = {ay, a9, as,as} és
B = {b1,b2,b3,b4}. Az a;-t a bj-vel 6sszekoto €l silya legyen az aldbbi matrix i-edik so-
ranak és j-edik oszlopanak keresztezodésében all6 elem (minden 1 < i,j < 4 esetén).
Futtassuk G-re a maximalis 6sszsilyu teljes parositas keresésére tanult Egervary-
algoritmust és adjuk meg az eredményként kapott maximalis 0sszsilyu teljes parosi-
tast.

7T 7 5 4
7 4 8 6
5 8 6 3
4 6 3 1

(A feladat tehat nem csak egy maximalis 6sszstlyu teljes parositds meghatarozasa,
hanem az algoritmus futdsanak a dokumentalasa a kozben keletkez6 minden adat
megadasdval.)

2. Van-e az alabbi linearis egyenletrendszernek olyan megoldasa, amiben az xq, xs
és x3 valtozok értéke nemnegativ? (Az x4 valtozo értéke tehat tetszoleges valds szam
lehet, csak az els6 harom valtozé nemnegativitasa van kikotve.)

4y 4+ 229 + 1323+ 924 = 1
3r1+x9+ 1003 + Ty =1

3. a) Irjuk fel az aldbbi linedris programozasi feladat dudlisat. (A feliras hasonlé
alak legyen, mint a primal feladat felirdsa, vagyis ne matrixos alakot hasznaljunk.)

b) Dontsiik el, hogy a (primél) feladat célfiiggvénye feliilrél korlatos-e a megoldéds-
halmazan és ha igen, hatarozzuk meg a feladat maximumértékét.

max{7z + 6z + x3}

ha

T+ L9 — 4333 S 2

3.1'1 + 3%2 + 21‘3 < 5

5$1 + 6%‘2 + 7:133 S 2

s Z 0
4. Egy hat csicst teljes graf csticsaia 0, 1, 2, 3,4, 5 szamok, az {i, j} él stlya 6 — |i — j|
(minden 0 < 4,7 < 5,9 # j esetén). Hajtsuk végre és dokumentaljuk a Steiner-fa
problémara adott approximéaciés algoritmust a grafra 7= {0, 1,3} mellett.

5. Adjunk meg olyan 6 cstcsu, 8 élii egyszerti G grafot, mely éles példa a maximalis
paros részgraf problémara adott mindkét approximacios algoritmushoz. Allitasunkat
természetesen bizonyitsuk is.

A feladatok megolddsahoz segédeszkoz nem hasznédlhato. A rendelkezésre all6 munkaid6 90 perc. Min-
den feladat 12 pontot ér. Az aldirashoz sziikséges minimalis pontszam 24. Elégséges megajanlott
jegyhez legalabb 33, kézepeshez 42, johoz 51 pontot kell elérni. Kérjiik, hogy minden feladat kiilon
lapra keriiljon. A lapok tetején jol lathatéan legyen feltiintetve a név, a Neptun-kéd és a feladat
sorszama.



Rendszeroptimalizalas
Zarthelyi feladatok — pontozasi ttmutato
2022. majus 4.

Altaldnos alapelvek.

A pontozasi utmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megolddsdnak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsol6dd
gondolat egy attekintheto, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy példdul az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa
nélkil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valoban
szerephez jut).

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy
feladatra tobb, egymastdl lényegesen kiilonb6zo megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhato
pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithetd, akkor
a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott
van helyes és (Iényeges) hibéat tartalmazo is, tovdabba a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldd
melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is,
ha ez a pontszam 0).

Az utmutatéban szereplo részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatdok. Az utmutatoban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximélis pontot ér.

Az 1. feladat megoldasa. Az algoritmus futtatisat az inicializalassal kezdjiik: a kezdeti péarositas
M = (), a kezdeti cimkézésben pedig a B-beli csticsok cimkéje 0, az A-belieké pedig a rajuk illeszkedd
élek sulyanak maximuma:

v . ap Qg az ag b1 bg bg b4

cw) : 7 8 8 6 00 0 0

(1 pont)

Most meghatérozzuk a c-re nézve szoros élek grafjat (vagyis azokat az e = {a,b} éleket, amikre
w(e) = c(a)+¢(b)); lasd az alabbi, bal oldali dbrat. Majd a szoros élek grafjaban maximaélis parositést
keresiink (a javitoutas algoritmussal). A kapott M harom éld, ldsd (példaul) az aldbbi, bal oldali
abran vastagitott éleket. (1 pont)

a, a, a, a, a, a, a, a,
W %
b, b, b, b, b, b, b, b,
Ratérink a cimkézés médositasara. A parositatlan A-beli, illetve B-beli csticsok halmaza A; = {a4}
és By = {by}. Alterndl6 tton csak a by és ag csuicsok érhetdk el, ezért ezek kozill az A-beliek, illetve
B-beliek halmaza A = {as}, illetve By = {by}. gy a maradék (alterndlé tton el nem érhetd, de
péarositott) A, illetve B-beliek halmaza A3 = {a1, as}, illetve By = {by, b3}. (1 pont)
Az algoritmus miikodési szabélya szerint az A; U Ay = {as,as} és a By U By = {by, b3, by} halmazok
halmazok kozti élek mindegyikére ki kell szdmitani a c(a) + c¢(b) — w(e) ,folosleget”, majd ezek mini-
mumat kell venni. Itt az as-bdl induld (és By U Bs-ba mend) élek foloslegei rendre 3, 2 és 5, az as-bél
indul6 élek foloslegei pedig 2, 3 és 5. Ezeknek a minimuma tehat § = 2. (1 pont)

Ezek utan a moédositott cimkézés meghatarozasahoz A; U A, elemein d-val csokkenteni, B, elemein
pedig d-val novelni kell a jelenlegi cimkézést. Igy a kovetkezot kapjuk:



(% . ap Qg az aq bl bg b3 b4

cw) : 7 8 6 4 0 2 0 0

(1 pont)

Ezzel az algoritmus egy teljes ciklusat végrehajtottuk, ismét a (mar médositott c-hez tartozd) szoros
élek meghatarozasaval folytatjuk. A korabbi szoros részgrafhoz képest harom valtozas torténik: egy-

részt {ay, ba} megsziinik szorosnak lenni, (1 pont)
masrészt {as, bs} és {aq,b1} 04j szoros élek (lasd az fenti, jobb oldali abrat). (1 pont)

(Ezek a véltozasok egyrészt a cimkézésbél és a megadott élstlyokbdl kozvetleniil is kiolvashatok, de
a fentiekbdl is kovetkezik: {a1, by} volt az egyetlen Az és By kozotti él, a § meghatarozasakor pedig a
minimum az {as, b} és {a4, by} éleken vétetett fol.)

Az j szoros részgrafban a javitoutas algoritmus nem taldl javitéutat (hiszen by-re nem illeszkedik él),
igy most nem valtozik az M parositas és a parositatlan csticsok halmaza sem: Ay = {ays} és By = {b4}.
Viszont most mar minden maés cstcs elérhet6 alternalo tton (hiszen ay — by —ay és ay — by —ag —bs —as

is alternal6 utak), igy Ay = {aq,as, a3} és By = {by, by, b3} (valamint A3 = B3 = (). (1 pont)
Ezért 6 meghatarozasahoz most az Ay U As = A és a By U By = {bs} halmazok halmazok kozti élek
foloslegeit vizsgaljuk: 3, 2, 3, 3. Igy ismét § = 2. (1 pont)

A cimkézés Gjboli médositdsdhoz pedig az A; U Ay = A halmazon csokkentiink d-val, By = {b1, b, b3}
elemein pedig noveltiink d-val:

(% . a1 a2 az a4 bl bg bg b4

cv) 5 6 4 2 2 4 20

(1 pont)

A szoros részgrafban most csak egyetlen véltozas torténik: {aq, by} szorossa véltozik (ldsd az alabbi,
bal oldali abrat). (1 pont)

a, a, a, a, a, a, a, a,
b, b, b, b, b, b, b, b,
fgy viszont a javitéutas algoritmus mar talal javitoutat: ay — by — ag — bg — as — by. Ementén javitva

(vagyis a parositott és parositatlan élek szerepét felcserélve) a fenti, jobb oldali dbran lathaté M
parositast kapjuk. Mivel ez mar teljes parositéds, ezért az algoritmus itt megdll. (1 pont)

A 2. feladat megoldasa. A rendszer Ax < b alakba irhaté, ahol

4 2 13 9 1
-4 -2 =13 =9 —1
3 1 10 7 1
A= -3 -1 -—-10 -7 és b= —1 |. (2 pont)
—1 0 0 0 0
0 -1 0 0 0
0 0 —1 0 0

A Farkas-lemma értelmében ez a rendszer akkor és csak akkor megoldhatd, ha nem létezik olyan
v = (y1,Y2, Y3, Y4, Ys, Y, Y7) sorvektor, amelyre yA =0, y > 0 és yb < 0. (1 pont)
Ezt részletesen kiirva a kovetkezo feltételeket kapjuk:

(1 Ayr — dyz + 3ys — 3ya — Y5 = 0
2 21 —2Y2+ys —Ys — Yo = 0
13y1 — 13y2 + 1Oy3 — 10y4 — Y7 = 0

)

|

) 91 — Yy + Tys — Ty, =0 (2 pont)
)

) %

3
4
) y1—Y2t+ys—ys <0
2073/220;3132073/42073/5207%2071/720
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A tanult, egyszerii atalakitasokkal a fenti rendszer jéval egyszeriibb alakra hozhato: egyrészt vezessiik
be az y12 = y1 — Y2 és ysa = Y3 — ys valtozokat, masrészt alakitsuk az (1), (2) és (3) egyenleteket
egyenlOtlenséggé az ys, yg és y; valtozok elhagyasaval:

(1) 4y12 +3y34 >0

(2) 2y12 + Y34 > 0

(3) 13y12 + 10yss >0 (2 pont)
(4) Yo+ Tysa =0
(5) Y12 + Y34 <0

(Valéban, egyrészt az yi2 és ysq valtozok tetszéleges valds értéket felvehetnek, mert minden valds szam
felirhaté két nemnegativ szam kiilonbségeként. Masrészt ys, yg €s y7 ,,szerepe” abban meriilt ki, hogy
az egyenl6tlenséggé alakitott (1), (2) és (3) feltételek bal oldalabdl egy nemnegativ szamot kivonva
nulldt kaphatunk — ami épp ezeknek az egyenl6tlenségeknek a fennallasat jelenti.) (0 pont)
(4)-bél: ygq = —%ylg. Legyen ezért y;o = Ta valamilyen o € R értékre; ebbdl tehat yz4 = —9a.(1 pont)
Ezeket az (1), (2), (3) és (5) feltételekbe helyettesitve:

(1) 28a¢—27Ta=a>0

(2) lda—9%a=5a>0

(3) 9la—90a=a>0 (1 pont)

(5) Ta —9%a = —-2a<0
Ezek a feltételek egytittesen tehat barmilyen a > 0 értékre fennallnak. (1 pont)
gy példaul az y1o = 7, ysa = —9 valasztdssal a fenti rendszer megoldéséat kapjuk. Ez tehdt bizonyitja,
hogy az yA = 0, y > 0, yb < 0 rendszer megoldhaté és igy az egyenletrendszernek nem létezik olyan
megoldasa, amiben az els6 harom valtozé értéke nemnegativ. (2 pont)
Az yA =0, y > 0, yb < 0 rendszernek tehat megoldasa példaul az y = (7,0,0,9,1,5,1) vektor,
amit az y;o = 7 és y3y = —9 értékekbol a fenti atalakitasok visszaforditasaval kaphatunk; egy ilyen

y kozvetlen megaddsa azonban nem sziikséges egy teljes értékii megolddshoz. A fenti megoldas (az
el6addson latotthoz hasonlbéan) leirhaté azon az elemi médon is, hogy ha a feladatbeli elsé egyenlet
T-szeresébol kivonjuk a masodik 9-szeresét, akkor az x1+5x2 423 = —2 egyenletet kapjuk, ami nyilvan
nem megoldhaté az 1, xo, x3 > 0 feltételek mellett; igy az eredeti rendszer sem megoldhaté ezekkel a
feltételekkel. Természetesen a megoldas ebben a formaban leirva is teljes értékii.

A 3. feladat megoldédsa. a) A megadott linedris program max{cz : Az < b} alaki, ahol

1 1 -4 2
3 3 2 5
5 6 7 2 (2 pont)
0 0 -1 0
c= ( 7 6 1 )

A dudlist a tanult min{yb : yA = ¢,y > 0} alakban irhatjuk. Ezt részletezve:
min{2y; + 5ys + 2ys}
ha
Y1+ 3y2 +5ys =7
Y1+ 3y2 + 6y; =6
—dy1 + 2y + Tys —ya = 1
Y1 20,922 0,y3 2 0,y4 2 0

(4 pont)

A duadlis felirasaért jaré 4 pontb6l minden lényeges elvi hiba (igy példdul egyenletek helyett egyenlét-
lenségek szerepeltetése, a nemnegativitasi feltételek elmaradasa, a célfiiggvény hianya vagy minimali-
zélas helyett maximalizalds el6irdsa) 3 pont levondst jelentsen.

b) A primél feladat rendszere megoldhaté: példaul x; = x5 = 3 = 0 megoldas. (0 pont)
Igy a tanultak szerint a primal feladat célfiggvényének a feliilrél korlatossaga ekvivalens yA = c,
y > 0, vagyis a dudlis rendszerének a megoldhatosagaval. (1 pont

)
A duadlis rendszerének mésodik egyenletébél az elsét kivonva: y3 = —1. ( )
Mivel ez ellentmond az y3 > 0 feltételnek, ezért a dualis rendszere nem megoldhaté. (3 pont)
Igy a fentiek szerint a primdl feladat célfiiggvénye nem feliilrél korldtos a megolddshalmazan.(1 pont)



A 4. feladat megoldédsa. A bemenet nem metrikus, mert pl. a {0,1} él silya 5, mig a {0,5} és
{5, 1} élek sulyoszege csak 3. (1 pont)
Az els6 1épéstink tehat a metrizalas kell legyen. (1 pont)
Az els6 2 pontot adjuk meg annak is, aki nem vizsgalja, hogy metrikus-e a bemenet, hanem automati-
kusan a metrizaldssal kezdi az algoritmust (ez ugyanis semmiképp sem lehet hiba, legfeljebb folosleges)
feltéve, hogy az nagyjabodl helyes.

Ehhez meg kell keresniink az 6sszes pontparra a par tagjai kozti legrovidebb utak hosszat, (1 pont)
de ebbdl valojaban csak a T-beli csticsok kozti legrovidebb uthosszakra lesz sziikség. (1 pont)
(Ha valaki kiszdmolja az Osszes péarra a legrovidebb utak hosszait (helyesen), az természetesen nem
hiba, jar ra az el6z6 2 pont.)

A kérdéses uthosszak a 0,1 par esetén 3, a 0,3 par esetén szintén 3, az 1,3 par esetén 4 (az utébbi
kett6 azonos a csucsok kozti él sulyaval). (1 pont)
A metrizalds utdn ezek lesznek a kérdéses élek sulyai, (1 pont)
igy az algoritmus kévetkez6 1épésében, amikor a T altal feszitett részgrafban minimalis Osszsilyu fe-
szitéfat keresiink, a két 3 sulyu élet kell kivdlasztanunk, vagyis a {0, 1}-et és a {0, 3}-at. (1 pont)
Most az ezen élekhez tartozé legrovidebb utakat kell megkeresniink az eredeti grafban, ezek 0 —5 —1

és 0 — 3, (2 pont)
végil ezen utak éleinek uniéjaban (1 pont)
kell egy minimdlis 6sszsulyu feszit6fat keresntink, (1 pont)
ami persze a {0,5},{5,1},{0,3} élekbél all, ez lesz a kimenet. (1 pont)

Az utolsé elétti pont akkor jar, ha a megold6 tisztaban van vele, hogy a kapott élhalmaz egy (mini-
malis) feszit6fdjat kell megadni (nem pedig magét az élhalmazt). A legrovidebb utak és a minimélis
osszsilyu feszit6fa meghatarozasakor elvileg megfelels algoritmusokat (pl. Dijkstra és Kruskal) kéne
hasznalni, de a kis méret miatt ezek most ranézésre is meghatdarozhaték. Szamoldsi hibaért darabon-
ként 1 pontot vonjunk le, de ha a szamolasi hiba a legrévidebb utak meghatarozasanal a szamunkra
érdektelen (vagyis nem T &ltal feszitett) élek silyaival kapcsolatos, akkor nem kell érte pontot levonni.
Gy6z6djink meg ugyanakkor arrél, hogy valéban csak szamolasi és nem elvi hibarél van sz6.

Az 5. feladat megoldasa. Az oran latottak szerint éles példa csak paros graf lehet. 6 csicsi, 8
¢l, egyszerli paros graf pedig csak kettd létezik: Ky4 és a Ks3-bol egy €l torlésével kapott graf.
Az ut6ébbi nem lesz jo, mert (szintén az éran latottak szerint) a graf minden fokdnak parosnak kell
lennie. Ezekre a megéllapitdsokra persze nem feltétlen van sziikség egy teljes megoldashoz, ezért
pontokat nem rendeliink hozza, de ha valaki nem kap maximalis pontszamot a feladatra, akkor a
fenti megéllapitasokért kaphat pontokat (melyekkel a maximélis pontot természetesen nem lépheti
at): mindharom allitasért adhatunk 1-1 pontot.

A (6 csticst és 8 éll) Ky teljes paros graf éles példa lesz mind a két algoritmushoz. (1 pont)
Mivel K54 paros graf, az optimum értéke az élszam. (1 pont)
Elképzelheto, hogy a masodik algoritmus futtatasakor az els6ként és a masodikként elhelyezendo
csucs is a kételemti osztalybdl vald (1 pont)
és az is, hogy az egyikiiket A-ba, masikukat B-be rakjuk, hiszen nincs koztiik él. (2 pont)

A maradék cstcsok elhelyezésekor azoknak mindig egy A-beli és egy B-beli szomszédja lesz, igy
barmelyik osztalyba kertilhetnek és a bel6likk kiindulé éleknek (ami persze az Gsszes él) éppen a fele

fog A és B kozott futni, (2 pont)
igy Ky 4 éles példa a mésodik algoritmushoz. (1 pont)
Ahhoz, hogy belassuk, hogy K4 az elso algoritmushoz is éles példa, kezdjik a futtatast a masodik
algoritmus iménti futtatdasa soran kapott kettéosztassal. (2 pont)

Ebben minden csiicsbél ugyanannyi él megy keresztbe, mint beltilre, igy az (els6) algoritmus azonnal
le is all és ugyanazt a kimenetet adja, mint a masodik algoritmus. (2 pont)



