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Zarthelyi feladatok
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max{9z; + 4y}

1. a) Oldjuk meg a jobbra lathato linearis programozaési feladatot. ha

b) Valtoztassuk meg a feladat célfiggvényét igy: 21 + 29 < 16
max{t-x; +4xy}. A t valés paraméter mely értékeire telje- 21 + 329 < 93
sil, hogy az 1 = 2, 9 = 7 valasztassal a feladat egy optimalis 2y <7 N
(vagyis a célfiiggvényt maximalizdld) megoldasat kapjuk? 2 N 0,29 > 0

2. a) Irjuk fel a jobbra l4thaté linedris programozasi
feladat dudlisat. (A felirds hasonlé alaki legyen, mint max{2z; — 223}

a primal feladat felirasa, vagyis ne matrixos alakot ha
hasznéljunk.) 3r1 — 3x9 +4x3+ 24 =3
T —To+ w3 +a4 >1

b) Dontsiik el, hogy a (primdl) feladat célfiigg-
X1 Z O7x2 2 O,ZE3 Z 07174 Z 0

vénye feliilr6l korlatos-e a megoldashalmazan és ha
igen, hatarozzuk meg a feladat maximumértékét.

3. Futtassuk le és dokumentaljuk a részosszeg probléma kozelitésére szolgald teljesen
polinomidlis approximéaciés sémat a 2,3,5,9,10, t = 21 bemenetre, € = 1 mellett.

4. Egy probléma bemenete pozitiv egész szamok egy n, aq, as, ..., a, sorozata. Dontsiik
el, hogy egy, a problémara adott “+92t==El 1épésszami algoritmus polinomidlis-e.

5. Legyen az utazoiigynok probléma egy bemenete az alabbi 6 csicsu teljes graf, ahol a
folytonos élek 4, a szaggatott élek 1 silyuak.

a) Mutassuk meg, hogy ez az élstlyozas metrikus.

b) Igaz-e, hogy ezen a bemeneten a Christofides-algoritmus barmely futtatdsa soran
optimalis megoldast kapunk?

A feladatok megoldasdhoz segédeszkoz nem hasznalhatd. A rendelkezésre all6 munkaid6 90 perc. Minden
feladat 12 pontot ér. Az alairashoz sziikséges minimalis pontszam 24. Elégséges megajanlott jegyhez leg-
alabb 33, kozepeshez 42, johoz 51 pontot kell elérni. Kérjiik, hogy minden feladat kiilon lapra keriiljon.
A lapok tetején jol lathatéan legyen feltiintetve a név, a Neptun-kdéd és a feladat sorszama.



A zarthelyi feladatok megoldasa

Az 1. feladat megoldasa. a) A feladat megoldashalmazat koordindtarendszerben abrazoljuk. Az elso,
masodik, illetve harmadik egyenl6tlenség megoldashalmaza sorra a kék, zold, illetve barna egyenes alatti
félsikok. Ezeknek, illetve a nemnegativitasi feltételekbol fakado elso siknegyednek a metszete a megoldés-
halmaz, amit az abran a sziirkével jelolt sikidom abréazol.

X2
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A

(2 pont)

2 ‘e 23 %1
Azok a pontok, amelyeken a celfuggveny a (tetszolegesen rogzitett) p értéket veszi fel, a 9x; —|— dryg = p

egyenest alkotjak. Atrendezve: zo = B fxl fgy az egyenes meredeksége (p-t6l fuggetlenul) . Példaul

a p = 60 értékre az egyenest az abran pir Obbdl abréazoltuk. (2 pont)
p novelésére a piros egyenes ,6nmagaval parhuzamosan” felfelé csiszik (mert a meredeksége véaltozatlan).
A kérdés az, hogy p-nek mi az a legnagyobb értéke, amelyre még metszi a megoldashalmazt. (1 pont)

Mivel a piros egyenes meredeksége mindig —% és gy kisebb (—2)-nél, a kék egyenes meredekségénél, ezért
ez arra a p-re kovetkezik be, amelyre a piros egyenes dthalad a kék egyenes és az x1-tengely metszéspontjan,

vagyis a (8;0) ponton. (2 pont)
A célfiiggvény tehat az x1 = 8, x9 = 0 értékekre veszi fel a maximumat, a maximumérték pedig
p=9-8+4-0=72. (1 pont)

(Azt a tényt, hogy az optimumhely valéban az (8;0) pont indokolhatjuk azt a szemlélet alapjan nyilvan-
vald tényt felhasznalva is, hogy a célfiiggvény optimuma biztosan felvétetik a megoldashalmaz valamelyik
csucsan. Ezeket meghatédrozva: (8;0), (5;6), (2;7), (0;7), (0;0). Ezeken kiszamitva a célfiggvény értékét
sorra a 72, 69, 32, 28, 0 értékeket kapjuk, amelyek koziil valoban a 72 a legnagyobb.)

b) Az a) rész gondolatmenetét kovetjiikk. Mivel a (2;7) pont a zold és a barna egyenesek metszéspontja,
ezért ez akkor lesz maximumbhely, ha a t - 1 + 425 = p egyenletii piros egyenes meredeksége a zold és a
barna egyenesek meredeksége kozott van. (2 pont)
A t- x4 4xy = p egyenletii piros egveneb meredeksége —+, mig a zold és a barna egyenesek meredeksége

%, illetve 0. Ezekbdl tehat a —l < - § 0 feltételek adodnak, amikbol 0 <t < ;1. A (2;7) pont tehét a
0<t< % paraméter értékekre maximalizélja a célfiiggvényt. (2 pont)
(Ennél tobb szamolassal a b) kérdés is megvalaszolhaté a megolddshalmaz cstcsainak végigvizsgalasan
alapul6 gondolatmenettel.)

A 2. feladat megoldasa. a) A megadott linedris programban a véltozok nemnegativitisa is szerepel a
feltételek kozott, ezért érdemes azt max{cx : Ax < b,z > 0} alaktinak tekinteni, ahol

3 -3 4 1 3
A= -3 3 -4 1|, b= -3 [,

-1 1 -1 -1 ~1 (2 pont)
c= (2 =2 0 0).

(Amint lathato, a feltételek kozott szerepld egyenletet helyettesitettiik az 3x; — 3xe + 4xg + 24 < 3 és a
—3x1+3xs—4xs—xs < —3 egyenlotlenségekkel, illetve az utana kovetkezo egyenlotlenséget is megszoroztuk

(—1)-gyel.)
Most a dudlist a tanult min{yb : yA > ¢,y > 0} alakban irhatjuk. Ezt részletezve:



min{3yl — 3y — 93}

ha
3y1 —3yY2 — Yz = 2
=31+ 3y2 +ys = —2 (4 pont)

dy1 —4y2 —y3 > 0

Y1—Y%—Yys >0

1> 0,y2 2 0,y3 > 0
A dudlis feliraséért jaré 4 pontbdél minden lényeges elvi hiba (igy példaul egyenlétlenségek helyett egyenle-
tek szerepeltetése, a nemnegativitasi feltételek elmaradasa, a célfiiggvény hianya vagy minimalizalas helyett
maximalizalas el6irdsa) 3 pont levonést jelentsen.

b) A primél feladat rendszere megoldhat6, példaul az x; = 1, 9 = x3 = x4 = 0 valasztassal.

A duélis feladat rendszere is megoldhaté, példaul az y, = %, Yo = ys3 = 0 valasztassal. A dualis meg-
oldhatésagabdl pedig a tanultak szerint kovetkezik, hogy a primél feladat célfiiggvénye feliilrol korlatos a
megoldashalmazan. (2 pont)
A duadlis feladat els6 két egyenlGtlensége egyiitt az 3y; — 3ys — y3 = 2 egyenletet adja. Mivel ennek a bal
oldala épp a dudlis célfiiggvénye, ezért a dualis feladat minden megoldasahoz a 2 célfiggvényérték tartozik.

Igy a dudlis feladat minimumértéke 2. (2 pont)
Ebbdl pedig a dualitastétel szerint kovetkezik, hogy a primal feladat maximumeértéke is 2. (2 pont)
Megjegyzések:

1. A primal feladatot felfoghatjuk max{cz : Az < b} alaktnak is és erre hasznalhatjuk a dudlis eredeti
definici6 szerinti alakjat, vagyis a min{yb : yA = ¢,y > 0} alakot. Ekkor a valtozék nemnegativitdsat el6ird
négy egyenlotlenség is az Ax < b rendszer része, vagyis A-nak és b-nek 7 sora van. Ennek megfelel6en a
dualis egy 7 valtozds linearis program — amely azonban az el6adason tanultak szerint ekvivalens a fent
kapottal.

2. Bar erre a feladat megolddsahoz nincs sziikség, a dudlis programot egyszeriibb, ekvivalens alakba
is irhatjuk. Ehhez az elsé két egyenl6tlenség egyenlettel valo (fentebb mar emlitett) helyettesitésén tul
az eléadason latott modszert hasznalhatjuk: a primal feladat egyenletébdl fakadod y; és yo dudlis valtozok
helyett bevezethetjiik az y1o := y; — yo valtozot, amivel a dudlis az alabbi alakra egyszertisodik:

min{3y12 - ys}
ha

Y12 — Y3 = 2
4y —ys >0

Y12 —y3 >0
ys > 0

(Itt az y12 valtozéra semmilyen eléjel megkotést nem tesziink, az barmilyen valds értéket felvehet. Valoban:
mivel két nemnegativ valos szam kiilonbségeként barmilyen valds szam eloallhat, igy az eredetivel ekvivalens
feladatot kapunk.)

3. A feladat b) része megoldhaté elemi eszkozokkel, a dudlisra valé hivatkozas nélkiil is. A primal
feladat egyenletét %—dal szorozva: 2x1 — 2T9 + %zg + §$4 = 2. Ebbol 23 > 0, x4 > 0 miatt 2z; — 229 < 2
kovetkezik, igy a primal feladat célfiiggvénye feliilrél korlatos, a 2 egy fels6 korlatja. Masrészt mivel az
x1 =1, x9 = v3 = x4 = 0 primél megoldashoz tartozo célfliggvényérték éppen 2, ezért ez a felsé korlat el
is érhet8. Igy a primél feladat maximumértéke 2.

A 3. feladat megoldasa. Az algoritmus futtatdsa sordn keletkezd listak:
Ly ={0,2}, L] ={3,5}, L, = {0,2,3,5}, L, = {5,7,8,10}, L3 = {0, 2, 3,5,7,8,10},

Ly =49,11,12,14,16,17,19}, Ly = {0, 2, 3,5,7,8,9, 10,4, 12,14, 16,47, 19}
(a 11,17 értékek a ritkitaskor torlédtek, de a 12 érték nem, hiszen a 11-et toroltik),

L, = {10,12,13, 15,17, 18, 19, 20},
(a t = 21-nél nagyobb értékeket nem vessziik be),

Ls ={0,2,3,5,7,8,9,10,12,13, 14, 15,16, 17, 18, 19, 20}.



Ls-6t mar nem kell ritkitani, a kimenet a 20 lesz. Nem hiba, ha valaki a ¢-nél nagyobb elemeket a vesszos
listdba beveszi és csak Gsszefésiilés utan torli, illetve ha az utolsé listaban is ritkit (helyesen).

Jo listak, ritkitds nélkiil: (3 pont)
0=0,1: (1 pont)
t folottiek levagasa: (1 pont)
Ritkitds: mit jelent: (1 pont)
minden (nem vesszds!) listat kell ritkitani: (2 pont)
épp a 1l-et és a 17-et kell kiritkitani és a 12-t nem: (3 pont)
Végeredmény az utolsé lista max. eleme: (1 pont)

Szamolasi hibakért (darabonként) 1 pontot vonjunk le.

A 4. feladat megoldéasa. A bemenet mérete (a felsGegészrészek hanyagoldsaval) k = log, n + log, a3 +

logy as + ... + log, ay, (2 pont)
k fuggvényében kell vizsgalnunk a kérdéses L 1épésszam polinomialitasat. 2 pont)
Az a; pozitiv egészekre semmilyen kikotés nincs, igy elképzelhetd (példaul), hogy a3 = as = ... = a,, = 2™.

( )

Ekkor k =log,n 4+ n(n + 1), ( )
a lépésszam pedig L = 2". ( )
Mivel k = logyn + n(n + 1) < 2n?, (1 pont)
L> V2 ( )
vagyis a lépésszam nem polinomiélis, ( )
)

hiszen nem léteznek olyan ¢, ¢o konstansok, melyekre 2V*/2 < ¢,k minden k esetén teljesiilne. (1 pont

k és \/k/2— cylog, k végtelenhez tart, ha k végtelenhez

(Ez utébbi 4llitds azért igaz, mert ¢k = ¢;2¢21082
tart, de ezen indoklas hidnyaért ne vonjunk le pontot.)

Aki azzal érvel (szamitasok nélkiil), hogy az a;-k atlaga exponencidlis lesz a méretiik Gsszegében, az az
utolsé 8 ponthdl 3-at kapjon, ha ezen kiviil az n jelenlétébol adodé problémaval is foglalkozik, akkor pedig

5-0t.

Az 5. feladat megoldésa. a) Definicié szerint azt kell ellendrizniink, hogy barmely a, b, ¢ csiics esetén
teljesiil, hogy (s(e)-vel jelolve az e és sulyat) s(ac) < s(ab) + s(bc). Mivel csak kétféle sily van és ebbél a
4 a nagyobbik, csak azt kell ellendrizniink, hogy ha az ac él stlya 4, akkor ab as bc kozil valamelyiknek
szintén 4 a stlya, (1 pont)
ez pedig teljesiil, mert az 1 sulyu élek két diszjunkt (3-3 csticsu) teljes grafot alkotnak. (1 pont)
b) Mivel csak 1 és 4 stlyt élek vannak és az 1 sulyu élek két diszjunkt haromszoget alkotnak, az optimalis
Hamilton-kor négy 1 sulyu és két 4 sulyu élet tartalmaz, az Osszsulya igy 12. Az algoritmus elOszor egy
minimalis 6sszsulyu F' feszitofat keres, ez esetiinkben négy 1 silyu élet és egy 4 sulyu élet tartalmaz, a

stulya tehat 8. (1 pont)
F paratlan foku cstcsainak szama kettd, négy, vagy hat lesz, attol fliggéen, hogy melyik minimalis feszitofat
taldlja meg az algoritmus. (1 pont)

Ez azért fontos, mert a kovetkezd lépésben ezen paratlan foki csicsok altal feszitett részgrafban kell egy
minimalis 0sszsulyu parositast keresni, majd a kapott parositast F' élhalmazahoz hozzavenni, az igy nyert

H grafban Euler-korsétat keresni, végiil azt Hamilton-korré vagni le. (1 pont)
Els6 eset: F-nek két paratlan foku csiicsa van. Ekkor H 6sszstlya legfeljebb 12. (1 pont)
Masodik eset: F-nek négy paratlan foku cstucsa van. Ekkor H Osszstlya legfeljebb 8 + 1 + 4 = 13, mert a
négy paratlan foku csics kozott kell legyen kettd, melyek kozt 1 sulyu él fut. (1 pont)

Harmadik eset: F-nek hat paratlan foku cstcsa van, vagyis a minimalis 6sszsily teljes parositast az eredeti
grafban kell keresni. Ekkor H 0Osszstlya legfeljebb 8 +1 4+ 1 + 4 = 14, mert G-ben nyilvan van 1 + 1 + 4

osszsulyn teljes péarositas. (1 pont)
Természetesen mindharom esetben teljesiil, hogy a levagasok utan kapott C' Hamilton-kor 6sszstlya nem
nagyobb H Osszsulyanal, igy C' Osszstlya legfeljebb 14. (2 pont)

Mivel C' hat élbdl all és ezek kozt csak 1 és 4 silytak vannak, ez csak gy lehetséges, ha a kérdéses suly
legfeljebb 4-14+2-4 = 12, hiszen harom 4 stly él jelenléte mar 15-6s Osszstlyt jelentene. Mindezek alapjan
tehat teljesiil, hogy az algoritmus tetszoleges futtatasa soran optimaélis megoldast kapunk. (2 pont)



