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1. a) Irjuk fel a jobbra lathaté linedris programozasi feladat

dualisat. (A felirds hasonl6 alaki legyen, mint a primal feladat max{z) + 2 + 23}
felirdsa, vagyis ne méatrixos alakot hasznaljunk.) ha

b) Dontstik el, hogy a (primal) feladat célfiiggvénye feliilrol T1— Ty + 26 = 3
korlatos-e a megoldashalmazan és ha igen, hatarozzuk meg a fel- —Ty— Ty — 1320
adat maximumértékét. (A megoldasban felhasznalhatjuk, hogy Ty + 25 — 76 < 1
a (primal) feladat rendszere megoldhatd, ezt bizonyitani tehat T3+ 24 — 5 < 2
nem kell.)

2. A G(A, B; E) teljes paros graf két szinosztalya legyen A = {ai,as,as, a4, a5} és
B = {b1,b2,b3,b4,b5}. Az a;-t a bj-vel Osszekotd él silya legyen az alabb, balra lat-
haté matrix i-edik sordanak és j-edik oszlopanak keresztezodésében &ll6 elem (minden
1 <i<51<j<5esetén).

a) Az x paraméter mely értékeire igaz, hogy az alabbi, jobb oldali tablazatban meg-
adott ¢ hozzarendelés cimkézés?

b) Adjunk meg egy maximélis Osszsulyu teljes parositast (és mutassuk is meg, hogy
maximalis).
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3. A jobbra lathat6 matrixban a * helyen all6 szam elmosodott, csak 12 03
azt lehet tudni, hogy negativ. Megallapithaté-e igy, hogy grafikus-e 5 0 —-12
az a matroid, amelyet a matrix a valos test felett meghataroz? * —2 =21

4. Az alabbi két graf altal meghatarozott matroidok Osszegérol kellene megallapitani,
hogy grafikus-e. Lehetséges-e ez, ha a masodik néhany élérdl ,lemaradt” a szamozas?
(Ha az 6sszegmatroidrol azt allitja, hogy grafikus, adja is meg graffal.)
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5. Futtassuk le és dokumentaljuk a Steiner-fa probléma alabb lathaté esetére az eloadason
tanult kozelitd algoritmust. A terminédlok halmaza T'= {B, D, E'}.
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6. Adjunk 2-approximaciés algoritmust tetszoleges grafok élszinezésére és mutassuk be
a futasat azon a grafon, melyet egy 5 hosszu korbol az élek megduplazasaval kapunk.



A zarthelyi feladatok megoldasai

Az 1. feladat megoldasa.
a) A megadott linedris program max{cz : Ax < b} alaki, ahol
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c= (1110 0 0).
Ekkor a dudlis min{yb : yA = ¢,y > 0} alaku, azaz:

min{—3y; — 6y2 + y3 + 2ya}

—ynty=1
Y2 +ys =1
Y2 +ys =1
y1+ys =0
ys—ys =0

—y1—ys =0

n 2079220793 207y420

b) I. megoldas. Vizsgdljuk meg a dudlis feladatot. Az y; > 0, ys > 0 és y; + ys = 0 feltételekbol
y1 = y4 = 0 adddik. Ekkor az 6todik egyenletbdl kovetkezik, hogy y3 = 0 a hatodikbél pedig, hogy y; = 0.
gy az els§ egyenlet szerint yo = 1 kell legyen és ezzel a vélasztdssal a méasodik és harmadik egyenlet
is teljesiil. Azaz a dudlisnak létezik megoldasa és ez a megoldas egyértelmii. Az ezen az egyetlen dudlis
megoldéason felvett célfiiggvényérték —6, igy ez egyben a dudlis feladat minimumértéke is.

Mivel a dudlisnak létezik megoldésa (és a primal feladat rendszere a feladat szovege szerint megoldhat6),
igy a tanult tétel szerint a primal célfiiggvénye feltlrdl korlatos a megoldashalmazan. Ebbdl a dualitastétel
miatt kovetkezik, hogy a primdl feladat maximuma megegyezik a dudlis minimumaval, vagyis (a fentiek
szerint) (—6)-tal.

II. megoldas. A primal masodik egyenlotlensége szerint x1 + xo + 3 < —6. Mivel 21 + 22 + z3 épp a
feladat célfiiggvénye, ezért ez nyilvan feliilrol korlatos a megoldashalmazan, hiszen a —6 felso korlatja.

Példéul az ©; = —6, x4 = —9, x5 = x3 = x5 = x¢ = 0 valasztassal a primal rendszerének olyan
megoldasat kapjuk (mert minden egyenlétlenséget kielégit), amin a primél célfiiggvényértéke —6. Mivel
fentebb megmutattuk, hogy a —6 egyben felsé korlatja is a primal célfiiggvényének, ezért ez a primal
megoldas optimalis és a primal feladat maximumértéke —6.

A 2. feladat megoldasa.

a) A ¢ pontosan akkor cimkézés, ha minden e = {a;, b;} élre w(e) < ¢(a;) + ¢(bj). Ez minden 1 <14 <5,
1 < j <4 esetben (vagyis a matrix elsé négy oszlopanak megfeleld élekre) teljestl is, mig a bs-re illeszkedd
(vagyis az utolsé oszlopnak megfeleld) élekre 6t egyenl6tlenséget kapunk z-re: © > 3, x >3, 2 > 2, x > 2,
x > 3. Ezek pontosan akkor teljesiilnek egyszerre, ha = > 3. Igy ¢ pontosan akkor cimkézés, ha = > 3.

b) A tanultak alapjan barmely cimkézés esetén az Gsszes cimke osszege felsd korlatot ad a maximélis
Osszsulyt teljes parositds Osszstlyara. Az a) feladatbeli cimkézésben a cimkék 6sszege az x = 3 esetben 26,
igy a maximalis 6sszsilyd parositds osszsilya legfoljebb 26.

Masrészt az (ay,bs), (ag,bs), (as,bs), (as,b2), (as,b1) élek teljes parositast alkotnak (hiszen minden
csicsot pontosan egyszer fednek le) és ennek az Osszsulya éppen 5+ 5+ 5+ 5 + 6 = 26. Ez tehdt egy
maximalis Osszsilyu teljes parositas.

(Ez a teljes pérositas kevés probalgatassal megtaldlhato, de ezt is felgyorsihatjuk a kévetkezé gondolat-
tal. Az Egervary-algoritmus kapcsan tanult lemma szerint, ha egy ¢ cimkézésre és egy M teljes parositasra
teljesiil, hogy minden M-beli e = {a;,b;} élre w(e) = c(a;) + ¢(b;), akkor M maximalis 6sszsilytd. Ha tehét
az a) feladatbeli ¢ cimkézést akarjuk egy M teljes parositds maximalitdsinak a bizonyitdséra hasznalni,
akkor csak ilyen éleket valogathatunk M-be. Természetesen az Egervary-algoritmust is hasznalhatjuk a
maximalis Osszstlyt teljes parositas meghatarozasara.)



A 3. feladat megoldasa. A matrixnak 4 oszlopa van, tehdt a matroid alaphalmaza 4 elemii. Az ekkora
halmazon a 2 rangt uniform matroid az egyetlen nem grafikus. Igy a métrix altal meghatdrozott matroid
akkor és csak akkor nem grafikus, ha a matrix barmelyik két oszlopa még linearisan fiiggetlen, de barme-
lyik hdrom oszlopa mar linedrisan sszefliggd. Az el6bbi biztos teljestl (mér a métrix elsé két sora dltal
meghatarozott 2 magas oszlopvektorokrol is latszik, hogy paronként fiiggetlenek). Ahhoz, hogy az utébbi
is teljesiiljon, kell, hogy a matrix rangja 2 legyen, tehat a harmadik sornak el6 kell allnia az elsé kettd
linedris kombinacidjaként. A (2,0, 3) és a (0, —1,2) sorokbdl csak gy lehet el6allitani a (—2, —2, 1) sort, ha
az elsot kivonjuk a masodik kétszeresébol. Ezt a linearis kombinaciét az eredeti hoszu sorokra végrehajtva
a * helyére 9 (tehat egy pozitiv szdm) keriilne. Tehdt pusztan abbdl, hogy a * helyen negativ szam van,
kovetkezik, hogy a matroid grafikus.

A 4. feladat megoldasa. Ha a jobboldali matroidban az 1-gyel parhuzamos él a 2, akkor az osszeghen
3, 4, 5 lesz az egyetlen kor. Ez grafikus matroid (egy haromszog és réla ,lelég” az 1 és 2 él). Ha az 1-gyel
parhuzamos él a 3, akkor az 6sszegben minden 4 elemti részhalmaz fiiggetlen lesz (ki kell probalni mind az
ot lehetséges esetet, pl. az {1,2,3,4} halmaz el6all {1,4} és {2,3} unidjaként). A teljes 5 elemil halmaz
persze Osszefiiggd lesz, tehat az osszeg grafikus (egyetlen 5 hosszi kor). Ha az 1-gyel parhuzamos él a 4,
az ugyanugy targyalhat6, mint az el6z8 eset (csak 3 és 4 szerepét kell felcserélni). Tehét az 6sszegmatroid
minden esetben grafikus lesz.

Az 5. feladat megoldasa. A megadott Steiner-fa probléma nem metrikus (mar csak azért sem, mert
a graf nem teljes, de egyébként sem teljesiil a metrikussag feltétele, pl. a BD él sulya 3, a BA és AD
élek Osszsulya viszont csak 2). A feladat megoldasat tehat metrizdldssal kezd kezdentink. Ehhez barmely
két csiicsra meg kell allapitanunk a cstcsok kozt vezetd legrovidebb tt hosszat, ez lesz a csticsok kozti 1]
élsuly. Ezt kovetGen a T-be tartozo cstucsok altal feszitett részgrafon kell minimalis Osszstilyu F' feszitofat
keresniink az 1j élsulyok szerint, végiil F' minden uv élét vissza kell cserélniink az eredeti graftban az u és
v kozt vezet6 (egyik) legrovidebb tutra és az igy kapott élhalmaz egy minimalis feszité6fajat megadnunk
kimenetként. Ezek alapjan elég a legrovidebb utakat a T' csticsai kozott kiszamitanunk: ez B és D kozott 2
hosszil (mert minden él legalabb 1 hosszt és az egy éli ut hossza 3), D és F koézott 3 hosszi (mert az egy
¢l 1t hossza 5, és két 1 hosszi élbél all6 ut nem vezet D és E kozott), B és E kozott 3 hosszi (az el6hoz
hasonléan, de most egy élii it nincs is). A minimdlis feszitéfa az 0j élsulyok szerint tehét tartalmazza a
BD élet és vagy a DE élet vagy a BE élet (tegyiik fel, hogy a DE élet valasztottuk). A BD élnek a
B — A — D ut felel meg, a DE élnek a D — A — E 1t, a feszit6fankhoz tartozé élek az eredeti grafban
tehat a BA, AD, AD, AE élek, ennek minimalis feszit6faja pedig a BA, AD, AE élek; ezek (és persze az
A, B, D, E cstcsok) alkotjék a kimenetként megadand6 Steiner-fat.

A 6. feladat megoldasa. Szinezziik az éleket pozitiv egész szamokkal, egymas utan egyesével oly modon,
hogy minden e élhez azt a szamot rendeljiik, amely a legkisebb azok koziil, melyek nincsenek hozzarendelve
egyetlen e-hez csatlakozé élhez sem. Ez a szinezés legfeljebb 2A — 1 szint haszndl (ahol A a graf maximalis
foka), mivel minden élhez legfeljebb 2A — 2 masik él csatlakozhat. Mivel az élkromatikus szam legalabb
A, az igy megadott algoritmus csakugyan legfeljebb kétszer annyi szint hasznal, mint az optimum, az
eljaras polinomialitasa pedig nyilvanvald. Legyenek az 5 hosszu kor élei sorban ay, as, as, ay, as, az a;-vel
parhuzamos él legyen b;. Szinezziik az éleket mondjuk az ay, as, as, aq, as, by, be, b3, by, b5 sorrendben, ekkor
rendre az 1,2,1,2,3,4,3,4,5,6 szineket osztjuk ki (az élkromatikus szam egyébként 5, de ezt nem kellett
megallapitani).



