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1. a) Irjuk fel a jobbra lathato linearis progra- max{z,}
mozési feladat dudlisat. (A felirds hasonlo alaku ha
legyen, mint a primél feladat felirdsa, vagyis ne 50, — 1023 + 24 < —3
matrixos alakot hasznaljunk.) Say + 20, = 14
b) Igaz-e, hogy az 1 = 1, 2o = 2, x3 = 1, 2+ Ay < 11
x4 = 2 valasztassal a (primal) feladat egy maxi- 9, — 3wy — Ay — 24 > —10

mumbhelyét adtuk meg?
2. A G(A, B; E) teljes paros graf két szinosztalya legyen A = {aq,a9,a3,a4} és
B = {b1, b, b3,b4,b5}. Az a;-t a bj-vel Gsszekots él stlya legyen az alabb, balra lat-
hato matrix i-edik soranak és j-edik oszlopénak keresztezédésében &llo elem (minden
1 <1<4,1<j<5esetén).
a) A p paraméter mely értékeire igaz, hogy az alabbi, jobb oldali tablazatban meg-
adott ¢ hozzéarendelés cimkézés?
b) Igaz-e, hogy az {a1, b3}, {as, b5}, {as, ba} és {a4, b1} élek maximalis sulya péro-
sitast alkotnak G-ben?
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3. Koordinatéazza az alabbi métrix a valos szamok teste f6lott az M, matroidot. Mely x
értékekre lesz M, grafikus? A grafikus esetekben adjunk is meg egy gréfreprezentaciot.
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4. A bal oldali abra grafjanak kormatroidja legyen A, a jobb oldalié¢ B. Grafikusak-e
az AV A, illetve az A \/ B matroidok? Ha igen, adjunk meg egy grafreprezentaciot.

== RS

5. Egy hét csucsu teljes graf cstcsai legyenek a sikon egy egységoldali szabalyos hat-
sz0g cstcsal (sorrendben A, B, C, D, E| F) és kozéppontja, G. A G-bol indulo élek
silya azonos az él végpontjainak sikbeli tavolsdgaval, a tobbi él silya a végpontok
sikbeli tavolsdganal %—del nagyobb. Hajtsuk végre és dokumentaljuk a Steiner-fa prob-
leméra tanult kozelits algoritmust a grafra, ha a terminélok halmaza {B,C, E, F'}.

6. Legyen G egy 10 csucsu egyszerd graf, melyre 7(G) = 8. Igaz-e, hogy minden
ilyen G grafra létezik a minimalis lefogé ponthalmaz kozelitésére tanult algoritmusok
valamelyikének olyan futasa, melyre a talalt lefog6 ponthalmaz minimalis?

A feladatok megoldasdhoz segédeszkoz nem hasznalhato. A rendelkezésre 4116 munkaidé 90 perc.

Nem sziikséges minden feladatot kiilon lapra irni, de kérjiik, hogy a beadott dolgozat szétvalaszt-
hat6 legyen 3 részre: az 1l-es/2-es, a 3-as/4-es, illetve az 5-6s/6-os feladatparokra.



A zarthelyi feladatok megoldasa

Az 1. feladat megoldasa.
a) A megadott linearis program max{cz : Ax < b} alaku, ahol

5 0 —10 1 -3

0 5 0 2 14
A= 0 -5 0 -2 [, b= -14 |,

0 0 1 4 11

-2 3 4 1 10
c= (0 0 0 1 ).

Amint lathato, a feltételek kozott szerepld egyenletet helyettesitettiik az bxy + 224 < 14 és a
—b1y — 224 < —14 egyenldtlenségekkel, illetve az utolso egyenlGtlenséget is megszoroztuk (—1)-gyel.
Most a dudlist a tanult min{yb : yA = ¢,y > 0} alakban irhatjuk. Ezt részletezve:

min{—3y; + 14y, — 14ys + 11y, + 10ys}
ha

S5y1 —2y5 =0

5Y2 — Y3z +3ys =0

—10y1 +ya +4ys =0
y1+2y2 — 2ys +4ys +ys = 1

y1 20,92 2 0,y3 20,4 =2 0,95 2 0

b) A megadott 1, xq, x3, x4 értékek valoban megoldast alkotnak (hiszen kielégitik a primal feladat
rendszerét), az ehhez tartozo célfiiggvényérték =, = 2.

A dudlis feladat rendszere szerencsére nagyon k('jnnyen megoldhat6. Rogzitsiik le példaul
értékét: y; = a € R. Ekkor az elsG egyenletbdl y; = —a Ezekbdl és a harmadlk egyenletbol
Yy = 10y; — 4y5 = 10a — 10 = 0. Tovabba a masodlk egyenletbdl yo — y3 = y5 = —504
Ezeket a negyedik egyenletbe helyettesitve:

3 5 1
Y1 +2(ye —ys) tdystys =+ 2 (—éa)+4-0+§a:§a:17

amib6l a = 2. Osszefoglalva tehat: a dudlis megoldasai azok az y = (yi,...,ys) vektorok, amelyekre
1 =2,y1=0,y5 =5, Yo —ys = =3 és y1,...,ys > 0. Ebbdl az is latszik, hogy a dudlis rendszere
megoldhato, hiszen az yo — y3 = —3, yo,y3 > 0 feltételek nyilvan kielégithetdk (példaul: yo = 0,
ys = 3). A dudlis egy tetszéleges megoldasan kiszamitva az ahhoz tartozé célfiiggvényértéket:

—3y1 + 14(ys — y3) + 1lys + 10y; = =3 -2+ 14+ (=3)+11-0+ 10 -5 = 2.

gy a dualis minden megoldasahoz tartozé célfiiggvényérték 2, ezért a dualis minimumértéke is 2.

Mivel a primal rendszere megoldhato (egy megoldast megad a feladat) és a dualis megoldhato-
sagabol a tanult tétel szerint a primal célfiiggvényértékének feliilrsl korlatossaga is kovetkezik, ezért
alkalmazhatjuk a dualitastételt. Ebbd&l kovetkezik, hogy a primal maximumeértéke is 2. Mivel a meg-
adott primal megoldashoz tartozo célfiiggvényérték is 2, ezért a valasz igen, a megadott megoldas a
primal egy maximumhelye.

(Alternativ indoklasként mondhatjuk azt is, hogy a feladat altal megadott primal megoldasbol
kovetkezik, hogy a primal maximuma legalabb 2. Egy konkrét duélis megoldast — példaul: ¢y, = 2,
Yo = 0,y3 = 3, y4 = 0, y5 = 5 — megadva és azon a célfiiggvényértéket kiszamitva kapjuk, hogy
a dualis minimuma legféljebb 2. De mivel a dualitastétel miatt a primal maximuma és a dualis
minimuma egyenld, ez a kizos érték csak 2 lehet. Igy a megadott primal megoldas maximumbhely.)



A 2. feladat megoldasa.

a) A tanult definicio szerint ¢ akkor cimkézés, ha c(a;) + c(b;) > my; teljesiil minden
1 <i<4,1<j <5 értékekre, ahol m; ; a megadott métrix megfelel§ elemét jeloli. Az7 =1, j =3
esetben ez azt jelenti, hogy p + 3 > 8, vagyis p > 5. Hasonléan, az ¢« = 3, 7 = 2 esetben a
(12—p)+2 > 9, vagyis p < 5 feltételt kapjuk. Ebbdl az deriil ki, hogy a p egyetlen szoba jove értéke
a p=>5 — de azt még meg kell vizsgalnunk, hogy ebben az esetben ¢ cimkézés-e. Ehhez a ¢(a;) = 5,
c(by) = 12 — 5 = T értékek mellett a graf tovabbi 18 élét (vagyis a matrix tovabbi 18 elemét) kell
megvizsgalnunk: azt tapasztaljuk, hogy c(a;) + c(b;) > m; ; minden esetben teljesiil. Igy ¢ pontosan
akkor cimkézés, ha p = 5.

b) A tanult Egervary-tételbdl tudjuk, hogy a maximaélis stlya parositas Osszsilya megegyezik a
cimkék Osszegével egy minimalis 6sszegii, nemnegativ értéki cimkézésben. Az a) feladatban (ap =5
esetben) egy nemnegativ értékd cimkézést kaptunk, amelyben a cimkék Osszege 31. Azt egyeldre
nem tudjuk, hogy ez a cimkézés minimalis Osszegl-e (a nemnegativ értékd cimkézések kozott), de
az mindenképp kovetkezik bel6le, hogy a minimalis cimketsszeg értéke (ismét a nemnegativ értékd
cimkézések kozott) legfoljebb 31. Ebbdl tehat az Egervary-tétel szerint kovetkezik, hogy a maxima-
lis Gsszsulyu parositas Osszstlya is legfoljebb 31. Mivel a feladatban megadott parositas Gsszstlya
8+ 6+ 9+ 8 =31, ezért ez maximalis Gsszsulyu kell legyen.

(A teljesség kedvéért megjegyezziik, hogy a feladat fenti megoldasaban valojaban csak azt az
Egervary-tételnél joval egyszeriibb allitast hasznaltuk, hogy a maximélis Gsszsilya parositas 0sszsu-
lya legféljebb akkora, mint a cimkék Gsszege egy minimalis 6sszegii, nemnegativ értéki cimkézéshen.
Egy 31 0Osszstlyu parositasbol és egy 31 Osszegi, nemnegativ értékid cimkézésb6l mar csupan ennyit
hasznélva is kovetkezik, hogy a parositds maximalis Osszstlyi és mellesleg a cimkézés minimalis
Osszegll a nemnegativ értéki cimkézések kozott.)

Alternativ megoldasként persze hasznalhatnank az el6adason tanult algoritmust is egy maxima-
lis Gsszstlyt parositds megkeresésére. Ehhez elGszér A-t ki kellene egésziteniink egy 1j, ,yirtudlis”
csucesal, ezt 6sszkotniink B minden elemével, a 1étrejové 5 él mindegyikének 0 stulyt kellene adnunk,
majd a kapott grafban lefuttatnunk a maximalis Osszsulyn teljes parositas megkeresésére szolgalo
Egervary-algoritmust (illetve végiil annak a kimenetébdl el kellene hagynunk az A virtualis csticsara
illeszkedd élt). Ez a megoldas tehat elvileg szintén jo volna, de a fentinél sokkal hosszadalmasabb.

A 3. feladat megoldéasa. Jelolje a matrix oszlopait sorban a, b, ¢ és d. A matroid megismerésé-
hez azt kell megvizsgalnunk, hogy x kiilénb6z6 értékeire mely oszlophalmazok linearisan fiiggetlenek.
Mivel az oszlopok térvektorok (vagyis R3-beliek), ezért a négy oszlop egyiitt nyilvan linearisan dssze-
fiiggd.

A négy darab haromelemi oszlophalmaz fiiggetlenségének vizsgalata legegyszertibben talan a
megfelelg 3 x 3-as determinansok vizsgalataval torténhet. Példaul az {a, c,d} halmazra a szamités:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 |=|1 0 1 2 = 0 1 2 =1-1-(x—=05),
1 3 T 0 2 r—1 0 0O x-—5

amibdl latszik, hogy {a, ¢, d} csak az © = 5 esetben Osszefiiggd, minden méas x értékre fiiggetlen. A
masik harom esetben hasonlé szamitassal azt kapjuk, hogy az {a, b, ¢} halmaz 6sszefiiggs, {a, b, d} és
{b, c,d} pedig szintén az x = 5 esetben Gsszefiiggd, egyébként fiiggetlen. Az is latszik, hogy a matrix
x semmilyen értékére sem tartalmaz két Gsszefiiggs oszlopot, vagyis a két elemii részhalmazok még
mind fiiggetlenek.

A fentiek alapjan két esetet kell megkiilonboztetniink. Az x = 5 esetben pontosan a legféljebb
2 elemt részhalmazok fiiggetlenek, vagyis ilyenkor M, az U, » matroiddal izomorf, igy (a tanultak
szerint) nem grafikus.

Ha viszont x # 5, akkor a 3 elemt részhalmazok koziil csak az {a,b,c} Osszefiiggd (és ezen kiviil
méar csak a teljes alaphalmaz Osszefiiggs). Ezért ebben az esetben M, grafikus: reprezentalhato
példaul azzal a négy cstcsu graffal, amelyet egy haromszoghdl kapunk tgy, hogy egy negyedik élet
selogatunk” rola (és ez az él felel meg d-nek).



A 4. feladat megoldasa. Az A matroidban definicié szerint azok a legféljebb 2 elemt részhalma-
zok fiiggetlenek, amelyek az {a,b,c,d} halmazhol legfoljebb egy elemet tartalmaznak (és emellett
tartalmazhatjak még e-t). Az AV A fiiggetlenjei tehat azok a részhalmazok, amelyek két ilyen hal-
maz uniojaként elgallhatnak. Igy az AV A fiiggetlenjei azok a legféljebb 3 elemii halmazok, amelyek
az {a,b,c,d} halmazbol legfoljebb 2 elemet tartalmaznak (és emellett tartalmazhatjik még e-t).
Kovetkezésképp A V A izomorf az Uy s és az U; 1 uniform matroidok direkt dsszegével (ahol az Uy ;
egyetlen elemének e felel meg). Igy a tanultak szerint A V A nem grafikus, mert van az Uy o-vel
izomorf minorja.

Hasonloan az A-hoz, B fiiggetlenjei azok a legf6ljebb 2 elemii részhalmazok, amelyek az {a, b, ¢, e}
halmazbol legfoljebb egy elemet tartalmaznak (és emellett tartalmazhatjak még d-t). Az AV B
meghatarozasihoz tehat ezeknek és az A fliggetlenjeinek az uniojat kell képezni. Rogtén latszik,
hogy {a,b, c} Osszefiiggs lesz A V B-ben, mert a, b és ¢ koziil barhogyan kett6t valasztva A-ban és
B-ben is 6sszefiiggs halmazt kapunk. Fiiggetlen viszont minden 4 elemt részhalmaz, amely {a, b, c}-t
nem tartalmazza: példaul {a, b, d, e} el6all az {a, e} A-beli, és a {b, d} B-beli fiiggetlenek unidjaként
(és hasonléan mutathaté meg a méasik két eset is). Ezért AV B grafikus: reprezentalhato példaul
azzal az Ot cstucsu graffal, amelyet egy haromszoghdl kapunk tgy, hogy két tovabbi élet ,lelogatunk”
rola (és ez a két felel meg d-nek, illetve e-nek).

Az 5. feladat megoldasa. A csucsok kozt harom féle sikbeli tavolsag lehetséges: a hatszogon
szomszédos csucsok tavolsaga 1, ugyancsak 1 G és barmely més cstcs tavolsaga. A hatszdgoén mé-
sodszomszédos cstcsok tavolsaga /3, a szemkoztieké 2. Ez alapjan a megadott stlyozas nem lesz
metrikus, a feladat megoldasat tehat metrizélassal kell kezdeniink. Ehhez meg kell allapitanunk az
Osszes csicsparra a koztiik 1év6 legrovidebb ut hosszat. Ez G és barmely méas cstcs esetén 1, a
hatszogon szomszédos csicsok esetén %, barmely mas csiicspar esetén 2 (mivel v/3 + % > 2). Ezek
lesznek tehat a metrizalas utan kapott graf élsulyai. Kovetkezé 1épésként minimalis Osszsulyu feszi-
t6fat kell keresniink a B, C, F, F' csticsok altal feszitett részgrafban. Ebben benne lesz a BC' és az
E'F él, melyek silya %, valamint a maradék négy szoba jové él koziil egy tetszGleges (hiszen ezeknek
egyarant 2 a silya), mondjuk C'E. Ezzel a metrizalt graf egy Steiner-fajat kapjuk, amit az utolso
lépésben atalakitunk az eredeti graf Steiner-fajava. Ehhez a szerepl6 éleknek megfelel6 pontparok
kozti legrovidebb utakat kell venniink az eredeti grafban. Ezek a BC' és E'F' esetében maguk az élek,
CFE esetében a CGFE 1ut, az algoritmus tehat a BC, CG, GE, EF élekbdl allo fat adja kimenetként.

A 6. feladat megoldasa. Az allitas nem igaz. Legyen G egy 8 csticst és egy 2 cstcsu teljes graf
diszjunkt unioja, erre nyilvan teljesiil 7(G) = 8. A tanult algoritmusok akkor (és csak akkor) talalnak
8 cstcsu lefogd ponthalmazt, ha az altaluk taldlt nem bévithets parositéas 4 éld. Konnyen lathato
azonban, hogy G-nek nincs ilyen parositisa: a kiilonallo él minden nem bdévithets parositasban
szerepel (hiszen a végpontjaira mas él nem illeszkedik), igy mivel a graf tobbi csticsa teljes részgrafot
feszit, a nem bévithetd péarositasok mind 5 éldek lesznek.



