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1. A G(F,L; E) teljes paros graf két szinosztalya legyen F' = {ai,as,a3,ay4,a5} 6és
L = {by,bs,b3,b4,b5}. Az a;-t a b;-vel Osszekots €l silya legyen a balra lathaté matrix
i-edik soranak és j-edik oszlopanak keresztezGdésében allo elem (minden 1 <, 5 <5 ese-
tén). Valaki mar elkezdte futtatni G-re a maximalis Osszstlyu teljes parositas keresésére
szolgalo Egervary-algoritmust: éppen ott tart, hogy az aktudlis M parositas az {a, b1},
{as, b} és {ag, bs} élekbdl all, az aktudlis ¢ cimkézés pedig a jobb oldali tablazatban lat-
hato. Hajtsuk végre az algoritmus (egyetlen) kovetkezd ciklusét, vagyis hatérozzuk meg az
algoritmus futésa soran elGallo kovetkezs M’ parositast és ¢ cimkézést!
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(Az algoritmust tehat nem sziikséges leallasig futtatni, elég a kovetkezd ciklus uténi allapo-
tot megadni. Ha a ciklus végrehajtasa nem egyértelmi — vagyis tobb, az algoritmus helyes
futdsanak megfelels valtozat is lehetséges, — akkor elég ezek koziil egyet megadni.)

max{z; + 6xy — x4}
2. a) Irjuk fel a jobbra lathato linearis programozasi ha
209 — Txg —xy < —1
2%1 + 51’3 + 31’4 Z 6
Tx1+ dxy — 4y <0
r1+ 319 +4x3 <1
I Z O,I‘Q 2 0,133 2 0,134 2 0

feladat dualisat! (A feliras hasonlo alakt legyen, mint
a primal feladat felirasa, vagyis nme matrixos alakot
hasznéljunk. )

b) Adjuk meg a (primal) feladat maximumértékét!

4. Az abran lathato graf kormatroidja le-
gyen M. Hatérozzuk meg az MV M és az

3. Hanyféle nemizomorf matroidot repre-
zentalhat a valos test felett az alabbi matrix

az x kiillonbozd valasztasai mellett? Ahol a
matroid grafikus, ott graffal is adjuk meg!
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5. Adjunk 2-approximacios algoritmust a
maximalis fiiggetlen ponthalmaz keresésé-
nek probléméjara olyan bemenetek ese-

tére, melyekre a fiiggetlen pontok maxima-
2

3
graf csicsszama. Az algoritmus miikodését
szemléltessiik is a K 5 teljes paros grafon.

lis szdma legalabb ahol m a bemeneti

MV Us o matroidosszegeket! Ahol az Osszeg
grafikus, ott graffal is adjuk meg!

a

6. Hajtsuk végre és dokumentaljuk
a RESZOSSZEG problémara tanult
(1 + ¢)-approximécios
alabbi bemenetre.
2,6,7,14,28, 44;

algoritmust  az

t=49; e=3

A feladatok megoldasahoz segédeszkdz nem hasznalhato. A rendelkezésre allo munkaids 90 perc.
Nem sziikséges minden feladatot kiilon lapra irni, de kérjiik, hogy a beadott dolgozat szétvalaszthato
legyen 3 részre: az l-es/2-es, a 3-as/4-es, illetve az 5-6s/6-os feladatparokra.



A zarthelyi feladatok megoldasa

Az 1. feladat megoldasa. Az algoritmus futasa soran el6allo kovetkezd M’ parositas meghatarozasahoz
elgszor a ,piros éleket” kell megkeresni, vagyis azokat az e = {a, b} éleket, amelyekre w(e) = c(a) + c(b)
teljesiil (ahol w(e) az e él sulyat jeloli). A megadott adatokbol kénnyen kiolvashato, hogy a piros élek a
kovetkezsk: {ay, b1}, {ag, b1}, {az,bo}, {az, b3}, {as, b3}, {as, b5}, {as, b2} és {as, b }; lasd az alabbi, bal
oldali abrat. (Latszik az is, hogy a megadott M péarositas élei — az abran vastag vonallal — is pirosak; ha
ez nem volna igy, az azt jelentené, hogy az algoritmus korabbi futasa hibés volt.)

Ezek utan M’ meghatarozasahoz M-bdl kiindulva futtatni kell a maximalis parositas keresésére szolgalod
javito utas algoritmust a piros élek alkotta részgrafban. A péarositatlan F-beli pontok: a4 és as. Lathato,
hogy as-bdl nem vezet javitoé ut parositatlan L-beli pontba (vagyis by-be vagy bs-be), mert as-bél piros
¢len egyediil bi-be lehet lépni, ennek az M szerinti parjabol, a;-bél viszont nem lehet tovabblépni. Ezzel
szemben a4-bdl inditva a javitoat keresést hamar sikerrel jarunk: az ay, b, as, b3, as, bs sorrendben bejarva
a csucsokat javitoutat kapunk; ementén javitva a kovetkezs parositast kapjuk: {ay, bo}, {az, b3}, {as, bs},

{a1,b1} (lasd a jobb oldali abrat).
b by bs by bs b by bs by bs
aq a9 as ay as aq a9 as ay as

Egyel6re nem biztos, hogy ezzel mar megkaptuk a keresett M’ parositast, mert el6fordulhatna, hogy
a most kapott parositds még nem maximalis a piros részgrafban. Azonban nem ez a helyzet: by-re nem
illeszkedik piros €l, igy nyilvan nincs 6t él parositas a piros részgrafban. Ezért M’ a javitas utan kapott
fenti négy élbal all.

A kovetkezs ¢ cimkézés meghatarozasahoz el6szor meg kell hataroznunk az F-beli parositatlan csi-
csokbol (jelenleg ez csak as-6t jelenti) alternald uton elérheté L-belieket, illetve ezek F-beli parjait.
as-bd6l azonban tovabbra is csak b;-be vezet piros ¢él, ahonnan a;-be lépve elakadunk, igy b; az egyet-
len ilyen L-beli csiics (amelynek F-beli parja tehat a1). Igy az algoritmus miikédési szabélya szerint az
{a1,as} és {bs,bs, by, bs} halmazok kozti éleket kell vizsgalnunk: ezek mindegyikére ki kell szamitani a
c(a) + c(b) — w(e) folosleget”, majd ezek minimumat kell venni. A feladat adatait felhasznalva az a;-bél
indulo (és {bs, bs, by, b5 }-be mend) élek f6loslegei rendre 2, 3, 2 és 2, az as-bdl indulo élek f6loslegei pedig
2,2, 2 és 3. Ezeknek a minimuma pedig = 2.

Ezek utan ¢ meghatarozasahoz azokon az F-beli csticsokon kell d-val csokkenteni a jelenlegi cimkézést,
amelyek parositatlanok, vagy amelyeknek a parja altenald tton elérhets; ezek tehéat ay és as. Hasonloan,

az alternal6 tton elérhetd L-belieken — vagyis most csak bj-en — kell d-val novelni az aktualis cimkézést.
Igy tehét a keresett cimkézés:

Az 2. feladat megoldasa.

a) A megadott linearis programban a valtozok nemnegativitasa is szerepel a feltételek kozott, ezért
érdemes azt (a masodik egyenlStlenség (—1)-gyel szorzasa utan) max{cr : Az < b,z > 0} alakinak
tekinteni, ahol

0 2 -7 —1 —1
2 0 -5 -3 6
A= 75 0 -4 |0 0= 0 |-
1 3 4 0 1
c= (16 0 —1).



Ekkor a dudlist a tanult min{yb : yA > ¢,y > 0} alakban irhatjuk. Ezt részletezve:

min{—y; — 6y2 + ya}

ha

—2y2 + Tyzs +ys = 1

291 +5ys +3ys > 6

—Ty; — dYy2 +4ys > 0

—y1 — 3y2 —4ys = —1

y1 2 0,y2 > 0,y3 > 0,94 > 0

(Megjegyezziik, hogy a primal feladatot felfoghatjuk max{cx : Ax < b} alakunak is és erre hasznalhat-
juk a duélis eredeti definici6 szerinti alakjat, vagyis a min{yb : yA = ¢,y > 0} alakot. Ekkor a valtozok
nemnegativitdsat el6iré négy egyenlGtlenség is az Ar < b rendszer része, vagyis A-nak és b-nek 8 sora van.
Ennek megfelelGen a duélis egy 8 valtozos lineédris program — amely azonban az el6adason tanultak szerint
ekvivalens a fent kapottal.)

b) A kapott dudlis feladatot megvizsgalva azonnal latszik, hogy annak az egyenl6tlenségrendszere
azonos a primal feladatéval; valéban, a dudlis 1., 3. és 4. egyenlStlenségét (—1)-gyel szorozva a primél
megfelels egyenlGtlenségét kapjuk, a 2. egyenlGtlenségek pedig eleve azonosak. Kévetkezésképp a primal és
a dudlis megoldashalmaza is azonos (eltekintve attol, hogy a primal esetében a valtozokat oszlopvektorban,
a dualis esetében sorvektorban taroltuk).

A két feladat célfliggvényét dsszevetve az is latszik, hogy ezek egymas ellentettjei. Azonban kénnyen
lathato (és az el6adéson is szerepelt), hogy a —y; — 6y, +y4 célfiiggvény minimalizalasa és az y; + 6y — y4
célfiggvény maximalizalasa (ugyanazon a megoldashalmazon) egymassal ekvivalens feladatok: a két fel-
adat optimumbhelyei azonosak, az optimumeértékek pedig egymas ellentettjei.

A dualitastétel értelmében a primal feladat maximuma megegyezik a dualis minimumaval; ebbdl és a
fentiekbdl kovetkezik, hogy primal maximuma sajatmagénak az ellentettjével egyenls. Kovetkezésképp a
primél feladat maximumértéke 0.

Persze a dualitastétel alkalmazasahoz még ellendrizni kell, hogy a primal feladat rendszere valéban
megoldhato és a célfiiggvénye feliilrél korlatos a megoldashalmazan. A megoldhatosag konnyen latszik:
példaul az x; = x9 = 3 = 0 és x4 = 2 valasztassal megoldast kapunk. Ebbél persze a dualis megoldha-
tosaga is kovetkezik (hiszen a két megoldashalmaz most azonos), igy a tanult tétel értelmében a primal
célfiiggvénye feliilrél korlatos.

Az 3. feladat megoldasa. Jeldlje a matrix oszlopait sorban a, b, ¢ és d. Az matroid megismeréséhez
azt kell megvizsgalnunk, hogy = kiillonb6z6 értékeire mely oszlophalmazok lineédrisan fiiggetlenek. Mivel
az oszlopok térvektorok (vagyis R3-beliek), ezért a négy oszlop egyiitt nyilvan linearisan dsszefiiggs.

A négy darab haromelemt oszlophalmaz fiiggetlenségének vizsgalata legegyszertibben talan a megfelels
3 x 3-as determinéansok vizsgalataval torténhet. Példaul az {a, ¢, d} halmazra a szamitas:

-~ O

=2z —4),

8 = O
8 &= O

11 1 1 1 1
1 3 =10 2 =10 2
0 2 0 2 0 0 z—4
amibdl latszik, hogy {a, ¢, d} csak az x = 4 esetben Osszefliggd, minden mas x értékre fiiggetlen. A mésik
hérom esetben hasonlo szamitassal azt kapjuk, hogy az {a, b, ¢} halmaz mindenképp fiiggetlen, az {a, b, d}
és a {b, ¢, d} halmaz pedig az x = 2 esetben 0Osszefiiggs, egyébként fiiggetlen. Az is latszik, hogy az z = 2
esetben az utobbi két halmaz azért Osszefiiggs, mert b parhuzamos d-vel.

A fentiek alapjan harom esetet kell megkiilonboztetniink. Az z = 2 esetben b || d, de barmely, a
b és d elemek koziil legfoljebb egyet tartalmazd harom elemszamu halmaz fiiggetlen. Ezért a matroid
grafikus, reprezentélhato példaul egy olyan harom éld uttal, amelynek az egyik élét megduplaztuk (és a
két parhuzamos él felel meg b-nek és d-nek).

Az x = 4 esetben az {a, ¢, d} halmaz Gsszefliggd, de minden més, harom elemszamu halmaz fiiggetlen
(és igy parhuzamos elemek sincsenek). Ezért a matroid megint grafikus, reprezentalhato példaul azzal a
négy csucsu graffal, amelyet egy haromszogbdl kapunk tgy, hogy egy negyedik élet ,lelogatunk” rola (és
ez az €l felel meg b-nek).



Végiil ha x # 2 és x # 4, akkor minden harom elemi részhalmaz fiiggetlen, igy a matroid U, 3-mal
izomorf. Ez is grafikus matroid, reprezentélja egy négy éld kor.
Ezek szerint tehat x kiillonbozos értékeire haromféle nemizomorf matroidot kaphatunk.

Az 4. feladat megoldasa. Az M matroidban definicié szerint azok a részhalmazok fiiggetlenek, ame-
lyek az {a,b,c} és a {d,e} halmazbol is legfoljebb egy-egy elemet tartalmaznak. Az M vV M matroid
fliggetlenjei tehat azok a részhalmazok, amelyek két ilyen halmaz unidjaként elGallhatnak. Ez nyilvan
nem teljesiil az {a,b, ¢} halmazra (hiszen a két egyesitendd részhalmaz mindegyike csak egyet tartal-
mazhat ekoziil a harom elem koziil). Ebbdl kévetkezSen (mivel matroidban a fliggetlenek részhalmazai
is fiiggetlenek) a négyelemt részhalmazok koziil sem fiiggetlenek azok, amelyek {a,b, c}-t tartalmazzak
(és plane nem fliggetlen az {a,b,c,d, e} alaphalmaz). Azonban konnyt végiggondolni, hogy az {a,b, c}-t
nem tartalmazo négyelemtiek mar fiiggetlenek: {a,b,d, e} = {a,d} U {b,e}, {a,c,d,e} = {a,d} U {c, e}
és {b,c,d,e} ={b,d} U{c,e} (mindharom esetben az egyenlet jobb oldalan &ll6 kételemii részhalmazok
fiiggetlenek M-ben). A fentiekbdl kovetkezik, hogy M V M grafikus matroid: reprezentélja példaul az az
Ot cstucesu graf, amelyet egy haromszogbdl kapunk tgy, hogy két élet | lelogatunk” rola (és ezek felelnek
meg d-nek és e-nek).

Az MV Us 2 matroid fiiggetlenjei definico szerint azok a részhalmazok, amelyek M egy fliggetlenjé-
bl legfoljebb két tovabbi, tetszdleges elem hozzavételével megkaphatok. Az {a,b, ¢, d, e} alaphalmaz igy
tovabbra sem fiiggetlen (hiszen két, legfoljebb kételemii részhalmazt egyesitiink), azonban kénnyen ellen-
6rizhetd, hogy most mar minden négyelemi részhalmaz fiiggetlen. Mivel MV Us 5 fiiggetlenjeinek halmaza
(definici6 szerint) nyilvan bévebb a fent vizsgalt M vV M fliggetlenjeinek halmazanal, ezért ezt elég a két
,hidnyzo” négyelemii részhalmazra megvizsgalni: {a,b,c,d} = {a,d} U{b,c} és {a,b,c,e} = {a,e} U{b,c}
(ahol a kéttagt uniokban a baloldali tag M-beli, a jobboldali Us o-beli fiiggetlen). Ezek szerint M V Us 5
az Us 4 matroiddal izomorf és igy grafikus is: reprezentélja egy 5 ¢ld kor.

Az 5. feladat megoldasa. Tudjuk, hogy egy cstcshalmaz akkor és csak akkor fliggetlen, ha a komp-
lementere lefogd. Keressiink a grafban (példaul mohon) egy nem bévithet6 parositast. A péarositas
végpontjai altal alkotott halmaz legyen L. Tudjuk, hogy L lefogd, a komplementere, L tehat fiigget-
len. Megmutatjuk, hogy L legalabb feleakkora, mint a maximélis fiiggetlen ponthalmaz (ezzel igazolva,
hogy algoritmusunk approximaxios faktora csakugyan 2, az eljaras polinomialitdsa nyilvanvalo). Mivel
n—|L| = |L| < 2v(G) < 27(G), tehat

- G G G
I n-2r(0) =a(@) - (@) > WD AD 15 A,
felhasznalva az a(G) + 7(G) = n egyenldséget, a (feladat szovegében adott) O‘TG) > % egyenlStlenséget és

az ezekbdl adodo 7(G) < % egyenlStlenséget.

A Ky 5 teljes paros grafon valé alkalmazéashoz legyenek a csiicsok Kj 5 egyik osztalydban 1 és 2, a
masik osztalyaban A, B, C, D, E. Egy nem bd&vithets péarositas 2 élbél fog allni, az egyik tartalmazza az
l-et (pl. 1A), a masik a 2-t (pl. 2B). Az algoritmus altal kimenetként adott ponthalmaz tehat ez esetben
a {C, D, E} halmaz lesz.

Az 6. feladat megoldasa. A tanult modon (eltolasokkal, torlésekkel és Osszefésiilésekkel) elkészitjik a

részosszegek listait, minden fazisban ¢ = o~ = o-del ritkitva. Ez azt jelenti, hogy 24-nél kisebb szamok
senkit nem tudnak képviselni, a 24 és 47 kozti szamok a naluk eggyel nagyobbat tudjak képviselni, az
ennél nagyobb szadmok tudnanak két szamot is képviselni, erre azonban nem fog sor keriilni, hiszen 49-nél

nagyobb szdmokat nem vesziink fel a listakba.

Ly = {0}, Lj = {2}, L, = {0, 2}, itt ritkitani nem lehet. L] = {6, 8}, L, = {0, 2, 6, 8}, ritkitani nem lehet.
L, ={7,9,13,15}, L3 ={0,2,6,7,8,9,13,15}, ritkitani nem lehet.

Ly = {14,16,20,21,22,23,27,29}, L, = {0,2,6,7,8,9,13,14,15,16, 20,21, 22,23, 27,29}, ritkitani to-
vabbra sem lehet.

L) = {28,30,34,35,36,37,41,42, 43,44, 48,49}, hiszen a 49-nél nagyobb elemeket nem vessziik be a lis-
taba.

Ls ={0,2,6,7,8,9,13,14, 15, 16, 20, 21, 22, 23, 27, 28, 29, 30, 34, 35, 36, 37, 41,42, 43, 44, 48,49}, itt a ritki-
tas soran toroljik a 28,30,35,37,42,44,49 elemeket, ezt kovetGen tehét

Ls =1{0,2,6,7,8,9,13,14, 15,16, 20, 21, 22, 23, 27, 29, 34, 36, 41, 43, 48}.



Ly = {44,46}, hiszen a 49-nél nagyobb elemeket nem vessziik be a listaba.

L¢ = {0,2,6,7,8,9,13,14, 15, 16, 20, 21, 22, 23, 27, 29, 34, 36, 41, 43,44, 46, 48}. Itt mar nem muszaj ritki-
tani (ha mégis ritkitunk, akkor a 44-et kell tordlni), az algoritmus kimenete az utolso lista legnagyobb
eleme, azaz 48.



