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1. a) Irjuk fel az aldbbi linedris programozési feladat dualisat! (A felirds hasonlo alaki
legyen, mint a primdl feladat felirdsa, vagyis ne méatrixos alakot hasznéljunk.)

b) Igaz-e, hogy az 1 = 3, x9 = —1, x3 = 0 valasztéassal a primal feladat optimalis
megoldasat adtuk meg? Igaz-e, hogy az y1 = 1, 4o = 1, y3 = 1, y4 = 0 valasztéssal a duélis
feladat optimalis megoldasat adtuk meg?

max{6x; + 6xg + 623}

ha

x]+2x9+ 323 <1

201+ 3x9 + 23 < 3

3r1 + 19+ 223 < 8

201+ dx9 < 2
2. Nevezziink egy matrixot unalmasnak, ha minden eleme 0, 1 vagy —1 és minden soraban
legfoljebb két nemnulla elem van. Mutassuk meg, hogy a Fourier-Motzkin eliminacié apro
modositasaval olyan, polinomidalis lépésszamu algoritmus adhato, amely az Ax < b linearis

egyenlGtlenségrendszer megoldhatosigat eldonti abban az esetben, ha A unalmas méatrix.

3. Koordinatazza az alabbi matrix a T test
folott az M(T') matroidot. Mutassuk meg,
hogy vannak olyan Ti, T testek, melyek

4. A bal oldali 4bran lathato graf kormat-
roidja legyen A, a jobb oldalin lathatoé B.
Uniformak-e az A V A, illetve az AV B

esetén M(T1) nem izomorf M (T5)-vel!
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5. Tekintsiik az {a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,1,m,n,0,r,s,t,w,y} betithalmazt, és az ele-
meibdl képzett alabbi szavakat, mint részhalmazokat (a szavak utani zarojelben 16v6 szam
jelenti az adott halmaz koltségét):

ike (3), <chef (3), jimbo (3), stan (4), mackey (4),

kyle (5), wendy (5), liane (6), randy (6), gerald (6).
Hajtsuk végre ezen adatokkal az alaphalmaz részhalmazokkal torténd lefedésére szolgalo,
el6adason tanult kozelits algoritmust.

6. Hajtsuk végre és dokumentaljuk a RESZOSSZEG probléméra tanult (1 4+ ¢)-
approximacios algoritmust az alabbi bemenetre.

4,6,9,14,22: t=234 =2

A feladatok megoldasahoz segédeszkoz nem hasznélhato. A rendelkezésre all6 munkaids 90 perc.

Nem sziikséges minden feladatot kiilon lapra irni, de kérjiik, hogy a beadott dolgozat szétvalaszthato
legyen 3 részre: az 1-es/2-es, a 3-as/4-es, illetve az 5-6s/6-os feladatparokra.



A zarthelyi feladatok megoldasa

Az 1. feladat megoldasa.
a) A feladat max{cz : Az < b} alaku, ahol

. b= ,c=(6 6 6).
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Ezért a feladat duélisa min{yb : yA = ¢,y > 0}. Ezt részletesebben kiirva és az y = (y1, Yo, ys, y4) jelolést

alkalmazva:
min{y; + 3y2 + 8ys + 2y4}
ha
y1+2ys +3yz + 2y, = 6
2y1 +3y2 +y3 + 5y, = 6
Y1+ y2 + 2y3 = 6
Y1,Y2,Y3, Ya Z 0

b) A megadott xi, xe, 3 értékeket a primal egyenlStlenségeibe, az 1, ya, y3, ys értékeket a dudlis
egyenleteibe (és nemnegativitast el6iro egyenlGtlenségeibe) helyettesitve latszik, hogy valoban a primaél,
illetve a duélis egy-egy megoldasat adtuk meg. Mindkét esetben kiszamitva a megfelels célfiiggvényérté-
keket (cz =6-3—6-1=12,illetve yp =1-1+1-3 4 1-8 = 12) azt kapjuk, hogy ezek megegyeznek.
Ebbdl pedig kévetkezik, hogy mindkét esetben optimélis megoldasrol van sz6. (Ugyanis ismert, hogy a
priméal feladat tetszéleges 2’ és a dualis tetszéleges y' megoldasara ca’ < y'b all fenn. Igy tetszéleges 2’
megoldasra cx’ < yb = 12, vagyis 12-nél nagyobb célfiiggvényértéket ado primal megoldas nem lehet, x
tehat optimalis. A duélis esetében az indoklas analog. )

A 2. feladat megoldasa. Elgszor megmutatjuk, hogy a Fourier-Motzkin eliminécié (apro kiegészitéssel)
fenntartja azt a tulajdonsagot, hogy a rendszert leir6 matrix unalmas. Tegyiik fel ugyanis, hogy a (ki-
bévitett egyiitthatomatrixaval megadott) (A|b) rendszerre az eliminaci6 egy lépését alkalmazva a (A*|b*)
rendszert kapjuk. Ha az (A*|b*) egyik sora az (A|b) egyik 0-val kezd6d6 sordnak masolata (levagva belsle
az els, 0 elemet), akkor ez a sor persze tovabbra is megfelel az unalmassag kritériumanak. Ha viszont
az (A*|b*) rendszer (aj|b;) sora az (A|b) 1-essel kezd6dS (a;|b;) és (—1)-essel kezd6d6 (a;|b;) soranak
osszegébdl keletkezett, akkor a;-ben és a;-ben is legfoljebb 1 tovabbi nemnulla elem lehet. Feltehets, hogy
mindkettében pontosan 1 van, kiilonben aj-nak is legfoljebb csak 1 nemnulla eleme lesz (és az is £1). Ha
az a;-beli és a;-beli (nem az els§ oszlopba es§) nemnulla elemek kiilonb6z6 oszlopban vannak, akkor aj
nyilvan megfelel az unalmassag fogalmanak. Ha viszont azonos oszlopban vannak, akkor a; vagy a null-
vektor, vagy pedig egyetlen nemnulla eleme van és az £2. Ebben az esetben viszont nyilvan leoszthatjuk
kiegészités.)

Most megmutatjuk, hogy az algoritmus (apré modositasanak) futasa kozben a sorok széma mindig
legfoljebb O(n?) marad (ahol n az A oszlopainak szdma). Ebbdl nyilvan kovetkezni fog a polinomialis
futasids (hiszen m sorit A estén (A*|b*) nyilvan O(m?) lépésben megkaphato). Konnyen latszik, hogy ha
A unalmas n oszlopt matrix, akkor legfoljebb 4 (%) +2n+1 = O(n?) féle sora lehet (ahol az dsszeadandok
a 2, 1, illetve 0 darab nemnulla elemet tartalmazo sorok szaméanak felelnek meg). Az persze el6fordulhat,
hogy valamelyik sortipus tobbszor is eléfordul az (A*|b*)-ban; ekkor azonban ezek koziil egy kivételével
nyilvan mind folosleges és elhagyhato. (Ha példaul az (aj|b}) és (af|b}) sorokra af = af és by < bf, akkor
az utobbi folosleges.) Igy az eliminacié minden lépése utan az igy adodo folosleges sorokat elhagyva (ezzel
tehat az algoritmust masodszor is némileg modositva) elérhetd a sorok szaméara emlitett korlat és ezzel a
polinomiélis 1épésszam.



A 3. feladat megoldasa. Legyen 77 a 3 elemi test. Azonnal latszik, hogy ekkor a matrix oszlopait
osszeadva a nullvektort kapjuk (hiszen ebben a testben 1+1+1 = 0). Igy a 3 elemi test felett az oszlopok
linearisan Osszefiiggdek, vagyis a matrix nem az Uy szabad matroidot koordinatézza (hanem az Uj s
matroidot — bar ennek a megallapitasa nem sziikséges a feladat megoldasédhoz). Azonban példaul T, = R
folott a matrix determinansat meghatarozva —3 # 0-t kapunk (a szamolast mell6zziik), igy az oszlopok
linearisan fiiggetlenek, vagyis ekkor a matroid az Uy 4 szabad matroid.

A 4. feladat megoldasa. A kapott Osszegmatroid (mindkét esetben) akkor uniform, ha pontosan a
legfoljebb k elemii részhalmazok fliggetlenek benne alkalmas k-ra (0 < k£ < 5).

Az AV A matroidban a nyilvan tovabbra is hurok lesz, a {b, ¢, d, e} halmaznak viszont a legf6ljebb 2
elemi részhalmazai lesznek fiiggetlenek. Ezért AV A nem uniform matroid (hanem izomorf az Uy o @ Uy g
matroiddal, ahol a @ direkt Gsszeget jeldl).

Az AV B matroid ezzel szemben izomorf az Us » matroiddal. Az ugyanis vilagos, hogy a rangja 2 (hiszen
sem A-ban, sem B-ben nincs 1-nél tobb elemt fiiggetlen) és azt is kénnyt ellendrizni, hogy barmely 2
elemt részhalmaz elGall egy A-beli és egy B-beli 1 elemii fiiggetlen uni6jaként. (Valoban, minden 2 elemii
részhalmaz egyik eleme a-t6l, a masik b-t61 kiilonbozik.)

Az 5. feladat megoldasa. Az algoritmus mindig azt a részhalmazt vilasztja ki, amelyre a lehetd legkisebb
a halmaz koltségének és az tjjonnan lefedett elemek szaménak hanyadosa.

Az els6 lépésben a jimbo részhalmazt kell valasztanunk, mert ennek a legkisebb az egy elemre esd

aktualis koltsége (%) Ezt kovetGen a chef részhalmaz jon, % aktuélis koltséggel. A kiovetkez halmaz a
stan kell legyen, ez tjabb 4 elemet fed le, 4 koltséggel, majd a gerald halmaz kovetkezik, ennek koltsége
%. Az ezt kévet$ lépésben a mackey halmazra lesz a kérdéses érték minimaélis (2), az utols6 bevélasztott

sz6 pedig a wendy, 5-0s értékkel.
A kapott fedés tehat: {jimbo, chef, stan, gerald, mackey, wendy }, koltsége 25.

A 6. feladat megoldasa. Az exponencidlis lépésszami pontos megoldéas soran az L; listaban az elss i
elem altal alkotott részosszegek szerepelnek, ezeket az Lo = {0}, L; = {x+a;11 | v € L;}, Liy1 = L; UL,
képletekkel kapjuk. A kozelit§ algoritmusban szerepld listak ettél annyiban kiilonboznek, hogy a ¢-nél

nagyobb elemeket azonnal toroljiik és az L; listakat a 0 = o~ értékkel ritkitjuk (azaz alulrol kezdve toroljiik

azokat az x elemeket, melyekhez létezik olyan naluk kisebb nem torolt y elem, melyre x < (1 +0)y). Az
algoritmus kimenete az L, lista legnagyobb eleme. Esetiinkben n =5, igy 6 = 0,2. A listék:

Lo ={0}, Lj={4}

L, ={0,4}, L, = {6,10}

L, ={0,4,6,10}, L, = {9,13,15,19}

Ly = {0,4,6,946,1335,19 }, L} = {14,18,20,23,27, 33}

Ly = {0,4,6,9,13,14,18 19,26,23.27.33}, L/ = {22,26,28,31,35,40,45 55}
Ls = {0,4,6,9, 13,22, 23, 26, 28, 31, 33},

tehat az algoritmus 33-at ad eredményként.



