Rendszeroptimalizalas
Zarthelyi feladatok
2009. november 16.

1. a) Irjuk fel az alabbi linearis programo- 2. Legyen A m X n-es méatrix, b € R™ osz-
zési feladat duélisat (a ¢ valés paraméter lopvektor. Mutassuk meg, hogy az aldbbi
minden értékére)! (A felirds hasonlé alakit  rendszerek koziil pontosan az egyik meg-
legyen, mint a primél feladat felirésa, vagyis oldhato:

ne matrixos alakot hasznéljunk.) (1) Az =b, 2 > 0

b) Déntsiik el, ho.gy a t paraméter milyen (2) yA >0, yb < 0, y(A|b) #0
értékeire lesz a (primal) feladat célfiiggvé- .
(Azt kell tehat megmutatni, hogy az (1)-

esbeli x és a (2)-esbeli y vektorok koziil
max{x; — Ty — x3 — T4+ x5} o .
ha pontosan az egyik létezik. x > 0 azt je-
lenti, hogy az x minden komponense po-

nye feliilr6l korlatos a megoldashalmazan.

xl N 2x2 S 1 3 7. z M . .. . .

Lo — 213 < 2 zitiv. (A|b) azt a matrixot jeloli, amit az
Ta — O < 3 A-bol nyeriink tgy, hogy b-t hozzavessziik
xi _ 296151 <4 ] oszlopként.)

3. Koordinatazza az alabbi matrix (a valos test f6lott) az M, , matroidot. Az x, y érté-
kektol fliggSen mikor lesz az M, , matroid grafikus?

102 0
020 —1
302 0
06 0 vy

4. A bal oldali abran lathaté graf kormatroidja legyen A, a jobb oldalin lathatoé B.
Grafikusak-e az A V A, illetve az A V B matroidok?

5. Tekintsiik az utazoiigynok probléma azon speciélis eseteit, amikor a graf pontjai egy sza-
balyos n-szog csicsain helyezkednek el, az élek silyai pedig a végpontok euklideszi téavol-
sdgaval azonosak. Igaz-e, hogy ezen specidlis esetekre az el6adason tanult %—approximéciés
algoritmus optimalis megoldast ad?

6. Mutassuk meg, hogy létezik (2 — %)—approximéci(’)s algoritmus a Pm|prec|Chay fel-
adatra, ha ismert, hogy a precedenciagraf pontosan egy élbdl &ll. (Mell6zziik annak az
el6adason bizonyitas nélkiil kozolt ténynek a hasznalatat, miszerint a listas iitemezés
(2 — L )-approximaci6s algoritmus a Pm|prec|Ciay feladatra.)

A feladatok megoldasdhoz segédeszkdz nem hasznalhato. A rendelkezésre 4116 munkaidé 90 perc.

Nem sziikséges minden feladatot kiilon lapra irni, de kérjiik, hogy a beadott dolgozat szétvalaszthato
legyen 3 részre: az 1l-es/2-es, a 3-as/4-es, illetve az 5-6s/6-os feladatparokra.



A zarthelyi feladatok megoldasa

Az 1. feladat megoldasa.
a) A feladat max{cr : Az < b} alaku, ahol

,e=(1 -1 -1 -1 t).
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Ezért a feladat dudlisa min{yb : yA = ¢,y > 0}. Ezt részletesebben kiirva és az y = (y1, ya, Y3, y4) jelolést

alkalmazva: '
min{y; + 2y, + 3ys + 4ya}

ha

y1 =1

Y2 — 2y1 = —1
ys — 2y2 = —1
Ys — 2y3 = —1
—2y4 =1

Y1, Y2, Y3, Y4 = 0

b) Nyilvanvalé, hogy a primal feladat egyenlGtlenségrendszere megoldhaté (példaul z; = O,
i =1,2,3,4,5 megoldas). Igy az ismert tétel (Rendszeroptimalizalas kényv, 1.6. Tétel) szerint a primal
feladat célfiiggvénye akkor és csak akkor feliilr6l korlatos a megoldashalmazan, ha a dualis egyenl6tlen-
ségrendszere megoldhato.

A dualis felirasakor kapott elsé négy egyenletbsl adodik, hogy y1 = y» = ys = yu = 1. Igy az
Y1,Y2,Y3,ys > 0 feltételek az egyetlen szébajové dudalis megoldasra automatikusan teljesiilnek. Ezek
szerint a dualis rendszerének megoldhatésiga az utolso, —2y, = t egyenlettdl fiigg: latszik, hogy pontosan
a t = —2 értékre megoldhato.

Tehét a primél célfiiggvénye akkor és csak akkor feliilrl korlatos, ha t = —2.

A 2. feladat megoldasa. Elgszor megmutatjuk, hogy (1) és (2) egyszerre nem lehet megoldhato.
Tegyiik fel, hogy mégis és legyen x, illetve y egy-egy megoldas. Zarojelezziik kétféleképpen az yAx
szorzatot: 0 < (yA)z = y(Az) = yb < 0. (Itt 0 < (yA)z-hez felhasznaltuk, hogy yA > 0 és = > 0
hogy ez csak akkor valosulhatna meg, ha yb = 0 és (yA)x = 0 is fennallna. Ez azonban az y(A|b) # 0
feltétel miatt lehetetlen: ha yb = 0, akkor sziikségképp az yA sorvektor koordinatai kozétt kell legyen
nemnulla (azaz pozitiv) szam, amibdl = > 0 miatt (yA)z > 0 kovetkezik.

Tegyiik fel most, hogy (2) nem megoldhato; célunk belatni, hogy akkor (1) igen. Ha (2)-t fel tud-
nank irni ,hagyomanyos” egyenl&tlenségrendszer alakban, akkor alkalmazhatnidnk a Farkas-lemmét; de
az y(A|b) # 0 feltétel ezt latszolag lehetetlenné teszi. Azonban latszik, hogy ha a (2) rendszernek y
megoldasa, akkor « -y is megoldas tetszéleges a > O-ra. Igy az y(A|b) # 0 feltételt atfogalmazhatjuk:
yA >0, yb < 0 helyett irhatjuk, hogy y(—A|b) < 0; y(A|b) # 0 pedig nyilvan ekvivalens y(—A|b) # 0-val.
Ezek szerint az y(—A|b) sorvektor minden komponense nempozitiv és van koztiik negativ is. Igy a fenti
(v - y-ra vonatkozd) megfigyelés miatt feltehetjiik, hogy az y(—A|b) sorvektor koordinatéinak Osszege
legféljebb —1.

Osszefoglalva a fentieket: jeldlje 1 a ,csupaegy” oszlopvektort és legyen u = (—Alb) - 1 (vagyis a
(—Alb) oszlopainak Gsszege). Ha (2) nem megoldhaté, akkor nem megoldhatoé az y(—Alb) < 0, yu < —1
rendszer sem (hiszen yu = y((—A|b)1) = (y(—A|b))1 épp az y(—A|b) koordinatainak Osszege). Erre
pedig (transzponalas utédn) mar alkalmazhatjuk a Farkas-lemma szokasos alakjat (Rendszeroptimalizélés
konyv, 1.3. Tétel). Azt kapjuk, hogy létezik az x € R™, x > 0 vektor és a A\, u > 0 skalarok tgy, hogy
(—A)x + Ao+ pu = 0 és (—p) < 0. (Itt a Farkas-lemma altal garantalt (n + 2)-dimenzios oszlopvektor
utolso két (b-nek, illetve u-nak megfelels) koordinatajat jeloltiik A-val, illetve u-vel, az ezek elhagyaséaval
kapott oszlopvektort pedig z-szel.)



Itt pu = p(—AJb)1 = (—A)-(ul)+pub. Ezt a fentibe helyettesitve és atrendezve: A(xz + pul) = (A + p)b.
Mivel x > 0, A > 0 és p > 0 (utobbi (—u) < 0 miatt), ezért A+ > 0 és = + pul > 0. Ebbé] viszont

1
valoban kovetkezik, hogy (1) megoldhato: az P (x + pl) vektor megoldésa.
I

Megjegyzés. A feladat egy masik lehetséges megoldasanak alapgondolata a kovetkez6. Tekintsiik a kovet-
kez§ linearis programot: Ax = b, z > ul, max : u. (Ez egy n+ 1 valtozos feladat, x koordinatain kiviil p
is valtozo.) Ekkor a feladatbeli (1) rendszer akkor és csak akkor megoldhato, ha a fenti linearis program
rendszere megoldhato (ami ekvivalens Ax = b megoldhatosagéaval) és a maximumértéke vagy nem létezik,
vagy pozitiv. Alkalmazva a dualitastételt valoban a (2)-es rendszer megoldhatosagaval ekvivalens allitast
kapunk.

A 3. feladat megoldasa. Jeldlje a matrix oszlopait (ebben a sorrendben) a, b, ¢ és d. Lathato, hogy
ha x = 6, akkor ¢ = 2a; hasonlbéan, ha y = —3, akkor b = —2d. Az is konnyen latszik, hogy ha = # 6 és
y # —3, akkor a méatrix 4 oszlopa linearisan fiiggetlen. (Ugyanis egy elképzelt aa 4+ b+ yc + dd linearis
kombinéci6 els6 és harmadik koordinatajat csak a és ¢ hatarozza meg, a masodikat és a negyediket csak
b és d. Az el6bbi esetben példaul az a + 27, illetve 3a + z - 3 a két koordinadta, amik az x # 6 esetben
csak a = = O-ra adnak egyarant 0-t; a masodik esetre az ellenérzés hasonlé. Opcionélisan a métrix
determinénsa is konnyen kiszamithato: (z — 6)(2y + 6); 1atszik, hogy ez csak az = = 6 vagy az y = —3
esetben lesz 0.)

Igy az = # 6, y # —3 esetben M, , az U, 4 uniform matroiddal izomorf. Ez nyilvan grafikus: barmely
4 éli fa reprezentéalja. Ha = # 6, de y = —3, akkor a, b és ¢ fiiggetlenek (ez a fentihez nagyon hasonl6an
indokolhato). Igy a matroid ilyenkor is grafikus: reprezentalja egy 3 éld fa, amelynek az egyik élét két
parhuzamos éllel helyettesitjiik (ezek b-nek és d-nek felelnek meg). Az x = 6, y # —3 eset szimmetrikus:
M, -t ilyenkor is egy ugyanilyen graf reprezentalja, csak a parhuzamos élek a-nak és c-nek felelnek meg.
Végiil az x = 6, y = —3 esetben a és b fiiggetlenek, de ¢ és d rendre az elsével, illetve a mésodikkal parhu-
zamos. Igy a matroid ilyenkor is grafikus: reprezentalja egy 2 éli ut, amelynek mindkét élét helyettesitjiik
2-2 parhuzamos éllel.

A 4. feladat megoldasa. Mindkét matroid rangja 2 (hiszen 3 pontii, osszefiiggs grafok reprezentaljak
6ket), ezért mindkét Gsszegmatroid rangja lefoljebb 4 lehet. S6t, példaul az {1,4} és a {2,5} halmazok
mindkét matroidban fiiggetlenek, igy az {1,2,4,5} mindkét Gsszegmatroidban fiiggetlen; igy AV A és
AV B rangja is 4.

AV A-ban azonban nem minden 4 elemi halmaz fiiggetlen, hiszen az 1, 2 és 3 elemek koziil minden
A-beli fliggetlen csak 1-et tartalmazhat, ezért minden AV A-beli fiiggetlen legf6ljebb csak 2-t. Azonban
az {1,2,3}-at nem tartalmazo 4 elemtiek mind fiiggetlenek: 1, 2 és 3 koziil kettGt vilasztva az egyikhez
hozzévehetjiik a 3-at, a mésikhoz a 4-et; igy két kételemi fiiggetlent kapunk, amiknek az unidja AV A-
beli. Ezért AV A grafikus: reprezentélja az a graf, amit egy haromszogbdl kapunk gy, hogy ,lelogatunk”
rola két élet. (A haromszog élei felelnek meg 1-nek, 2-nek és 3-nak, a lelogatott élek 4-nek és 5-nek.)

AV B-ben viszont mar minden 4 elemi halmaz fiiggetlen. Ezt legegyszeriibb az 5 eset végigprobalasaval
ellendrizni: mar lattuk, hogy {1,2,4,5} = {1,4} U {2,5} és hasonloan {1,2,3,4} = {1,4} U {2,3},
{1,2,3,5} = {1,5} U{2,3}, {1,3,4,5} = {4,5} U{1,3} és {2,3,4,5} = {4,5} U{2,3} (ahol mindig bal
oldalra irtuk az A, jobbra a B-beli fiiggetlent). Igy AV B az Us 4 uniform matroiddal izomorf, ami ismét
grafikus: reprezentélja egy 5 éld kor.

Az 5. feladat megoldasa. Az algoritmus el8szor egy minimalis silyu feszit6fat keres, ez (mint az
mondjuk a Kruskal-algoritmus végrehajtasaval lathato) a sokszog oldalai koziil tartalmaz n — 1 darabot
(és persze mas élet nem). Ebben két paratlan foka csiics lesz, tehat a paratlan foka csicsokon vett
minimaélis 6sszsiily parositas a két (a sokszogon szomszédos) cstcs kozti élbdl all. Ezt a fahoz véve nem
csak Euler-kort, hanem Hamilton-kort is kapunk, tehat a levigasok utdn az élhalmaz valtozatlan marad:
épp a sokszog oldalaibél fog 4llni. Ez nyilvan az optimalis megoldas, hiszen pont az n legrévidebb élbél
all.

A 6. feladat megoldasa. Tekintsiik azt az L listas iitemezést, ahol a graf egyetlen élének kezdSpontja
(legyen ez Jy) az els6, a végpont (J,,) pedig az utolsé elem a listAban. Ez nyilvan polinomidlis, meg-
mutatjuk, hogy emellett approximéciés faktora legfeljebb 2 — % Az eredeti feladat egy tetszGleges B



bemenetének idGigénye legyen O PT, a feladat precedenciak nélkiili valtozatdhoz tartozo, egyéb paramé-
tereiben B-vel megegyez6 B’ bemenet idGigénye pedig O PT’. Ekkor nyilvan O PT' < OPT. Legyen ezen
kiviil L’ a B’ bemenethez tartozo listas iitemezés az L iitemezéshez tartozo sorrendben.

Ha az L’ iitemezésben J,, elkezdésekor Ji-gyel mar végeztiink, akkor az L és L' iitemezések nyilvan
ugyanannyi id6t igényelnek. Mivel L' approximacios faktora 2 — % és OPT" < OPT, ekkor kész vagyunk.

Ha az L' iitemezésben J, elkezdésekor .J;-gyel még nem végeztiink, akkor az L iitemezés a B bemene-
ten max(p; + pn, OPT") ideig fog tartani, ami optimalis, hiszen O PT" < OPT és nyilvan p; +p, < OPT,
igy ebben az esetben is készen vagyunk.



