Rendszeroptimalizalas
Poétzarthelyi feladatok — 2023. janius 1.

1. A G(F,L; E) teljes paros graf két pontosztalya legyen F' = {aj,as,as,aq,a5} és
L = {b1,bs,b3,b4,b5}. Az a;-t a bj-vel 6sszekotd él silya legyen a balra lathatd métrix
i-edik soranak és j-edik oszlopanak keresztez&désében &4ll6 elem (minden 1 < i,5 < 5
esetén). A maximalis Osszsulyu teljes parositast keres6 Egervary-algoritmust valaki mar
elkezdte futtatni G-re és ott tart, hogy az aktudlis M péarositds az {a1,b1}, {as, b}
és {ag, bs} élekbdl &ll, az aktudlis ¢ cimkézés pedig a jobb oldali tablazatban lathaté.
Fejezziik be az algoritmus futtatasat és adjuk meg az eredményként kapott maximalis
Osszsulyt teljes parositast.
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(A feladat tehat nem csak egy maximélis 6sszsulyu teljes parositas meghatarozasa, hanem
az algoritmus futdsanak a dokumentalasa a kozben keletkez6 minden adat megadasaval.)

2. Irjuk fel a jobbra ldthaté linedris egyenlétlenségrendszert

Az < b alakban, majd alkalmazzuk a Farkas-lemmat annak 7wy — 29 <3

a bizonyitasara, hogy a rendszer nem megoldhaté. (Vagy- 311 — 3+ 214 2 1
is adjunk meg egy vektort és mutassuk meg rola, hogy ez Ty — 2r3 + Trg < —2
a Farkas-lemma értelmében bizonyitja az Axr < b rendszer Ty — 3wz =1

megoldhatatlansagét.)

3. a) Irjuk fel a jobbra lathaté linedris programozé- max {5z + 9zs + 9z — 624}
si feladat dudlisat. (A felirds hasonlé alaku legyen, ha
mint a primal feladat felirasa, vagyis ne matrixos Ty -+ 209 4+ 373 — 14 < 1
alakot hasznaljunk.) Ty + 923 > 0
b) Igaz-e, hogy az x1 = 2, 29 = 23 = 0, 24 =1 21 + 319 — 35 — 224 < 1
valasztassal a (primél) feladat egy optimalis megol- 21> 0,29 > 0,23 > 0,24 > 0
dasat adtuk meg? .
4. a) Futtassuk le és dokumentaljuk a Steiner-fa probléma kozeli- 3 1
tésére tanult approximacios algoritmust a jobbra lathaté bemeneten d 1 ¢
T ={a,b,c,e} mellett. 1 5 1
b) Dontstik el, hogy a kapott kimenet optimalis Steiner-fa-e. a 1 b

5. Legyenek a,b, ¢ pozitiv egészek, melyekrdl annyit tudunk, hogy ¢ < log, ab. Az abe
szorzat eloallitdsara a kovetkez6 algoritmust szeretnénk hasznalni: 6sszeszorozzuk a-t
és b-t a szokasos irasbeli szorzassal, majd a kapott eredményt 6sszeadjuk onmagéaval c
példanyban. Dontsiik el, hogy ez az algoritmus polinomialis-e.

A feladatok megoldasdhoz segédeszkoz nem hasznalhatd. A rendelkezésre all6 munkaidé 90 perc. Minden
feladat 12 pontot ér. Az alairashoz sziikséges minimalis pontszam 24. Elégséges megajanlott jegyhez leg-
alabb 33, kozepeshez 42, johoz 51 pontot kell elérni. Kérjiik, hogy minden feladat kiilon lapra keriiljon.
A lapok tetején jol lathatéan legyen feltiintetve a név, a Neptun-kdd és a feladat sorszama.



Rendszeroptimalizalas
Pétzarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2023. junius 1.

Altaldnos alapelvek.

A pontozéasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az itmutaté minden
feladat (legaldbb egy lehetséges) megolddsénak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpontszamokat
kozli.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdasa azok alkalmazasa nélkil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez jut).

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy feladatra
tobb, egymastdl 1ényegesen kiilonb6zé megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhatd pontszam.
Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb
részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és
(lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta
helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megolddskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az atmutatoban szereplo részpontszamok szitkség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatoban leirttol
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér.

Az 1. feladat megoldasa. A megadott cimkézéshez tartozd ,szoros élek” meghatarozasaval kezdjik,
vagyis azokat az e = {a, b} éleket keressiik, amelyekre w(e) = c(a) 4 ¢(b) (ahol w(e) az e él stlyat jeloli).
Ezek a kovetkezok: {aq, b1}, {a1,ba}, {aq, b3}, {ag, ba}, {as, b1}, {as, b3}, {as, bs}, {aq, b} és {as, b1 }; 1ldsd

az aldbbi, bal oldali abrat. (1 pont)
(Latszik, hogy a megadott M péarositas élei — az abran vastag vonallal — is szorosak; ha ez nem igy volna,
az azt jelentené, hogy az algoritmus korébbi futdsa hibas volt.) (0 pont)

by ba bs by bs b by bs by bs
aq Q9 as Qg as aq Q9 as Qy as
Most M-bdl kiindulva a maximalis parositas keresésére szolgald javitd utas algoritmust futtatjuk a szoros

élek alkotta részgrafban. A parositatlan F-beli pontok: a4 és as. Lathato, hogy az as, by, aq, b3, as, bs
sorrendben bejdrva a csicsokat javitéutat kapunk; ementén javitva a kovetkez6 parositast kapjuk: {aq, b3},

{az,bo}, {as,bs}, {as, b1} (14sd a fenti, jobb oldali 4brat). (2 pont)
A most kapott M’ parositasra nézve mar nincs javitout a (jelenlegi) szoros részgrafban (példaul mert by-re
nem illeszkedik szoros él). (1 pont)

Ezért attériink a kovetkezé ¢ cimkézés meghatarozasara. A parositatlan F-beli, illetve L-beli cstcsok
halmaza Fy; = {a4} és Ly = {bs}. Az F1-bdl alternalé titon elérheté L-beliek halmaza Lo = {by}, mert
a4-bo6l csak bo-be vezet szoros él, ahonnan as-be lépve elakadunk. Az Lao-beliek M’ szerinti péarjainak
halmaza tehat F, = {as}. Igy a maradék F-beliek, illetve L-belick halmaza Fy = {ai,as,as}, illetve
Ly ={by1,b3,05}. (2 pont)
Az algoritmus miikodési szabalya szerint az Fy U Fy = {ag, a4} és az Ly U Ly = {by, b3, by, b5} halmazok
halmazok kozti élek mindegyikére ki kell szamitani a c(a) + ¢(b) — w(e) ,folosleget”, majd ezek minimumat
kell venni. A feladat adatait felhaszndlva az as-bél indulé (és Ly U Ls-ba mend) élek foloslegei rendre 2, 3,
2 és 3, az ay-bol indulo élek foloslegei pedig 3, 4, 3 és 4. Ezeknek a minimuma pedig § = 2. (1 pont)
Ezek utan a kovetkezd ¢ cimkézés meghatdrozasahoz Fy U Fy elemein 0-val csokkenteni, Ly elemein pedig
d-val novelni kell a jelenlegi cimkézést. Igy ¢ a kovetkezd:



(% . ap Q9 Az a4 as bl b2 bg b4 b5

dw) : 3 4 2 6 1 04255

(2 pont)

Ezzel az algoritmus teljes ciklusat végrehajtottuk, ismét a (most mar ’~hoz tartozd) szoros élek meghaté-
rozasaval folytatjuk. A fenti dbrdakon lathat6 szoros részgrafhoz képest harom véltozas torténik: {ay, bs}
megszlinik szorosnak lenni, (1 pont)
{az,b1} és {az, by} pedig 1j szoros élek (lasd az alabbi, bal oldali dbrat). (Ezek a véltozasok egyrészt ¢’-bél
és az élsulyokbdl kozvetlenil is kiolvashatdk, de a fentiekbdl is kovetkezik: {aq, b;} volt az egyetlen Fj és
Ly kozotti él, a 6 meghatarozasakor pedig a minimum az {ag, b1} és {as, by} éleken vétetett f61.) (1 pont)

b by bs by bs b by bs by bs

ay Q2 as Qy as ay Q2 as Qy as
Az j szoros részgrafban konnyen talalunk az M’-re nézve javité utat: ay, b, as, by. Ementén javitva M'-t
pedig mar teljes parositast kapunk: {aq,bs}, {ag, by}, {as, bs}, {as,be} és {as, b1} (14sd a fenti, jobb oldali
abrét). Igy ezzel (illetve a fenti ¢ cimkézéssel) all meg az algoritmus futésa. (1 pont)
Ha egy megold6 az algoritmus futtatasakor felcseréli F' és L szerepét (és igy a cimkék médositasakor az
L-beliekét csokkenti és az F-beliekét noveli), de egyébként helyesen jar el, az természetesen maximélis

pontszamot ér. (Ebben az esetben kétszer is mdédosulnak a cimkék a teljes parositas eléréséig és a végiil
kapott cimkézés is més lesz, de a kapott teljes parositas ugyanaz.)

A 2. feladat megoldasa. A rendszer matrixos alakja Az < b, ahol

7 -1 0 0 3
-3 0 1 =2 —1
A= 0 1 =2 7 és b=| -2 |. (2 pont)
0 1 -3 0 1
0 -1 3 0 -1

Mivel a Farkas-lemma szerint az Ax < b és az yA = 0, y > 0 és yb < 0 rendszerek kozil pontosan egy
megoldhato, ezért Ar < b megoldhatatlansagat egy olyan y sorvektor bizonyitja, amelyre yA =0, y > 0
és yb < 0. (1 pont)
Legyen y = (y1, Y2, Y3, Y4, ¥5). Ekkor a fentieket részletesen kiirva a kovetkezé feltételeket kapjuk:
Ty1—3y2=0

—_

(1)

Ezg —y1+y3—|<—y4—y3,=0

3 Y2 — 2y3 = 3(ys — ys) = 0

(4) 2y + Tys = 0 (2 pont)

(5) y120,92>0,y3>0, 94 >0, 95 >0

(6) 3yt — Y2 —2ys +yas —ys <0
Legyen y; = a valamilyen a > 0 értékre. Ekkor (1)-bél y, = %oz. (1 pont)
Ezt felhasznalva (4)-bél y3 = 2. (1 pont)
Ezekbdl és (2)-bél yy — ys = 0. (1 pont)
Ha viszont 1, ..., ys értékeit ugy vdlasztjuk, hogy az eddig kapott feltételeknek (és y4,ys > 0-nak) meg-
feleljenek, akkor ezekbél mér (3) automatikusan teljesiil: v — 300 — a = 0. (1 pont)
S6t, a > 0 esetén (6) is teljesiil: 3o — o — 3a + 30 = —3a < 0. (1 pont)
Igy a rendszer megoldhatatlansigat bizonyitja a Farkas-lemma értelmében minden, a fenti feltételeknek
megfelel6 vektor, példaul y = (3,7,2,1,0). (2 pont)

Ha egy megoldé (a matrixos alak felirdsa utdn) egyszertien megad egy helyes y-t és az Osszes feltétel fel-
irdsaval és ellenorzésével vildgosan megmutatja, hogy az helyes, az természetesen maximalis pontszamot
ér. Ha viszont az yA = 0, y > 0, yb < 0 feltételek felirasa és ellendrzése hidanyzik, akkor egy y puszta
megadasa nem ér pontot — fiiggetleniil attol, hogy az egyébként helyes vagy sem.
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A 3. feladat megoldasa. a) A megadott linedris programban a véaltoz6k nemnegativitasa is szerepel a
feltételek kozott, ezért érdemes azt max{cx : Ax < b,z > 0} alaktinak tekinteni, ahol

1 9 3 -1 1
A= 0 -7 -9 o |, o= 0 |,

1 3 -3 =2 1 (1 pont)
c= ( 5 9 9  —6 )

(Amint lathatd, a feltételek kozott szereplé 7xo + 9x3 > 0 egyenlStlenséget helyettesitettitk a (—1)-gyel
valé beszorzottjaval.)
Most a dudlist a tanult min{yb : yA > ¢,y > 0} alakban irhatjuk. Ezt részletezve:

min{y; + y3}

ha

y1+ys =9

2y1 — Tya + 3ys > 9 (5 pont)
3y1 — 9y2 — 3yz > 9

—y1 —2y3 = —6

y1 > 0,92 > 0,93 >0

A duélis felirasaért jaré 5 pontbdl minden lényeges elvi hiba (igy példaul egyenl6tlenségek helyett egyenle-
tek szerepeltetése, a nemnegativitasi feltételek elmaradasa, a célfiiggvény hianya vagy minimalizalas helyett
maximalizalas el6irdsa) 4 pont levonést jelentsen.

b) A megadott primdl megolddst a célfiiggvénybe helyettesitve kapjuk, hogy az azon felvett célfiige-
vényérték 10 — 6 = 4. A kérdés tehat az, hogy a primél feladat maximumértéke egyenlé-e 4-gyel. (1 pont)

Ha igy volna, akkor a dualitastétel miatt a dudlis minimuma is 4 volna (1 pont)
(hiszen ebben az esetben a primal feladat megoldhatdésiaga és a célfiiggvény feliilrél korlatossiga teljesiilne,
igy a dualitastétel alkalmazhat6 volna). (0 pont)
Ez azonban lehetetlen: a dudlis feladat els6, y; +ys > 5 egyenlStlensége miatt a dudlis célfiiggvény (vagyis
y1 + y3) értéke minden dudlis megoldason legalabb 5, igy a dudlis minimuma is legaldbb 5. (3 pont)
Igy a megadott primal megoldds nem optimélis. (1 pont)

A b) kérdésre egy masik helyes indoklas a kovetkezd: az x1 = 1, 9 = x3 = x4 = 0 valasztassal a primal
feladatnak egy olyan megolddsat adtuk meg, amin felvett célfiggvényérték 5. Igy a feladatban megadott
primal megoldds nem optimdlis (mert az azon felvett célfiiggvényérték csak 4).

(Megjegyezziik, hogy a b) kérdésre adott egyik megoldasbdl sem deriil ki, hogy a primal célfiiggvénye
feliilrol korlatos-e a megoldashalmazan; egyik indoklas sem zarja ki, hogy a primal maximuma ne létezzen.
A valbsdgban 1étezik és az értéke 5, de ennek a megmutatasara nincs sziikség egy teljes értékii megoldashoz.)

A 4. feladat megoldésa. a) Mivel nem teljes grafunk van, a bemenet nem metrikus, igy a megoldast
metrizélassal kell kezdentink.(Mashogy is indokolhatjuk persze, hogy a bemenet nem metrikus.) (1 pont)
Ehhez meg kell keresniink az 6sszes pontparra a par tagjai kozti legrovidebb utak hosszat, (1 pont)
de ebbdl valéjaban csak a T-beli cstcsok kozti legrovidebb uthosszakra lesz sziikség. (1 pont)
(Ha valaki kiszdmolja az 6sszes parra a legrovidebb utak hosszait (helyesen), az természetesen nem hiba,
jar ra az el6z6 2 pont.)

Ezek az (a,b), (a,¢), (a,e), (b, c), (b, e), (c,e) parokra rendre 1,2,3,3,4, 1. (Ezt nem kell indokolni.)(1 pont)
(Szamolasi hibaért csak akkor vonjunk le pontot, ha az T-beli csticsok kozt men6 élet érint.)

A metrizalds utdn ezek lesznek a kérdéses élek sulyai, (1 pont)
igy az algoritmus kovetkezo 1épésében, amikor a T altal feszitett részgrafban minimalis 6sszsilyu feszitofat
keresiink, a két 1 silyu és a 2 stlyu élet kell vdlasztanunk (mivel ezek fat alkotnak). (1 pont)
Most az ezen élekhez tartozo legrévidebb utakat kell megkeresniink az eredeti grafban, ezek a — b, ¢ — e,
a—d-—c, (1 pont)
végil ezen utak éleinek unigjaban (1 pont)
kell egy minimalis osszsulyt feszitofat keresntink, (1 pont)
ami az (a,b), (a,d), (c,d), (c, e) élekbdl 4ll, ez lesz a kimenet. (1 pont)

b) A kapott kimenet osszstlya 4, ez optimdlis lesz, mert az egyetlen Steiner-pontot (d-t) nem
tartalmazo Steiner-fak legalabb 5 silyiak, a d-t tartalmazok (vagyis a graf feszit6fai) kozt pedig a kapott
(csak 1 sulyt élekbdl 4ll6) feszitofa nyilvan minimalis sulyt. (2 pont)
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Az 5. feladat megoldasa.

A bemenet mérete (a fels6 egészrészeket elhagyva) n = loga + log b + log c. (2 pont)
Az a és b szamok szokdsos szorzasa természetesen polinomiélis idében megvalésithaté (a 1épésszam feliilrol
becsiilhetd n? alkalmas konstansszorosaval, de ezt nem muszdj taglalni). (1 pont)
Az ezt kovetden sziikséges Osszeadasok mind elvégezhetok polinom idében, (1 pont)
legalabbis az aktualis bemenet méretében, (1 pont)
ami sosem haladja meg a 2log abc = log a + log b + log ¢ = 2n-et. (1 pont)
Ezek utan vildgos, hogy a teljes eljaras akkor és csak akkor lesz polinomidlis, ha az 0sszeaddsok szama
polinomiélis. (2 pont)
Mivel ¢ — 1 Osszeadast végziink és ¢ < logab = loga + logb < n, az 6sszeadasok szama polinomidlis és igy
a teljes eljards is az. (4 pont)



