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Pétzarthelyi feladatok
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1. A G = (A B;E) teljes paros graf két pontosztdlya legyen A = {ai,aq, as, a4} és
B = {b1,b2,b3,b4}. Az a;-t a bj-vel 6sszekotd él stlya legyen az alabbi matrix i-edik sordnak
és j-edik oszlopanak keresztez6désében all6 elem (minden 1 <, j < 4 esetén). Futtassuk G-re
a maximalis Osszsulyu teljes parositas keresésére tanult Egervary-algoritmust és adjuk meg az
eredményként kapott maximalis Osszsulyu teljes parositast.

(A feladat tehat nem csak egy maximalis 6sszstlyu teljes parositds meghatarozasa, hanem az
algoritmus futdsanak a dokumentaldsa a kozben keletkezé minden adat megadasaval.)

2. a) Irjuk fel az aldbbi linedris programozasi feladat dudlisét. (A felirds hasonl6 alaku legyen,
mint a primdl feladat felirdsa, vagyis ne métrixos alakot hasznaljunk.)

b) A primél feladatot egy LP szolver programmal megoldva azt kaptuk, hogy a célfiggvény
(példaul) a valtozdk kovetkezd értékeire veszi fel a maximumat: 1 =0, 2o = 3, z3 = 1, x4 = 0.
Adjuk meg a dudlis feladat egy, a célfiiggvényt optimalizalé megoldasaban az y; dudlis valtozd
értékét.

max{2x; + xo — r3 + x4}

ha

921+ 329 — 423+ 5y < H
x4+ x5 — 323+ 214 > 0
17551 + X9 — 41'3 + 191‘4 < 0
21 20,00 20,23 > 0,24 >0

3. Egy probléma bemenete az x > 1 egész szam. Dontsiik el, hogy a problémara adott alabbi
lépésszamu algoritmusok polinomialisak-e.

a) (lOg x)logloglogac

b) (logloglog x)l8®

4. Igaz-e, hogy a halmazfedés problémara tanult approximaciés algoritmus csak egyféle kimene-
tet adhat, ha az 0sszes részhalmaz koltsége azonos, de az 6sszes részhalmaz mérete kiillonb6z67?

5. Legyenek egy 7 csicsu teljes graf csucsai az 1,2,3,4,5,6,7 szamok, az {i,j} él silya pedig
i+ j minden 1 <i,j < 7,7 # j esetén.

a) Mutassuk meg, hogy ez az élsilyozas metrikus.

b) Hajtsuk végre és dokumentaljuk a grafon az utazdiigynok probléma kozelitésére tanult
Christofides-algoritmust.

A feladatok megoldasdhoz segédeszkoz nem hasznalhatd. A rendelkezésre allo munkaidé 90
perc. Minden feladat 12 pontot ér. Az alairashoz sziikséges minimalis pontszam 24. Elégséges
megajanlott jegyhez legaldbb 33, kozepeshez 42, jéhoz 51 pontot kell elérni.



Poétzarthelyi feladatok — pontozasi ttmutato
2022. majus 17.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutatod célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az
utmutaté minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez
rendelt részpontszamokat kozli.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekintheto, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel
a dolgozatban. Igy példdul az anyagban szerepld ismeretek, definiciék, tételek puszta leirdsa
azok alkalmazédsa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a
megoldasban valéban szerephez jut).

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gon-
dolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldédsa volna kaphat6. Ha egy megol-
do egy feladatra tobb, egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az
egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldéas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyes-
sé kiegészithetd, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban
tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (lényeges) hibéat tartalmazé is, tovabbéd a dolgo-
zatbol nem dertl ki, hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éro
megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az utmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmuta-
toban leirttol eltéro jo megoldéas természetesen maximalis pontot ér.

Az 1. feladat megoldasa. Az algoritmus futtatdsat az inicializalassal kezdjiik: a kezdeti
parositas M = (), a kezdeti cimkézésben pedig a B-beli csticsok cimkéje 0, az A-belieké pedig a
rajuk illeszkedd élek silyanak maximuma:

(% . a1 Qg az a4 bl b2 b3 b4

cw) : 7 8 8 6 00 0 0

(1 pont)

Most meghatérozzuk a c-re nézve szoros élek grafjat (vagyis azokat az e = {a, b} éleket, amikre
w(e) = c(a) + ¢(b)); lasd az alabbi, bal oldali dbrat. Majd a szoros élek grafjdban maximalis
parositast keresiink (a javitéutas algoritmussal). A kapott M harom éli, lasd (példdul) az
alabbi, bal oldali d4bran vastagitott éleket. (1 pont)

a, a, a, a, a, a, a, a,
W %
b, b, b, b, b, b, b, b,
Ratértink a cimkézés modositasara. A parositatlan A-beli, illetve B-beli csicsok halmaza A, =
{as} és By = {bs}. Alterndl6 titon csak a by és ag csicsok érheték el, ezért ezek kozil az A-
beliek, illetve B-beliek halmaza A; = {as}, illetve By = {by}. Igy a maradék (alternalé tton
el nem érhet6, de parositott) A, illetve B-beliek halmaza A3z = {ay,as}, illetve By = {by,bs}.
(1 pont)
Az algoritmus miikodési szabdlya szerint az Ay U Ay = {ag, a4} és a By U By = {by, b3, b4}

halmazok halmazok kozti élek mindegyikére ki kell szamitani a c(a) + ¢(b) — w(e) ,folosleget”,
majd ezek minimumét kell venni. Itt az az-bél indulé (és By U Bs-ba mend) élek foloslegei rendre



3, 2 és b, az ay-bdl induld élek foloslegei pedig 2, 3 és 5. Ezeknek a minimuma tehat § = 2.
(1 pont)

Ezek utan a moédositott cimkézés meghatarozasahoz A; U Ay elemein d-val csokkenteni, Bs
elemein pedig d-val novelni kell a jelenlegi cimkézést. Igy a kovetkez6t kapjuk:

(% . ap Qg az aq bl b2 b3 b4

cw) : 7 8 6 4 0 2 0 0

(1 pont)

Ezzel az algoritmus egy teljes ciklusat végrehajtottuk, ismét a (mar médositott c-hez tartozo)
szoros élek meghatarozasaval folytatjuk. A korabbi szoros részgrathoz képest harom valtozas

torténik: egyrészt {ay, b} megsziinik szorosnak lenni, (1 pont)
masrészt {as, b3} és {aq, b1} 04j szoros élek (lasd az fenti, jobb oldali abrat). (1 pont)

(Ezek a valtozésok egyrészt a cimkézésbil és a megadott élsilyokbdl kozvetleniil is kiolvashatok,
de a fentiekbdl is kovetkezik: {ay, ba} volt az egyetlen Az és By kozotti él, a 6 meghatérozasakor
pedig a minimum az {as, b3} és {ay, b1} éleken vétetett fol.)

Az j szoros részgrafban a javitéutas algoritmus nem talal javitéutat (hiszen by-re nem illeszke-
dik él), igy most nem valtozik az M péarositas és a parositatlan csticsok halmaza sem: A; = {a4}
és By = {bs}. Viszont most mar minden mas cstcs elérhet6 alternalé tton (hiszen ay — by — a4
és ag — by — ag — by — ay is alterndl6 utak), igy Ay = {ay, as,as} és By = {b1,bs, b3} (valamint

A3z = B3 =0). (1 pont)
Ezért § meghatérozasahoz most az A; U Ay = A és a By U By = {bs} halmazok halmazok kozti
élek foloslegeit vizsgaljuk: 3, 2, 3, 3. Igy ismét § = 2. (1 pont)

A cimkézés 1jboli moédositasdhoz pedig az A; U As = A halmazon csokkentiink d-val, By =
{b1, b, b3} elemein pedig noveliink J-val:

v . ap Qg az aq b1 b2 bg b4

cv) 5 6 4 2 2 4 20

(1 pont)

A szoros részgrafban most csak egyetlen véltozas torténik: {ag, by} szorossa valtozik (lasd az

aldbbi, bal oldali abrat). (1 pont)
a, a, a, a, a, a, a, a,
b, b, b, b, b, b, b, b,

fgy viszont a javitoutas algoritmus mar talal javitéutat: ay — by — a3 — bs — as — by. Ementén
javitva (vagyis a parositott és parositatlan élek szerepét felcserélve) a fenti, jobb oldali 4bran
lathaté M parositast kapjuk. Mivel ez mar teljes parositas, ezért az algoritmus itt megall.
(1 pont)

A 2. feladat megoldasa.
a) A megadott linedris programban a valtozok nemnegativitasa is szerepel a feltételek kozott,
ezért érdemes azt max{cz : Ax < b,z > 0} alakinak tekinteni, ahol

9 3 -4 5 5
A= -4 -1 3 =2, b=]0],
17 1 —4 19 0 (2 pont)

c= (2 1-1 1)



(Amint lathato, a feltételek kozott szereplé 4z + w9 — 3x3 + 224 > 0 egyenlStlenséget helyet-
tesitettiik a (—1)-gyel valé beszorzottjéval.)
Most a dudlist a tanult min{yb : yA > ¢,y > 0} alakban irhatjuk. Ezt részletezve:

min{5y; }

ha

Yy — 4yo + 17y3 > 2

3yt — Y2 +ys = 1 (4 pont)

—4y, + 3ys — 4y > —1
5Yy1 — 2y + 19y3 > 1
y1 > 0,2 > 0,93 >0

A duélis felirdsaért jaré 4 pontbdél minden lényeges elvi hiba (igy példaul egyenlétlenségek
helyett egyenletek szerepeltetése, a nemnegativitasi feltételek elmaradasa, a célfiiggvény hianya
vagy minimalizalas helyett maximalizalas eléirdsa) 3 pont levonést jelentsen.

b) A megadott primal megoldést a célfiiggvénybe helyettesitve kapjuk, hogy a primal feladat
maximumértéke 1-3 4 (—1) -1 =2. (1 pont)
Mivel a feladat szovegébdl kideriil, hogy a primal feladat rendszere megoldhato és a célfiiggvénye
felillrél korlatos a megoldashalmazén (hiszen a feladat megad egy maximumbhelyet), ezért a

dualitastétel feltételei teljestilnek, igy az alkalmazhaté. (1 pont)
Kovetkezésképp a dudlis feladat minimumeértéke is 2. (2 pont)
Ebbdl tehat egy, a célfiiggvényt minimalizalé dudlis megoldasban 5y; = 2, vagyis y; = %
(2 pont)

A primadl feladatot felfoghatjuk max{cx : Ax < b} alaktnak is és erre haszndlhatjuk a dudlis
eredeti definicié szerinti alakjat, vagyis a min{yb : yA = ¢,y > 0} alakot. Ekkor a véltozdk
nemnegativitasat el6iré négy egyenlétlenség is az Ax < b rendszer része, vagyis A-nak és b-nek 7
sora van. Ennek megfelel6en a dudlis egy 7 valtozos linearis program — ami azonban a tanultak
szerint ekvivalens a fent kapottal (és erre is igaz, hogy egy optimdlis megolddsédban y; = %)
A 3. feladat megoldasa. A bemenet mérete (az egészrész jelet és a plusz 1-et hanyagolva)
n = log x. (Természetesen nem baj, ha valaki az egészrészt és a plusz 1-et nem hanyagolja el.)

(2 pont)
a) A kérdéses lépésszam a bemenet méretében megadva n'oslosn. (1 pont)
Mivel a kitev6 végtelenhez tart (ha n végtelenhez tart), (2 pont)
ezért n'°el°e” semmilyen c¢; és ¢, konstansok mellett sem korldtozhaté feliilrél c;nc2-vel, igy ez
a 1épésszam nem polinomidlis. (2 pont)
b) A kérdéses lépésszam a bemenet méretében megadva (loglogn)". (1 pont)
Kell6en nagy x (z > 2'°) esetén teljesiil, hogy loglogn > 2, (2 pont)
ekkor (loglogn)™ > 2" vagyis ez a lépésszam sem polinomialis. (2 pont)

(Ha 2" helyett beérjiik ¢"-nel valamilyen ¢ > 1 mellett, akkor x > 21 helyett elég x > 16 is.)

A 4. feladat megoldasa. Az éllitds nem igaz. (0 pont)
Legyenek az alaphalmaz elemei a,b,c,d, a részhalmazok {a,b,c}, {a,d} és {d}, mindhdrom
részhalmaz stlya legyen 1. Ez valoban lehet a probléma bemenete, hiszen a részhalmazok fedik
az alaphalmazt és a kivant feltételeknek is megfelelnek (méret, stly). Az algoritmus elészor azt
a halmazt véalasztja ki, amelyikre a legkisebb az egy (1j) elemre esé koltség, vagyis {a, b, c}-t.
A kovetkez6 1épésben az egy 1j elemre es6 koltség az {a,d} és a {d} halmaz esetében is 1,
igy mindkett6t valaszthatja az algoritmus. Barmelyiket valasztjuk is, a fedés elkésziilt, igy az
algoritmus véget ér. A kimenet tehat valoban tébbféle is lehet. (12 pont)
Ha valaki csak azt latja be, hogy az algoritmus tobbféleképp is lefuthat, de a példajabol kévet-
kezik a ténylegesen bizonyitandé allitas is, az 10 pontot kapjon. Akinek a példajabol ez nem



kovetkezik, az 7 pontot kapjon. Aki annyit allapit meg, hogy olyan példat kell keresnie, ahol
valamely 1épés soran tobbféle valasztasi lehetésége is lesz az algoritmusnak, az 2 pontot kapjon.

Természetesen rengeteg mas ellenpélda is van. Jo ellenpélda, megfelel6 indoklassal 12 pont. Jé
ellenpélda hidnyos indoklassal 2-11 pont (mindségtél fiiggéen), jé ellenpélda indoklds nélkiil 0
pont. Ha valaki megprobalja bebizonyitani az allitast és demonstralja, hogy érti az algoritmust,
akkor (meggy6z6 er6tdl fiiggéen) 0-2 pontot kapjon.

Az 5. feladat megoldasa. a) Az {i,j} és a {j,k} él osszstlya i + 25 + k, mig az {i,k} él
sulya i + k. Mivel k nem negativ (s6t, k > 1), az élsilyozas valéban metrikus. (2 pont)
b) Az algoritmus el6szér egy minimdlis Gsszstlya F' feszit6fat keres a Kruskal-algoritmus
segitségével, igy sorban az {1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{1,6}, {1, 7} éleket vélasztja. (2 pont)
A kovetkez6 lépésben a paratlan foku cstcsok altal feszitett részgrafban keres minimaélis
Osszsulyu teljes parositast. A paratlan foka csicsok a 2,3,4,5,6,7 és az ezen csucsokat
fedo teljes parositasok barmelyikének oOsszstulya ezen szamok Osszege lesz, igy mindegy, hogy

melyiket valasztjuk, vélasszuk pl. a {2,3},{4,5}, {6, 7} éleket. (3 pont)
Ezt kovetéen a  kapott élhalmazban Euler-korsétat kell keresniink, ez lehet pl.
1-2-3-1-4-5-1-6-7—-1. (2 pont)

Végiil az Euler-korsétat Hamilton-korré vagjuk le a tanult médon, vagyis az Euler-korsétan
végighaladva a legaldbb masodszor el6fordulé csticsokat (az utolsé cstcs kivételével) kihagyjuk
a csucsok fenti felsorolasabdl, igy az 1 — 2 —3 —4 —5 — 6 — 7 — 1 Hamilton kort kapjuk
kimenetként. (3 pont)

Konnyen lathato, hogy a grafban minden Hamilton-kor stlya azonos, mégpedig a csticsoknak
megfelel6 szamok Osszegének kétszerese. Ez a megfigyelés természetesen nem helyettesiti a b)
feladat megoldasat, de aki észreveszi és indokolja is, az kaphat ra 1 pontot, ha egyébként nem
a maximalis pontszamot kapna.



