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1. Mutassuk meg a Farkas-lemma segitségével, hogy az alabbi linearis egyenletrendszernek nincs
olyan megolddsa, amiben mind a harom valtoz6 értéke nemnegativ. (Vagyis adjunk meg egy olyan
vektort, ami a Farkas-lemma értelmében bizonyitja a rendszer nemnegativ szamokkal valé6 megold-
hatatlansagat.)

31’1 + X9 — 121’3 =7
4x1 4+ 319 — 1623 =9

2. Dontsiik el az alabbi allitasokrol, hogy igazak-e. Ha a valasz igen, akkor indokoljuk ezt meg; ha
nem, akkor adjunk ra konkrét ellenpéldat (és mutassuk meg réla, hogy az valéban ellenpélda).

a) Ha a primal linedris programozasi feladat egyenlétlenségrendszere megoldhatd, akkor a dudlis
feladat rendszere is megoldhato.

b) Ha a dudlis linearis programozasi feladat egyenlétlenségrendszere megoldhaté, akkor a primél
feladat rendszere is megoldhaté.

c¢) A primél és a dudlis linedris programozasi feladatok egyenlétlenségrendszerei koziil legalabb az
egyik megoldhato.

3. Egy kilenc csucsu G élsilyozott teljes graf csucsai legyenek a,b,c,d, e, f, g, h,i. Az ab,ac,ad, ae
élek sulya legyen 1, az Osszes tobbi él sulya legyen 3. Hajtsuk végre és dokumentaljuk a Steiner-fa
problémaéra tanult kozelité algoritmust a grafra T'= {b, ¢, d, h} esetén.

« /ey

algoritmus egy olyan lefutasat, melyre nem kapunk optimalis megoldast.

5. Egy probléma bemenete az (a,b) pozitiv egészekbdl all6 széampér. Dontsiik el, hogy az aldbbi
lépésszamu algoritmusok koziil melyek polinomialisak.

a) vb
b) '=%/log 2b

Minden feladat 12 pontot ér. Az alairashoz sziikséges minimalis pontszam 24. Elégséges megajanlott
jegyhez legalabb 33, kozepeshez 42, johoz 51 pontot kell elérni.
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Altaldnos alapelvek.

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
taté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd
gondolat egy attekintheto, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy példdul az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa
nélkill nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban
szerephez jut).

Részpontszam jar minden olyan 6tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Ha egy megoldd egy
feladatra tobb, egymastol lényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legféljebb az egyikre ad-
haté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisér-
let kozott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a
megoldo melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az ttmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthaték. Az ttmutatoban
leirttél eltérd jo megoldas természetesen maximéalis pontot ér.

Az 1. feladat megoldasa. A rendszer matrixos alakja Az = b,z > 0, ahol

31 -12\ ., (7
A_<43—16> és b—<9>. (1 pont)
A Farkas-lemma (méasodik alakjanak) értelmében az Ax = b,z > 0 rendszer megoldhatatlansagat
egy olyan y = (y1,y2) sorvektor bizonyitja, amire yA > 0 és yb < 0. (2 pont)

Ezt részletesen kiirva a kovetkezo feltételeket kapjuk:

(1) 3y1 +4y, > 0

(2) Y1+ 3ys > 0
(3) —12y; — 16y, > 0 (3 pont)
(4) 791 + 9y, <0

(3)-at (—4)-gyel osztva 3y; + 4ys < 0, amibél (1)-gyel egyiitt 3y; + 4y2 = 0 kovetkezik. Ebbél
Yo = —%yl, amit egyrészt (2)-be helyettesitve azt kapjuk, hogy —%yl > 0, vagyis y; < 0; mésrészt
(4)-be helyettesitve azt kapjuk, hogy 1y; < 0, vagyis y; < 0. (3 pont)
fgy a rendszer megoldhatatlansdgat bizonyitja a Farkas-lemma (mésodik alakjanak) értelmében min-
den, az y; < 0 és yo = —3y; feltételeknek megfeleld y = (yi, yo) vektor, példaul y = (—4,3) is (amit
az (1)-(4) feltételek gyors kiprobalasaval ellenérizhetiink). (3 pont)
A Farkas-lemma mésodik alakjanak kimondésa az altalanos alapelveknek megfelelden 6nmagaban
nem ér pontot (igy nem jar érte a masodikként irt 2 pont sem), csak akkor, ha a helyes alkalmaza-
sara valo torekvés a megoldasbdl latszik. A masodikként irt 2 pont tehat annak a felismeréséért jar,
hogy ebben a helyzetben a Farkas-lemma masodik alakja alkalmazhato és az egy, a fentebb irtnak
megfelel6 tulajdonsdgi y vektor keresését teszi szitkségessé. Ha egy megoldd az (1)—(4) feltételek
részletes kifrdsa helyett megad egy helyes y vektort (példdul y = (—4, 3)-at) és a Farkas-lemma ma-
sodik alakjanak a feltételeit erre (j6l lathatéan) leellendrzi, az maximalis pontot érhet (akkor is, ha
y meghatarozdsédnak a lépéseit a fentiek szerint nem dokumentélja).



Az 1. feladat egy masik megoldasa azonos a fentivel a pontozas szerinti elsé 142 pontig. Innen:

A feladat megoldhat6 az el6adason tanult geometriai médszerrel is (mert A-nak csak két sora van).
Ha A oszlopait sorra a, a,, as jeloli, akkor ezeket és b-t abrazolva latszik, hogy az a;-kbdl nemnegativ
egyltthatds linedris kombindcioval kifejezheté = vektorok halmaza (vagyis az Az = b, x > 0 rendszer
megoldashalmaza) az y = %x egyenletii egyenes f6lotti félsik, ami b-t nem tartalmazza (és aminek a,
és as a hataran, a, a belsejében van). (2 pont)
Igy a tanultak szerint az yA > 0, yb < 0 rendszer megolddsa lesz minden olyan y, ami egy
olyan, origbn atmend e egyenesnek a megoldashalmaz irdnyaba mutaté normaélvektora, ami a
megoldashalmazt b-tél elvdlasztja (vagyis az e altal hatarolt félsik a megoldashalmazt tartalmazza,

de b-t nem). (2 pont)
Ebben az esetben egyetlen ilyen e egyenes van és az éppen az y = %:17 egyenes, (2 pont)
aminek az y = (—4,3) vektor (vagy ennek béarmilyen pozitiv skalarszorosa) a megoldashalmaz
irdnyaba mutaté normalvektora, igy az yA > 0, yb < 0 rendszer megoldasa. (3 pont)

A 2. feladat megoldasa.
a) Az allitds hamis. Példa erre a max{cz : Az < b} feladat az A = (1 1), b = (1) é

c= < 01 ) valasztassal. Valoban, a primal rendszere itt x; + zo < 1, ami nyilvdn megoldhato;

a dudlis min{yb : yA = ¢,y > 0} feladat rendszere pedig y; = 0, y1 = 1, y; > 0, ami pedig nyilvan
nem megoldhato. (4 pont)

—1 2
¢ = (1) vélasztassal. Valéban, a dudlis min{yb : yA = ¢,y > 0} feladat rendszere itt y; — yo = 1,
y1 > 0, yo > 0, ami nyilvin megoldhaté (példaul y; = 1, yo = 0); a primal rendszere pedig z; < 1,
—z1 < —2, ami pedig nyilvin nem megoldhaté (mert az utébbi feltételbél x; > 2). (4 pont)

b) Az allitds hamis. Példa erre a max{cx : Ax < b} feladat az A = < : ), b = ( _1 ) és

-1 -1 2
c= ( 01 ) valasztassal. Valoban, a primal rendszere itt xy + 2o < 1, —z7; — x5 < —2, ami nyilvan
nem megoldhaté (mert az utébbi feltételbdl z + xzo > 2). A dudlis min{yb : yA = ¢,y > 0} feladat
rendszere pedig y1 —yo = 0, y1 —y2 = 1 y3 > 0, y2 > 0, ami szintén nem megoldhatd (mert a két
egyenlet ellentmond egymaéasnak). (4 pont)

c¢) Az &llitds hamis. Példa erre a max{cz : Az < b} feladat az A = ( - ), b= ( _1 ) és

Természetesen mindharom esetben rengeteg jo ellenpélda létezik. A harom részfeladatért jaré 4 pon-
tos részpontszamok csak kiilonosen indokolt esetben oszthatdk tovabb; példaul kisebb pontatlansag
esetén (legfoljebb) 1 pont levonhaté, a priméal/dudl rendszerek megoldhatésaganak vagy nem megold-
hatésaganak hianyos indoklasaért ennél tobb is. Nem ér viszont pontot énmagaban sem az allitasok
hamissaganak a deklaralasa, sem egy konkrét LP feladat felirdsa (fiiggetlentil att6l, hogy az az adott
allitasra jo ellenpélda-e), sem annak a dudlisdnak a felirdsa. Részpontszam csak abban az esetben jar,
ha a leirtakbdl kidertil, hogy a megoldé az adott allitas hamis voltarél valéban meggy6z6dott. Ha egy
megoldé egy részfeladatban a dudlis felirdsdban lényeges elvi hibar vét (igy példaul egyenletek helyett
egyenlotlenségeket ir vagy forditva, elhagyja a nemnegativitasi feltételeket vagy a célfiiggvényt vagy
minimalizalas helyett maximalizdlast ir el6), az az adott részfeladatra nem kaphat pontot.

A 3. feladat megoldasa. A bemenet nem metrikus, mert pl. a bc él silya 3, mig az ab és ac élek
sulyoszege csak 2. (1 pont)
Az elsé 1épéstink tehat a metrizalas kell legyen. (1 pont)
(Az els6 2 pontot adjuk meg annak is, aki nem vizsgalja, hogy metrikus-e a bemenet, hanem auto-
matikusan a metrizalassal kezdi az algoritmust, feltéve, hogy az nagyjabdl helyes.)

Ehhez meg kell keresniink az Gsszes pontpéarra a par tagjai kozti legrovidebb utak hosszat, (1 pont)
de ebbdl valéjaban csak a T-beli cstcsok kozti legrovidebb uthosszakra lesz sziikség. (1 pont)



(Ha valaki kiszdmolja az Osszes parra a legrovidebb utak hosszait (helyesen), az természetesen nem
hiba, jar ré az el6z6 2 pont.)

A kérdéses uthosszak a be, bd, cd parok esetén 2, a hb, he, hd parok esetén 3. (1 pont)
A metrizdlds utdn ezek lesznek a kérdéses élek stlyai, (1 pont)
igy az algoritmus koévetkezo lépésében, amikor a T altal feszitett részgrafban minimalis Ossz-
sulyu feszitofat keresiink, két 2 sulyu és egy 3 sulyu élet fogunk valasztani, legyenek ezek pl.

be, ed, dh. (1 pont)
Most az ezen élekhez tartozd legrovidebb utakat kell megkeresniink az eredeti grafban, ezek
b—a—cc—a—d,d—h, (2 pont)
végiil ezen utak éleinek unigjaban (1 pont)
kell egy minimélis sszsulyt feszitéfat keresniink, (1 pont)
ami a ba, ca, da, hd élekbél all, ez lesz a kimenet. (1 pont)

Az utolsé el6tti pont akkor jar, ha a megoldo tisztaban van vele, hogy a kapott élhalmaz egy feszito-
fajat kell megadni. Ha csak azért nem veszi be az Gsszes élet (vagy felmeriil ennek a gyanija), mert
akkor parhuzamos élek lennének a kimenetben, akkor még nem jar a pont.

A 4. feladat megoldasa. A bemenetként kapott graf paros graf, (1 pont)
mert a kozépsé csics szomszédait 1-es, minden mas csicsot 2-es szinnel szinezve jo szinezést ka-
punk. (1 pont)
A probléma optimalis megoldasa tehat a graf sszes élét tartalmazza. (1 pont)

A maradék 9 pontbdl 7 jar az algoritmus helyes és kelloen dokumentalt futtatasaért és 2 annak meg-
allapitasaért, hogy nem kaptunk optimalis megoldast, mert nem minden él keriilt be a kivalasztott
részgrafba. Ha ez utébbi allitds nem teljesiil (vagyis sikertilt futtatni és dokumentdlni az algoritmust,
de az eredmény a feladat kérésével szemben optimaélis lett), akkor erre a részre legfeljebb 3 pontot
adjunk. Ha valaki helyesen futtatja az algoritmust, de teljesen hianyzik a dokumentacié, akkor a 7
pontbdl legfeljebb 2 adhato, részleges dokumentéacié esetén mindségtdl fiiggden 3-6 pontot adjunk.

Az 5. feladat megoldasa. A bemenet mérete n = |loga| + 1 + |logb|. (Nem baj, ha valaki az
egészrészeket és plusz 1-eket elhanyagolva adja meg a méretet és késébb is ezt hasznalja.) (2 pont)

a) Megmutatjuk, hogy a 1épésszam nem polinomidlis. (0 pont)
Ehhez elég azt megmutatni, hogy pl. @ = 1,b = 2F esetén nem lesz polinomialis a lépésszam.
(2 pont)

A bemenet mérete ekkor n = k + 2. (1 pont)
A lépésszam /b = 28 = 272 ami exponencidlis n-ben, (1 pont)
igy csakugyan nem polinomilis. (1 pont)
b) Megmutatjuk, hogy a lépésszam polinomiélis. (0 pont)

1°g2\°/10g2b§ \/loga: \/1+10ng \/Uogaj +1+logh < V/n,

(3 pont)
ahol az els6 egyenl6tlenség a > 1 és b > 1 miatt teljesiil (ha csak a-rél ir valaki, még adjuk meg a
pontot). (1 pont)

A lépésszamot igy felilrol tudtuk becstilni a bemenet méretének egy polinomjaval, amivel az allitdst
belattuk. (1 pont)



