Rendszeroptimalizalas
Poétzarthelyi feladatok

a koronavirus jarvany idején zajlé tavoktatashoz

2020. majus 12.

1. a) [rjuk fel az aldbbi linedris programozasi feladat duélisat. (A felirds hasonl6 alaki legyen, mint
a primél feladat felirdsa, vagyis ne matrixos alakot hasznéljunk.)

b) Igaz-e, hogy az 1 = 9, 5 = 1, 23 = 0, 24 = —1 valasztassal a primél, az y; = 3, yo = 0, y3 = 2
valasztassal pedig a dudlis feladat egy-egy megoldasat, illetve optimalis megoldasat adtuk meg?

max{—3x; — 4xy + bxg + 224}
ha

T — X3+ 2wy > 7

201 — Dxy — 14 > 2

209 — x5 — 414 > 6

2. Tekintsiik a kovetkezo minimalis koltségii folyam feladatot: az aldbbi abran lathato grafban ke-
resiink az s-bdl t-be mend, legaldbb 4 értékii folyamok kozott minimalis koltségiit, ha az élekhez
tartoz6 c(e) kapacitds és k(e) koltség értékek az alabbi tabldzatban lathatok. Irjuk fel ezt a felada-
tot linedris programként (vagyis adjunk meg egy olyan linedris programozasi feladatot, amelynek
a megoldasa ekvivalens a megadott minimalis koltségii folyam feladattal). A linedris programot ne
méatrixos alakban adjuk meg, hanem a véltozdk, a feltételek és a célfiiggvény (1. feladatban latotthoz
hasonlé alaki) kifrasaval.

e . €1 €9 €3 €4 €5 €g €7

cey 3 2 1 2 2 2 3
k) : 3 2 1 3 1 1 3

A folyam feladatot tehat mem sziikséges megoldani, a feladat csupan a linearis programként vald
megfogalmazas.

3. Totélisan unimoduldrisak-e az aldbbi métrixok? (A két matrix kozott csak a jobb felsd sarokban
all6 elemben van kiilonbség.)
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4. Tekintsiik az {a,c,d,e,f,g,h,i,k,1,m,n,0,p,r,s,t,v} betithalmazt, és az elemeibdl képzett
alabbi szavakat, mint részhalmazokat (a szavak utani zaréjelben 1év6 szam jelenti az adott halmaz
koltségét):

tim (3), phil (3), margo (3), dave (4), vector (4),
mark (5), agnes (5), edith (6), nefario (6), perkins (6)

Hajtsuk végre ezen adatokkal a halmazfedés problémara tanult kozelito algoritmust.

5. Mutassuk meg a maximalis élszdmu paros részgraf keresésére tanult elsé approximacios algorit-
musrél (amely a csicsok kettéosztdsaval kezdédik), hogy teljes graf bemeneten futtatva optimélis
eredményt ad.

Minden feladat 12 pontot ér. Az alairashoz sziikséges minimélis pontszam 24. Elégséges megajanlott
jegyhez legaldbb 33, kozepeshez 42, jéhoz 51 pontot kell elérni.
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Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
taté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd
gondolat egy attekintheto, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy péld4ul az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa
nélkill nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban
szerephez jut).

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megolddsa volna kaphat6. Ha egy megold6 egy
feladatra tobb, egymastol lényegesen kiilonb6zo megoldast is elkezd, akkor legféljebb az egyikre ad-
haté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisér-
let kozott van helyes és (lényeges) hibéat tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a
megoldo melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszédm 0).

Az Gtmutatéban szereplo részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthaték. Az ttmutatoban
leirttél eltérd jo megoldas természetesen maximaéalis pontot ér.

Az 1. feladat megoldésa. a) A megadott linedris program max{cz : Az < b} alaku, ahol

1 0 1 -2 _7
A= | -2 50 1|, b6=|-2],
0 -2 1 4 6 (1 pont)

c= (-3 -45 2)
A dudlist a tanult min{yb : yA = ¢,y > 0} alakban irhatjuk. Ezt részletezve:
min{—"7y; — 2y, — 6y3}

ha

—Y1 — 2y = 3

Sys — 2y3 = —4 (4 pont)
1 +ys =95

—2y1 +y2 +4ys =2
1 Zoay2 2079320

A dudlis feliraséért jaré 4 pontbél minden lényeges elvi hiba (igy példaul egyenlétlenségek helyett
egyenletek szerepeltetése, a nemnegativitasi feltételek elmaradasa, a célfiiggvény hidnya vagy mini-
malizalas helyett maximalizdlds el6irdsa) 3 pont levonast jelentsen.

b) Behelyettesitve a primal és a dudlis rendszerébe a megadott értékeket azt kapjuk, hogy
minden feltétel (beleértve a duédlis valtozok nemnegativ értékiiségét is) teljesiil. gy mindkét esetben

megoldast kaptunk. (1 pont)
Mivel a megadott primal megoldason a célfiiggvényérték —33, ezért a primal maximuma legalabb
—33. (2 pont)
Mivel a megadott dudlis megoldason is a célfiiggvényérték —33, ezért a dualis minimuma legféljebb
—33. (2 pont)

Mivel a dualitastétel értelmében a primal maximuma és a dudlis minimuma egyenlo, ezért ez a kozos
érték csak —33 lehet. Ebbdl kovetkezik, hogy mindkét megadott megoldas optimalis. (2 pont)



Ne vonjunk le pontot azért, ha a megoldé nem hivatkozik arra (bar ez elvileg sziikséges volna),
hogy a dualitastétel alkalmazhatd, mert a primal megoldhatd és a dudlis megoldhatdsaga miatt
a célfiiggvénye feliilrol korlatos. Ha egy megoldd észreveszi, hogy a kozos célfiiggvényérték —33,
de ebbdl a ténybol nem tud meggy6z6 indoklast adni arra, hogy a megadott megoldasok miért
optimélisak, akkor ez a megfigyelés 6nmagaban 6sszesen csak 1 pontot érjen (a b) feladatra adhatd
utolsé 6 pontbdl). Az utolsé 2 pontért nem feltétlen szitkséges a dualitastételre hivatkozni, elég arra
a gyengébb allitasra is, hogy a primal maximumértéke legfoljebb a dudlis minimumértéke (mert a
fenti gondolatmenetbél méar igy is kovetkezik, hogy mindkét megoldas optimalis).

A 2. feladat megoldasa. A minimalis koltségii folyamfeladat tanult definicioja szerint minden élhez
bevezetiink egy valtozot: x; jeloli az e; élen a folyam értékét minden 1 < i < 7 esetén. (2 pont)
Az a, b és c csicsokra fel kell kell irnunk a folyammegmaradési feltételeket:
T3+ Ty —T1 = 0
Teg — Ty — X5 = 0 (2 pOHt)
Ts+ 27— 29 —x3 =0
Minden élre fel kell irnunk a ra vonatkozd kapacitas feltételt:

Tt S 3
T2 S 2
T3 S 1
xy <2 (2 pont)
T5 < 2
T < 2
Ty S 3
Minden élre fel kell irnunk a nemnegativitasi feltételt: 1 > 0, x9 > 0, 23 > 0, x4 > 0, x5 > 0, x5 > 0,
x7 > 0. (2 pont)
El6 kell frnunk, hogy a folyam értéke legaldbb 4 legyen: zy + x5 > 4. (2 pont)
Végiil fel kell irnunk a célfiiggvényt, az 6sszkoltség minimalizalasat:
min{3x; + 2xo + w3 + 3x4 + 5 + T + 327} (2 pont)

Ezzel az LP feladat felirasa teljes. A folyam értékére vonatkozo feltétel x1 + x5 > 4 helyett lehet
x1 + x9 = 4, vagy akar (t-nél mérve) xg + x7 > 4 vagy z¢ + x7 = 4 is.

A 3. feladat megoldasa.
a) Ez a métrix egy irdnyitott graf illeszkedési matrixa — mégpedig a 2. feladatban latott irdnyitott

grafé. (Az oszlopok sorban az eq,...,e; éleknek, a sorok dbécé szerinti sorrendben a csicsoknak
felelnek meg). (3 pont)
Igy a tanult tétel értelmében ez a matrix totalisan unimoduléris. (3 pont)

b) Az 1. és 3. sorok, illetve a 3. és 7. oszlopok keresztez6désében kialakulé négyzetes részmétrix
11

11 ) (2 pont)
aminek a determinansa 2. (2 pont)
Igy definici6 szerint ez a matrix nem totalisan unimoduldris. (2 pont)

(Ennek a részmatrixnak a megtaldldsat segiti, hogy az a) feladat megoldésabol kovetkezéen minden
olyan részmatrix determinansa, ami nem tartalmazza az elsé sort vagy az utolsé oszlopot 1, —1 vagy
0 kell legyen.)

A 4. feladat megoldasa. Az algoritmus mindig azt a részhalmazt valasztja ki, amelyre a leheto
legkisebb a halmaz koltségének és az ijonnan lefedett elemek szamanak hanyadosa. (5 pont)
A fenti 5 pont annak jar, aki ténylegesen a leirtak szerint probéal meg eljarni (itt és a késébbiekben
sem baj, ha valaki a reciprok értéket 6hajtja minimalizdlni). Aki csak (helyesen) kimondja, hogy mit
kéne csinalni, de nem csinalja, vagy nem azt csinalja, az 2 pontot kapjon.

Az els6 1épésben a margo részhalmazt kell vdlasztanunk, mert ennek a legkisebb az egy 1j elemre

es6 koltsége (2). (1 pont)
Ezt kévetéen a phil részhalmaz jon, % koltséggel. (1 pont)
A kovetkez6 halmaz a vector kell legyen, ez ijabb 4 elemet fed le, 4 koltséggel, (1 pont)
majd a perkins halmaz kdvetkezik, itt a hanyados $. (1 pont)



Az ezt kévetd 1épésben a dave halmazra lesz minimalis a hdnyados (4), (1 pont)

az utols6 bevélasztott sz6 pedig a nefario, 6-os értékkel. (1 pont)
A kapott fedés tehéat: {margo, phil, vector, perkins, dave, nefario}, koltsége 26 (a koltséget
nem kell kiszdmolni). (1 pont)

Az 5. feladat megoldasa. N csicsu teljes graf esetén a maximélis élszamu paros részgrafot akkor
kapjuk, ha a két osztaly méretének kiilonbsége legfeljebb 1, vagyis paros N esetén a két osztaly
ugyanakkora, paratlan N esetén a méretiik kiilonbsége 1. A kérdéses élszam L%J . (%1 (2 pont)
Bar a bizonyitas a legkevésbé sem bonyolult, a hianyaért ne vonjunk le pontot, viszont ha valaki be is
bizonyitja az allitast, annak adhatunk plusz 2 pontot, persze csak amig a feladatra kapott pontszama
nem lépi tul a 12-t.

Az els6 algoritmus tetszéleges modon két osztdlyra bontja a graf ponthalmazat, (1 pont)
majd megvizsgalja, hogy van-e olyan pont, amelybdl a mésik osztalyba kevesebb él megy, mint a
sajat osztalyaba. (1 pont)
Ha van ilyen pont, akkor azt &tteszi a masik osztélyba. (1 pont)
Ezt az eljarast ismétli, amig minden cstcsra igaz nem lesz, hogy legalabb annyi él megy beldle a
masik osztalyba, mint a sajatjaba. (1 pont)
Teljes graf esetén ezért az atrakasok pontosan addig folytatédnak, amig a két osztaly méretének
kiilonbsége legfeljebb 1 nem lesz, (1 pont)
hiszen egyrészt ekkor mar ledll az algoritmus, (2 pont)
masrészt ennél korabban nem allhat le, (1 pont)

hiszen amig a kiilonbség legalabb 2, addig a nagyobb osztalyban 1év6 csiicsokbol tobb él megy a
masik osztalyba, mint a sajatjukba. (2 pont)



