Nagy hazi feladat a Rendszeroptimalizalas targy
Linearis- és egészértékii programozas anyagrészébol

A feladat leirasa

Az LP/IP anyagrészbdl kiadott nagy hazi feladat a megoldotol azt kivanja meg, hogy a feladatban
kittizott problémét megfogalmazza (vagyis modellezze, formalizalja) linearis vagy egészértéki prog-
ramozasi feladatként, ezt megoldja valamilyen LP /TP megoldé programmal, majd a kapott megoldast
az eredeti feladat szovegének megfelelGen értelmezze.

Mindez részletesen a kovetkezs 1épéseket jelenti:

Az LP/IP feladat valtozdinak bevezetése

A valtozok alkalmas megvalasztasa a legfontosabb 1épés a sikeres modellezés érdekében. Olyan
valtozokat célszerti bevezetni, amelyek értékének az ismeretében valaszt tudnank adni a prob-
lémaban megfogalmazott kérdésre. Fontos, hogy a valtozok deklaralasakor pontos, vilagos meg-
fogalmazasokra torekedjiink. (Példaul az x5 = 3. termék” megfogalmazas homaélyos, félreviszi
a megoldast. Helyette az ,x3 = a 3. termékbdl gyartandd mennyiség tonndban mérve” vagy az
»,T3 = a 3. termék gyartasara forditando idG a kovetkezd gyartasi periodusban, 6raban mérve”
megfogalmazasok mar pontosak, segitik a megoldast.)

Az LP/IP feladat egyenlet- és egyenlGtlenségrendszerének a meghatérozasa

A feladat szovegébdl fakado feltételeket kell megfogalmazni a deklaralt valtozokra felirt linearis
egyenletek és egyenl6tlenségek formajaban. Fontos meggy6z6dni rola, hogy a felirt feltételek
valoban linearisak — kiilonben az LP/IP feladatokra hasznalhaté algoritmusok nem lesznek
hasznalhatok a probléma megoldasara. Ha egyes valtozokra nemnegativitési feltételeket (vagy
példaul felss korlatokat) kivanunk el6irni, ezek is linearis egyenlGtlenségekkel megfogalmazhato
feltételek, igy ezekrdl se feledkezziink meg itt gondoskodni.

Az LP/IP feladat célfiiggvényének meghatarozéasa

[tt is fontos meggy6zGdni rola, hogy a felirt célfiiggvény valoban linearis és igy belefér az LP /TP
hatokorébe. Annak a deklaralasarol sem szabad elfelejtkezni, hogy a célfiiggvény minimalizalasa
vagy maximalizalésa felel meg a feladat szovegének.

Annak deklaralasa, hogy a valtozok egészértékiiek vagy tetszéleges valos értéket felvehetnek

Az IP feladatokban a valtozok egészértékiisége is deklaralhato, az LP feladatok esetében ez nem
lehetséges. Mivel az IP feladatokat megoldé algoritmusok sokkal kevésbé hatékonyak (hiszen
az I[P NP-nehéz feladat, mig az LP polinomialis algoritmussal is megoldhat6 probléma), ezért
hacsak lehet, érdemes elkeriilni az egészértékiiségi feltételek felvételét — de persze sok esetben
ez lehetetlen.

A kapott LP vagy IP modell megoldasa szamitogéppel

Szamos ingyenes LP /TP megold6 szoftver elérhets a neten, ezek barmelyike hasznalhato a fel-
adat megoldasahoz. Az utols6 szorgalmi héten az elGadason latni fogjuk, hogy a Microsoft Fxcel
program Solver nevii add-inje, illetve az abban implementalt ,Simplex LP” algoritmus hogyan
hasznalhato LP és (nem tul nagy méreti) IP feladatok megoldasara. A nagy hézi feladat ter-
mészetesen ezt hasznalva is megoldhato. (Megjegyezziik, hogy az Excel altal hasznéalt ,Simplex
LP” elnevezés némileg félrevezetd: a szimplex algoritmus val6jaban csak linearis programozasi
feladatok megoldéasara alkalmas. Azonban az Excelben implementalt algoritmus egy erre épiild,
Branch & Bound tipusu eljarast is tartalmaz IP feladatok megoldasara — persze exponencidlis
futasidében.)



e A kapott eredmény értelmezése az eredeti feladat kontextusaban

A probléma megoldasa akkor sikeres, ha a hasznalt LP /TP megoldo szoftver kimenetébdl valaszt
tudunk adni a feladatban feltett kérdésre tgy, hogy a valasz értelmezhets legyen pusztan a
feladat szovege alapjan, a felirt LP/IP modell ismerete nélkiil is.

ElsS mintafeladat

Egy biotermék kiskeresked6 két kiilonb6z8 Gstermel6tsl, Ackermanntol és Bauertdl vasarolja a friss
biotejet. Ackermann 450 Ft-ot kér literjéért és naponta legfoljebb 140 litert tud szallitani, Bauer
550 Ft-ért adja literjét, viszont naponta 200 litert tud biztositani. A keresked6 harom kiilénb6z6
bioboltban értékesiti a friss biotejet; az alabbi tablazatbol kideriil, hogy az egyes boltokban mennyiért
lehet eladni a biotej literjét, mennyi biotejet lehet eladni naponta, illetve mennyi jarulékos koltség
(munkaerd, rezsi) szarmazik egy liter biotej eladasabol.

Eladasi ar Napi eladhatoé mennyiség Jarulékos koltség

(Ft / liter) (liter / nap) (Ft / liter)
1. bolt 820 150 30
2. bolt 950 110 40
3. bolt 1050 60 50

A fentieken kiviil a biotej szallitasanak koltségei a kistermelSktél a bioboltokig szintén a keresked&t
terhelik. Az alabbi tablazat azt mutatja, hogy mennyi koltséggel jar egy liter biotej elszallitasa az
egyes termel6ktsl az egyes boltokig.

1. bolt 2. bolt 3. bolt
Ackermann 10 Ft/liter 12 Ft/liter 20 Ft/liter
Bauer 12 Ft/liter 15 Ft/liter 18 Ft/liter

A keresked6 maximalizalni szeretné a biotej eladasabol szarmazo napi nyereségét (feltéve, hogy
minden nap csak a friss, aznap hozott biotejet adhatja el).

Kérdések:
1. kérdés: Mekkora maximaélis napi profitot érhet el a biotermék kiskereskedd?

2. kérdés: Mennyi biotejet rendeljen a kiskeresked naponta Ackermanntél, ha a maximalis profit
elérésére torekszik?

3. kérdés: Bauer felajanlja, hogy a napi 200 liternyi kapacitasan feliil is tud tovabbi biotej mennyiséget
szallitani, de a tobbletet mar csak 600 Ft-os literenkénti dron. Mit valaszoljon erre a felvetésre a
kiskeresked&?

Az els6 mintafeladat megoldasa

Mivel mindkét Gstermel6tél hdrom kiilénb6zd boltba széallithat a kereskedd és az egyes boltokhoz

mas koltség, illetve eladasi ar értékek tartoznak, ezért a profit maximalizdlasdhoz mindkét Gstermels

esetében tudnunk kell, hogy téle az egyes boltokba mennyi biotejet érdemes szallitani. Igy 6sszesen

hat valtozot vezetiink be: x; ; azt jeloli, hogy az ¢ jelti 6sermel6tél a j-edik boltba hany liter biotejet

szallitson a kereskedd, ahol i € {A, B} (A4, illetve B jeloli Ackermannt, illetve Bauert) és j € {1, 2, 3}.

Igy példaul = a1 jeloli az Ackermanntol az 1. boltba szallitandé napi mennyiséget literben mérve.
Ekkor a két Gstermeld napi kapacitasabol a kovetkezd feltételek fakadnak:

Ta1+xTaz+xa3 < 140
TB,1 + TB,2 + B3 S 200



Hasonléan, a harom bolt napi maximalis eladasi kapacitdsdbol szarmazo feltételek:

Ta1+op1 <150
Ta2+ape <110
a3+ TBg3 <60

A fentieken kiviil természetesen el kell frnunk mind a hat vatlozé6 nemnegativ voltat (hiszen
szallitand6 mennyiségeket mérnek):

Ta1 > 0,242>0,243>0,251>0,22>0,253>0

A valtozokra vonatkozo tovabbi feltételeket a feladat szévege nem ir eld, igy mar csak a célfiigg-
vényt kell meghataroznunk. Minden ¢ € {A, B} és j € {1,2,3} par esetén az i jeld Gstermel6tdl a
j-edik boltba szallitott biotejbdl fakado literenkénti profitot gy kapjuk meg, hogy j-edik boltban
realizdlhat6 eladasi arbol levonjuk az ¢ Gstermelének fizetends vételarat, a j-edik bolthoz tartozoé li-
terenkénti jarulékos koltséget és az ¢ Gstermels és a j-edik bolt kozotti literenkénti szallitasi koltséget.
Példaul i = A és j = 1 esetén a literenként keletkezd profit 820 — 450 — 30 — 10 = 330. Hasonloan
szamitva a tObbi esetben is, az aldbbi literenkénti profit értékeket kapjuk:

1. bolt 2. bolt 3. bolt
Ackermann 330 Ft/liter 448 Ft/liter 530 Ft/liter
Bauer 228 Ft/liter 345 Ft/liter 432 Ft/liter

Igy végiil is a feladat maximalizalando célfiiggvénye a kovetkezo:
max : 330.1',471 + 448%,472 + 530%,473 + 2281’371 + 3451’]32 + 432.’13373

Mivel az egyes &stermelGktSl a boltokig szallitandd mennyiségek akar tortértékiiek is lehetnek,
ezért egészértékiiségi feltételeket nem frunk el6 a valtozokra. Ezzel tehat a problémat modellezd
lineéaris programozési (LP) feladat elkésziilt.

Ezt a Microsoft Excel Solver add-injével megoldva a kévetkez6 eredményt kapjuk:

max = 112 460

fL‘A71:30 I‘A72:110 [L‘A73:O
1’371:120 $B72:O .’BB73:60

Ebbdl tehat kideriil, hogy az elérheté maximéalis napi profit, vagyis az 1. kérdésre a valasz:
112 460 Ft. Az is kideriil, hogy ennek eléréséhez Ackermanntol 30 litert kell szallitani az 1. boltba és
tovabbi 110 litert a 2. boltba (a 3. boltba pedig semennyit). Igy a 2. kérdésre a valasz: Ackermanntol a
napi kapacitidsat kimerité mennyiséget, 140 litert kell megrendelni. Végiil az is kideriil, hogy Bauerto6l
120 litert kell szallitani az 1. boltba és tovabbi 60 litert a 3. boltba (a 2. boltba pedig semennyit) —
vagyis Bauer napi 200 literes beszallitéi kapacitasabol az adott feltételek mellett csak 180 litert tud
kihasznalni a kiskereskeds. Igy a 3. kérdésre az a valasz, hogy nem érdemes téle tovabbi mennyiséget
megrendelni (még a jelenlegi, 550 Ft-os aron sem).

Masodik mintafeladat

Egy egyetemi hallgato a kiovetkezs tanévének a tervezésekor (egyéb targyak mellett) hét szabval
kurzus koziil valaszthat, ezeket az A, B, ..., G bettik jelolik. A szabval kurzusokat lepontozta az
érdekességiik szerint 1-t6l 3-ig (ahol az 1-es a dégunalmast, a 3-as az egész érdekesnek tiingt jeldli) és
elhatarozta, hogy barmi torténjen is, az altala felvett szabval kurzusok atlagos érdekességi pontszama
legalabb 2 kell legyen. Az alabbi tablazat mutatja az egyes kurzusok érdekességi pontszamét és a
hozzajuk tartozo kredit értéket:

Kurzus A B C D E F G
Erdekességi pontszam 2 2 3 1 1 3 3
Kreditszam 4 2 3 3 4 2 3




Kapacitaskorlatok miatt a hallgaté legfoljebb négyet tud felvenni a hét szabval kurzus koziil.
Tovabbi feltétel, hogy anyagbeli dtfedések miatt a D és F' kurzusok koziil legfdljebb az egyiket veheti
fel, illetve hogy el6tanulmanyi kévetelmények miatt a C-t csak akkor veheti fel, ha a B-t is felveszi.
Végiil pedig orarendi iitkdzések miatt az A, F és G kurzusok koziil legfoljebb egyet vehet fel.

Melyik kurzusokat vegye fel a hallgat6, ha a fenti feltételek figyelembe vétele mellett a lehetd
legtébb kreditet szeretné megszerezni a felvett szabval kurzusokbol?

A maéasodik mintafeladat megoldasa

A hallgaténak mind a hét kurzusrol egy igen-nem dontést kell meghoznia, ezért mindegyik kurzushoz
bevezetiink egy binaris valtozot: minden i € {A, B,..., F'} esetén x; értéke 1, ha a hallgato az ¢
kurzust felveszi és x; értéke 0, ha nem veszi fel.

El6szor is gondoskodnunk kell rola, hogy a hét valtozo valoban binaris értékid legyen. Ehhez
minden ¢ € {A, B, ..., F'} felvessziik a

0<uz; <1, x; : egészérték
feltételeket. Annak garantalasdhoz, hogy a felvett kurzusok atlagos érdekességi pontszama legalabb
2 legyen, a
21,‘,4 +2IB +3IC +xp +2g +3$F +3IG
TA+2Tp+2ZToc+2Tp +Tg+2TF+ T

egyenlGtlenséget kell teljesiteni, hiszen a bal oldalon lathaté tort nevez§je a felvett kurzusok szdmat,
a szamlaloja pedig azoknak az Osszes érdekességi pontszamat fejezi ki. Fontos azonban latni, hogy ez
az egyenlGtlenség nem linedris, igy ebben a formaban nem vehetjiik fel a késziil6 IP modellbe; konny
azonban linearissa alakitani, a nevezével vald szorzas és rendezés utan a kovetkezs alakot kapjuk:

> 2

To—Tp—Tg+rxrp+xc>0
Azt, hogy a hallgato legfoljebb 4 kurzust vehet fel, az
Ta+arxg+zoc+rp+rptarrt+ze <4
egyenlGtlenség fejezi ki. A D és F' kurzusok anyaga kozti atfedésbdl az
Txp+axp <1
feltétel fakad, a C' és B kozti el6tanulményi kovetelmény pedig az
rg—xc >0

egyenlGtlenséggel irhaté le; valoban, ha xo = 0, vagyis a C' kurzust nem veszi fel a hallgato, akkor
az rp > 0 kovetelmény semmitmondo, ha viszont a C-t felveszi a hallgato és igy xc = 1, akkor az
xp — 1 > 0 feltétel miatt xp = 1 is kovetkezik, vagyis a B-t is fel kell vennie. Végiil az A, F és G
kozti orarendi {itkozésnek az

Tp+rg+ra <1

egyenléStlenség felel meg.
A hallgato a felvett kurzusok 6sszkreditszamat szeretné maximalizalni, amibdl a

max : 4x4 + 22 + 3¢ + 3xp +4vp + 2xp 4 32¢

célfiiggvény adodik.

Ezzel elkésziilt a probléma egészértéki programozasi (IP) modellje (ahol a valtozok egészértéki-
ségét valoban ki kellett kotniink annak garantalasahoz, hogy azok binaris értékiek legyenek). Ezt a
Microsoft Excel Solver add-injével megoldva a kivetkezd eredményt kapjuk:

max = 12

za=1 zp=1 2¢=1 zp=1 2g=0 zp=0 2=0

Ebbdl tehdt az deriil ki, hogy a hallgaté az Gsszes eldirt feltétel teljesitése mellett legféljebb 12
kreditet tud megszerezni a szabval targyakbol, amit az A, B, C' és D kurzusok felvételével tud elérni.
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