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A SZEMEREDI LEMMA ES ALKALMAZASAI

Szemerédi-tetel

Szemerédi-téetel: Tetszoleges k > 2 és € > 0 esetén létezik ng, Ugy, hogy
han>ngés AC {1,2,...n}, |[A| > en, akkor A tartalmaz egy k hosszu
szamtani sorozatot.
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Szemerédi lemma

Jeldlés: G = (V,E) graf, A, BC V, AN B = 0;

d(A, B) = 'ﬂfl’gl)' az A és B kozo6tti élstrliség

Definicio: Legyen G = (V, E) graf, AABCV,ANB =0, > 0;

az (A, B) pare-regularis, habarmely X C A, Y C B, | X| > ¢|A],
Y| > ¢|B| esetén |d(X,Y) —d(A, B)| < e.

Definicié: V egy {Vy, V4, Vs, ... Vi, } particidja a G graf e-reqularis
particidja, ha

Vol <elV] [l = Vil =... = [V és

a (Vi, Vj) (2 # 3) parok Iegfeljebb ek? kivételével e-regularisak.
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Szemerédi lemma

Jeldlés: G = (V,E) graf, A, BC V, AN B = 0;

d(A, B) = 'ﬂfl’gl)' az A és B kozo6tti élstrliség

Definicio: Legyen G = (V, E) graf, AABCV,ANB =0, > 0;
az (A, B) pare-regularis, habarmely X C A, Y C B, | X| > ¢|A],
Y| > ¢|B| esetén |[d(X,Y) — d(A, B)| < €.

Definicié: V egy {Vy, V4, Vs, ... Vi, } particidja a G graf e-reqularis
particidja, ha

Vol <elV] [l = Vil =... = [V és

a (Vi, Vj) (2 # 3) parok Iegfeljebb ek? kivételével e-regularisak.

Szemereédi Regularitasi Lemma: TetszOleges € > 0 valds és m > 1 egész
szamhoz létezik M > 0 egész ugy, hogy barmely G = (V, E) grathoz, amire
IV (G)| > m, létezik {Vy, V1, Vo, ... Vi } e-regularis particioja, melyre

m< k<M.
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A bizonyitas Otlete.

V (G) particioihoz definialunk egy q indexet, melyre a kbvetkezok teljestlnek:
e0<q<1;

e ha a P’ particio finomitasa a P particionak, akkor g(P’) > q(P);

e ha a P particio nem e-regularis, akkor van olyan P’ finomitasa, hogy

q(P’) —a(P) =2 5,

tovabba ha P-ben k osztaly volt, akkor P’-ben [ osztaly lesz, ahol

kE<lI< k4F

(és a kivételes halmaz sem n6 meg nagyon: |Vy| < |Vo| + M),

Kiindulunk egy particiobdl és ezt addig finomitjuk, mig a végén egy e-regularis
particiot kapunk. g tulajdonsagaibdl adédoan ehhez véges sok lépes elég, a
végen kapott particibosztalyok szama e és m fliggvényével felllrdl
becsulhetd.
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Kulcslemma

Eszrevétel: Legyen (A, B) e-regularis par d = d(A, B) siriiséggel,
Y C B, |Y| > ¢|B|; ekkor A-ban legfeljebb | A| csucs kivételével barmely
csucsnak legalabb (d — €)|Y| szomszédja van Y -ban.
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Kulcslemma

Eszrevétel: Legyen (A, B) e-regularis par d = d(A, B) siriiséggel,
Y C B, |Y| > ¢|B|; ekkor A-ban legfeljebb | A| csucs kivételével barmely
csucsnak legalabb (d — €)|Y| szomszédja van Y -ban.

Definicio: Legyen G = (V, E) graf, {Vy, V1, Vo, ... Vi.} a G egy e-regularis
particidja, |[V;| =1 (1 <12 < k), tovabba 0 < d < 1;

tekintslk a kdvetkezd R grafot:

E(R) ={{V;, V;}: (V;, V;) e-regularis, d stirtiséggel }

ekkor az R grafot a G graf (e, 1, d) paraméterekhez és az adott particiohoz
tartozé redukalt grafjanak nevezzuik.

Definicio: Adott s pozitiv egész és R graf;
R? az R graf s-szeres felfujtja az a graf, melyre
V(R?) ={r] : " € V(R),1 <j < s},
E(R®) = {{r],r,} : {ri,mx} € E(R)}.
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Kulcslemma: Barmely 0 < d < 1 valos és A > 1 egészhez letezik eg > 0 a
kévetkez0 tulajdonsaggal:

ha G tetszoleges graf, H egy olyan graf, melyre A(H) < A, s pozitiv egész,
az R pedig a G graf redukalt grafja (e < g¢,1 > sio, d) parameterekkel, akkor
H C R* esetén H C G is teljesdl.
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Kulcslemma: Barmely 0 < d < 1 valos és A > 1 egészhez letezik eg > 0 a
kévetkez0 tulajdonsaggal:

ha G tetszoleges graf, H egy olyan graf, melyre A(H) < A, s pozitiv egész,
az R pedig a G graf redukalt grafja (e < g¢,1 > sio, d) parameterekkel, akkor
H C R* esetén H C G is teljesdl.

Bizonyitas vazlat.

® jon d és A; g, legyen olyan, hogy ¢ < d és (dfjol)Aeo < 1;

® G, H, s és R az dllitas szerinti ({ Vg, V1, Va,... Vi } a G megfeleld
e-regularis particidja), H C R?;

® legyen V(H) = {uy,us,...un}, célunk, hogy minden egyes u;-ra
(0 < ¢ < h) megadjunk egy v; € V(G) csucsot, ugy, hogy {u;,u;} € E(H)
esetén {v;,v;} € E(G) teljesuljon;
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® megyunk végig H csucsain, és folyamatosan rendeljik oket az egyes v;
csucsokhoz, k6zben minden w;-re nyilvantartunk egy Y; (folyamatosan
sz(kil8) halmazt, mely v; lehetséges értékeit tartalmazza, kezdetben Y°
azon V;, melynek felfujtjaban w; benne van;

® a csucsok hozzarendelésénél figyelnlink kell, hogy az Y; halmazok
elegendodek nagyok maradjanak a késobbi csucsok rogzitéséhez;

® chhez elegendd, ha v; megvalasztasakor |Y;| > Ael + s, tovabba a
késdbbiekre |Y;| > el, ehhez pedig elég ha (d — )21 — Ael > s,

® ¢, fenti megvalasztasaval ez teljesul.
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Alkalmazasok: Erdos-Stone tétel

Turan tétel: Ha egy n csucsu G graf nem tartalmaz K,.-et, akkor
|[E(G)| < |E(T-—1(n))|. Ha pedig |E(G)| = |E(T»-1(n))|, akkor
G ~ T,._1(n). (Ahol T,._1(n) az n csucsU, » — 1 osztalyu Turan-grafot jeldli.)
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Alkalmazasok: Erdos-Stone tétel

Turan tétel: Ha egy n csucsu G graf nem tartalmaz K,.-et, akkor
|[E(G)| < |E(T-—1(n))|. Ha pedig |E(G)| = |E(T»-1(n))|, akkor
G ~ T,._1(n). (Ahol T,._1(n) az n csucsU, » — 1 osztalyu Turan-grafot jeldli.)

Erdos-Stone tétel: Barmely » > 2, s > 1, v > 0-ra létezik ny, hogy minden
n > ny csucsu és legaldbb |E(T,.—_1(n))| 4+ yn? élG graf tartalmaz K#
részgrafot.



A SZEMEREDI LEMMA ES ALKALMAZASAI

Bizonyitas vazlat.
® 0N r, s és~;
® a Kulcslemma d = v és A = A(K?)-hez ad egy €o-t;

® tovabba legyen m olyan, hogy m > Z,
e pedig olyan, hogy 0 < e < eggés2y —e? —4e —d — — > 0;

® Szemerédi Lemma e-hoz és m-hez ad M -et;

Ms

® n legyen olyan, hogy n > ng = co(1—2)’

® On G, egy G grafhoz, melyre |V (G)| = n a kapott k(+1) elemi
e-particidban az osztalyok I méretére (n valasztasa miatt) teljesil, hogy
[ > sio igy a Kulcslemma alkalmazhato;

® tehat ha K, C R, akkor K2 C R? es a Kulcslemma miatt K2 C G (g Ol
lett megvalasztva);
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® igy elég belatni, hogy K, C R;

® |[E(G)| < 3(en)? (Vy-on bellli élek)

+enkl (Vp és V;-K (i # 0) kdzbtti élek)

+ek?1? (nem e-regularis V;,V; kdzotti élek)

+2k2dl? (kisebb, mint d-slirliségli e-regularis V;,V; kozétti élek)
+|E(R)|l? (legaldbb d-siriiségl e-regularis V;,V; kdzotti élek)
+21%k (Vi-ken (i # 0) bellli élek)

® cbbdl elég nagy n-re: |[E(R)| > 1k*2=2 > |E(T,_1(k))|, igy K, C R.
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Alkalmazasok: Chvatal-RodIl-Szemerédi-Trotter tétel

Ramsey tétel: Barmely k-ra létezik egy olyan legkisebb R(k), hogy

n > R(k) esetén K, éleit két szinnel szinezve biztosan lesz egyszinl K.

Tétel (Erdos, illetve Erdos-Szekeres):
Ha k > 3, akkor 2F/2 < R(K) < 4F.

Definicio: R(H) az a legkisebb pozitiv egész szam, amire igaz, hogy
n > R(H) esetén K,, éleit két szinnel szinezve biztosan lesz egyszini H
részgraf (nem kell, hogy az adott szinl részgrafnak feszitett részgrafja

legyen).

10



A SZEMEREDI LEMMA ES ALKALMAZASAI

Alkalmazasok: Chvatal-RodIl-Szemerédi-Trotter tétel

Ramsey tétel: Barmely k-ra létezik egy olyan legkisebb R(k), hogy
n > R(k) esetén K, éleit két szinnel szinezve biztosan lesz egyszinl K.

Tétel (Erdos, illetve Erdos-Szekeres):
Ha k > 3, akkor 2F/2 < R(K) < 4F.

Definicio: R(H) az a legkisebb pozitiv egész szam, amire igaz, hogy
n > R(H) esetén K,, éleit két szinnel szinezve biztosan lesz egyszini H
részgraf (nem kell, hogy az adott szinl részgrafnak feszitett részgrafja

legyen).

Tétel (Chvatal, Rodl, Szemerédi, Trotter): Minden pozitiv egész A-hoz
létezik ¢ valos konstans, hogy tetszoleges H grafra, melyre A(H) < A igaz,
hogy R(H) < c|V (H)|.

10
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Algoritmikus kerdesek

Tétel (Alon, Duke, Lefmann, Rodl, Yuster):

A kdvetkezd elddntési probléma co-NP-teljes:

input: G graf, e > 0, k > 1 és a csucsok egy particidja k + 1 részre;
kérdés: a megadott particio e-regularis-e?

11
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Algoritmikus kerdesek

Tétel (Alon, Duke, Lefmann, Rodl, Yuster):

A kdvetkezd elddntési probléma co-NP-teljes:

input: G graf, e > 0, k > 1 és a csucsok egy particidja k + 1 részre;
kérdés: a megadott particio e-regularis-e?

Tétel (Sz, ADLRY): TetszOleges € > 0 valds és m > 1 egész szamhoz
létezik M > 0 egész Ugy, hogy barmely G = (V, E) grafhoz, amire

n = |V(G)| > M, létezik {Vy, Vi, Va, . .. Vi.} e-regqularis particio, melyre

m < k < M.

TetszOleges rogzitett e-ra €s m-re egy ilyen particido megtalalalhaté O (M (n))
idoben, ahol M (n) két n X n-es 0, 1 elem matrix 6sszeszorzasanak ideje
az egészek felett, M (n) = O(n?37°).

(Polinom sok parhuzamos processzort hasznalva O(log n) id0 elég EREW
PRAM!-okkal.)

1Exclusive Read Exclusive Write Parallel Random Access Machine




A SZEMEREDI LEMMA ES ALKALMAZASAI 12

Algoritmikus alkalmazasok

Tétel (ADLRY): Barmely 6 > 0-ra létezik ¢ > 0 ugy, hogy tetszoleges m-re,
és m élu H grafra igaz, hogy ha egy G grafnak n > c¢m csucsa és legalabb
dn? éle van, akkor G tartalmaz egy H -val topologikusan izomorf részgrafot,
melyben H minden éle 4 hosszu uttal van helyettesitve. G-ben ilyen részgraf
polinom idében megtalalhaté.
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Algoritmikus alkalmazasok

Tétel (ADLRY): Barmely 6 > 0-ra létezik ¢ > 0 ugy, hogy tetszoleges m-re,
és m élu H grafra igaz, hogy ha egy G grafnak n > c¢m csucsa és legalabb
dn? éle van, akkor G tartalmaz egy H -val topologikusan izomorf részgrafot,
melyben H minden éle 4 hosszu uttal van helyettesitve. G-ben ilyen részgraf
polinom idében megtalalhaté.

Tétel (CRSzT, ADLRY): Minden pozitiv egész A-hoz létezik ¢ valés konstans
ugy, hogy tetszoleges H grafra, melyre A(H) < A és tetszOleges G grafra,
melynek legalabb ¢|V (H)| csucsa van teljesul, hogy G vagy G
komplementere tartalmaz H-val izomorf részgrafot. Egy ilyen részgraf
polinom idoben megtalalhato.
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Alkalmazasok klaszterezesben és képfeldolgozasban

Heurisztikus algoritmus a klaszterezésre: (Sperotto, Pelillo)
® adott egy sulyozott élu G graf, csucsai az egyedek, élek sulya a hasonlosag
mértéke;

LY LN 4

kOzeliteset, nem tul sok particioval (egy lepésben nem osztunk tul sok reszre,
tovabba ha egy elore definialt hatart meghaladna a particiok szama, akkor
leallunk);

® majd a particidbhoz tartozé R redukalt graffal dolgozunk tovabb (az egyes
particiokat még tovabb daraboljuk a particion beluli elek alapjan);

® az R grafra alkalmazunk valamilyen klaszterezesi algoritmust (pl. Pavan,
Pelillo dominans halmaz oOtletét);

® a R osztalyozasa alapjan klaszterezzik a G grafot (az eldobott kivételes
halmaz elemeit a kialakulo csoportok valamelyikehez illesztjuk).
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Tapasztalat:

kil6nb6z6 adatbazisokon elvégzett mérések alapjan az algoritmus hasonldan
j6 mindségl klaszterezést épitett fel, mint az eredeti grafokon futtatott
klaszterezd, viszont sokkal (4-20-szor) gyorsabban.
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http://www.renyi.hu/ miki/lrodalom.html
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473-481. Also: J. of Algorithms 16 (1994), 80-1009.
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A. Sperotto, M. Pelillo: Szemerédi’'s Regularity Lemma and lts Applications to
Pairwise Clustering and Segmentation, Chapter in: Energy Minimization Methods in
Computer Vision and Pattern Recognition, Springer Berlin, 2007.

http://videolectures.net/gbr07 _pelillo_srl/
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IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelligence, 29(1):167-172, 2007.

http://www.dsi.unive.it/"pelillo/papers/PAMI%202007.pdf
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Kiegészités
A (6, 3)-probléma:
Tétel (Ruzsa, Szemerédi): Ha H,, egy 3-uniform hipergraf n csucson ugy,

hogy nincs olyan 3 éle, melyek unidja legfeljebb 6 pontot adna, akkor
|[E(H») = o(n?)].

17
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Kiegészités
A (6, 3)-probléma:

Tétel (Ruzsa, Szemerédi): Ha H,, egy 3-uniform hipergraf n csucson ugy,

hogy nincs olyan 3 éle, melyek unidja legfeljebb 6 pontot adna, akkor
|[E(H») = o(n?)].

Erdos-SoOs sejtés: TetszOleges n csucsu és tébb, mint (k — 1)n /2 éll graf
részgrafként tartalmaz minden k éla fat.

Ajtai, Komlos, Simonovits, Szemerédi: Az Erdds-So6s sejtés igaz nagy n-ekre.
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Hipergraf regularitasi lemma:

W.T. Gowers: Hypergraph regularity and the multidimensional Szemereédi
theorem,

Annals of mathematics, Vol. 166, No. 3, 2007, page 897-946.
http://www.dpmms.cam.ac.uk/ wtg10/hypersimple4.pdf

G. Elek, B. Szegedy: A measure-theoretic approach to the theory of dense
hypergraphs,
http://arxiv.org/pdf/0810.4062v2
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Hipergraf regularitasi lemma:

W.T. Gowers: Hypergraph regularity and the multidimensional Szemereédi
theorem,

Annals of mathematics, Vol. 166, No. 3, 2007, page 897-946.
http://www.dpmms.cam.ac.uk/ wtg10/hypersimple4.pdf

G. Elek, B. Szegedy: A measure-theoretic approach to the theory of dense
hypergraphs,
http://arxiv.org/pdf/0810.4062v2

Regularitasi lemma ritka grafokra (|E(G)| > ecn?~):

Y. Kohayakawa: Szemerédi’s regularity lemma for sparse graphs,
Foundations of Computational Mathematics (Berlin, Heidelberg),
Springer-Verlag, 1997, pp. 216-230
http://www.ime.usp.br/"yoshi/MSs/FoCM/sparse.ps.gz

Y. Kohayakawa V. Rodl: Regular pairs in sparse random graphs,
Random Structures & Algorithms, 2003, vol. 22, no. 4, pg. 359-434
http://www.ime.usp.br/"yoshi/MSs/Bigl/rpl.ps.gz



