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Mi a klaszterezés?

Intuitiv meghatarozas

Adott dolgokbél halmazokat — klasztereket — alakitunk ki Ggy, hogy az egy

klaszterbe tartozék jobban hasonlitsanak egymasra, mint mas klaszterekben
levékre.
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Mi a klaszterezés?

Formalis definicié

Klaszterezés tehat az S elemhalmaz részhalmazainak egy C kollekcidja:

CCP(S)
c={G,...

Egy klaszterezés lehet

e szigord (vs atlapold)
C17£C2:>C1QC2:®

o outliereket kezeld
UG#S
o hierarchikus

GNG#EI=GCGVGLIG

@ altér-klaszterezés
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Orzmiliezti v zmorers
Osztalyozas

@ Az adatpontok jellemzése a cél.

o Az osztalyok el6re adottak.

o Rendelkezésre all tanitéhalmaz — feliigyelt tanulas.
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Orzmiliezti v zmorers
Klaszterezés

@ Az adathalmaz jellemzése a cél.

o Az osztalyok ismeretlenek.

@ Nincs tanitéhalmaz — feliigyelet nélkiili tanulas.
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Biol6gia

Filogenetikai fak automatikus generalasa.

Gének csoportositasa a kifejez6dési jegyeik alapjan.

Hasonlé gének csoportositisa az emberi genomban.

Emberi populacidk vizsgalata genomok klaszterezése alapjan.
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Gazdasagtudomany

o Piaci szegmentacid.

o Termékcsoportok azonositasa.

o Portfslick kockazatcsokkentése.
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Informaciétechnolégia

Képfeldolgozasban objektumok elhatarolasa.

e Genetikai algoritmusok javitasa.

Online szocialis halék adatbanyaszata.

Online ajanlérendszerek.
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Mi alapjan klaszterezhetiink?
< ya BLL
., Hozzavalok

elméletben:
@ hasonlésagi fliggvény

o klasztermodell

gyakorlatban:

@ algoritmus
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Mi alapjan klaszterezhetiink? Tavolsagfiiggvény

Hasonlésagi fiiggvény

A hasonlésag inverzét, a kiilonbozéséget definialjuk:

d:SxS— RS

Megkoveteljiik, hogy metrika legyen, vagyis teljesiiljenek a kdvetkezék
o egybeesés
d(x,y)=0<=x=y

@ szimmetria

d(x,y)=d(y,x)

@ haromszdg-egyenlStlenség

d(x,y) <d(x,z)+d(z,y)
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Mi alapjan klaszterezhetiink? Tavolsagfiiggvény

Reprezentalas salyozott grafként

Tekinthetjiik agy, hogy a tavolsagokat egy (iranyitatlan) teljes graf éleihez
rendeljiik hozza:

Néhany algoritmus nem a teljes grafot, hanem a Gg-val jeldlt
k-legkézelebbi-szomszéd-grafot hasznalja, amely minden pontra csak annak
k legkdzelebbi szomszédjaba futé éleket tartalmazza.
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Mi alapjan klaszterezhetiink? Tavolsagfiiggvény

Gyakori tavolsagfiiggvények

Tipikusan S C R"

@ haztémb (Manhattan)
d(x,y) = > Ixi = yil

i=1
o euklideszi

d(x,y) = |2 (i~ yi)?

@ Mahalanobis

d(x,y) = /(x=y) - T (x—y)
T =cov(S)=E[(S—p) (S— )|

p=E[S]
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Mi alapjan klaszterezhetiink? Klaszterezd fiiggvények
Elvarasok

O skalafiiggetlen

Invarians a tavolsagfliiggvény pozitiv konstanssal valé szorzasara.
Vae Rt : F(S,ad)=F(S,d)

Q gazdag

Minden felosztas el6allithaté alkalmas tavolsagfiiggvényt valasztva.
VCCP(S): 3d:SxS—Rf: F(Sd)=¢C

© konzisztens

Invarians a klaszteren beliili tavolsagok cstkkentésére, illetve a
klaszterkoziek novelésére.

Q@ finomitas-konzisztens

Mint az el6z8, csak megengedjiik, hogy klasztereket részekre bontson.
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(e (i
Elméleti korlatok

A kovetkez8 eredmények Jon Kleinberg nevéhez fiiz6dnek.

© Nem létezik skalafiiggetlen, gazdag és konzisztens
F klaszterezd figgvény.

@ Barmely két fenti tulajdonsaghoz létezik veliik rendelkezé
F klaszterezd flggvény.

© Az elst tétel a konzisztenciat a — gyengébb — finomitas-konzisztencia
fogalmara cserélve is igaz.

@ Ha nem koveteljiik meg, hogy a mind-kiilén felosztas is eléalljon, akkor
letezik skalafliggetlen, gazdag és finomitas-konzisztens
klaszterez§ fiiggvény.
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Mi alapjan klaszterezhetiink? Klasztermodellek

Klasszikus mértékek

o Legnagyobb klaszteratmérs:

£(€) = max Dmar (€), Dose (€)= max d (5.9

o Centralis hibak dsszege:

F(C)= 2 E(C), E(C)= 2 d(x pnc)

ceC xeC

o k-klaszter:

f(C)= > Daum(C), Daum(C)= > d(x,y)

ceC x,yeC
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Mi alapjan klaszterezhetiink? Klasztermodellek

Klasszikus mértékek (folyt.)

@ k-median:
Valasszunk k darab reprezentins elemet gy, hogy az dsszes tobbi

pontra a legkdzelebbi reprezentanstél mért tavolsag dsszege minimalis
legyen.

@ k-center:

Mint a k-median, csak &sszeg helyett maximummal.
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Mi alapjan klaszterezhetiink? Klasztermodellek

Klasszikus mértékek hianyossagai

Csak elliptikus klasztereket hoznak létre.

A klaszterek atmérgjét korlatozzak.

Az outlierekre érzékenyek.

A gyakorlatban nem alkalmazhaték sikerrel.
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Mi alapjan klaszterezhetiink? Klasztermodellek

Konduktancia alapa mérték

Térjlink vissza a hasonlésagfiiggvényre:

w(x,y) =d 7" (x,y)
Arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy k = 2 esetén hogyan jarjunk el.
Definialjuk (a graf-reprezentacién) egy (T,V — T) vagas kiterjedését:

w(T,V—-T)

o (T) = min (||, [V — T))

ahol w(T,V — T) az ,atvagott” élek dsszsilya.

Ezt minimalizalva a szdml3lé biztositja, hogy alacsony hasonlésag mentén
vagunk, a nevezd pedig azt, hogy a két klaszter kozel azonos méretii.
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Mi alapjan klaszterezhetiink? Klasztermodellek

Konduktancia alapt mérték (folyt.)

Hogy a tobbitél nagyon eliité pontok kevésbé befolyasoljak az egyensilyi
tényez6t, modositsuk a kiterjedés definiciéjat. Ez a konduktancia:

. w(T,v-T)
o(7):= min(a(T),a(V —T))

a(T) = 3 wixy)

xeT,yeV

Egy klaszter konduktanciaja a (7, C — T) vagasai konduktanciainak
minimuma, a klaszterezésé pedig a halmazai konduktancidinak minimuma
legyen:

6(C) := min ¢(T)

TCC
¢(C) := mino(C)
A konduktanciat maximalizalni szeretnénk:
f(C)=-9(C)
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Hogyan klaszterezhetiink?

A naiv algoritmus

Szamitsuk ki a célfiiggvényt minden lehetséges klaszterezésre, és ez alapjan
valasszuk ki az optimalisat:

Copt = argmin f (C)
c

Egy n-elem( halmaz k darab (nemiires) részre torténd lehetséges
felosztasainak szamat a masodfaja Stirling-szamok adjak meg:

{5 C)er

i=0

Példaul:

1
{ go} ~ 6.5-10% (65 unvigintilli)
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Ertékelési szempontok

o skalazhatésag

o el6zetes ismeretek

@ zaj és outlierek hatéasa
@ sorrendérzékenység

@ dimenzié

@ értelmezhetbség
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Hogyan klaszterezhetiink? Centroid-médszerek

Centroid-mddszerek

A klaszterek szamat elére meg kell mondanunk.

o A klasztereket reprezentans pontokkal jeldlik ki.

o Egy kezdeti felosztast finomitanak iterativan.
@ Moh¢ lépésekben haladnak; lokalis optimumban is megallhatnak.
o Erdemes 6ket tobbszor futtatni kiilonbdz6 kezdeti felosztasokon.
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Hogyan klaszterezhetiink? Centroid-médszerek

k-kozép

Minden pont a hozza legkdzelebbi reprezentans klaszterébe tartozik.

(Minden klaszter a reprezentansanak Voronoi-cellajaba es6 elemekbdl all.)

Az iteraciés lépés minden reprezentanst a klaszterének atlagaba helyez at,
majd Gjraszamitja a felosztast.

e Egy lépés futasideje O (k - n).

o Csak vektortéren (affin téren) van értelmezve.
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Hogyan klaszterezhetiink? Centroid-médszerek
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Hogyan klaszterezhetiink? Centroid-médszerek

k-medoid algoritmusok

o A k-kozép algoritmus javitasai.

Reprezentansaik mindig adatpontok is (medoidok).

Nem csak vektortéren miikddnek.

Kevésbé érzékenyek az outlierekre.
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EEEYELNNEE AT IS AT YA Centroid-médszerek (k-medoid)

PAM

Partitioning Around Medoids

Az iterativ 1épés minden (xm, x) medoid-nemmedoid parra megvizsgalja,
hogy felcserélésiik hogyan valtoztatna a hibat.

Ha nincs csokkent6 par, akkor megall. Egyébként mohén valaszt, majd
Gjraszamolja a felosztast.

o Egy lépés futasideje O (k ~(n— k)2>.

o Nagy adathalmazokon nem hasznalhaté.
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EEEYELNNEE AT IS AT YA Centroid-médszerek (k-medoid)

CLARA, CLARANS

A PAM médositasai: nem vizsgalnak meg minden (xm,, x) part.

CLARA:

A medoidokat csak egy n’-elemii véletlen mintabél véalaszthatja.
o Egy lépés futasideje O (k- (n" — k) - (n — k)).

CLARANS:

Egyetlen véletlenszeriien valasztott part vizsgal minden lépésben.

o Egy lépés futasideje O (n — k).
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Hogyan klaszterezhetiink? Hierarchikus médszerek

Hierarchikus maédszerek

A kimenetiik klaszter-hierarchia.

Keét 16 tipusuk van: egyesitgets, osztogato.

Lentrdl felfelé épitenek, vagy fentrdl lefelé bontanak.

Mohdk; lokalis optimumban ragadhatnak.
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Hogyan klaszterezhetiink? Hierarchikus médszerek

Single-, Complete-, Average Linkage

Egyesitgetd eljarasok.
Egymastél csak hasznalt klasztertavolsag-fiiggvényeikben kiilonbdznek.

Single Linkage:
dmin(Ci,Cj): min d(Xay)

x€C,yeC;

Complete Linkage:

dmax (Ci7 Cj) = XegayXGCd(X’y)
i j

Average Linkage:
davg(CiaCj): \C,\1|C,| Z d(Xa)/)

x€C,ye(;
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Hogyan klaszterezhetiink? Hierarchikus médszerek

Single Linkage

09 1
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Hogyan klaszterezhetiink? Hierarchikus médszerek

BIRCH

Balanced lterative Reducing and Clustering using Hierarchies

Nagyon-nagyon nagy adathalmazokhoz.

o Klaszter-reprezentansok: (|C|, > x, > [x[?)

Elagazas-korlatozott fa, atmérskorlatozott klaszterek.
@ Az els6 outliereket expliciten kezel§ algoritmus volt.

e Tobbfazisa algoritmus.
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Hogyan klaszterezhetiink? Hierarchikus médszerek

CURE

Clustering Using REpresentatives

Egy klaszter jellemzésére (maximum) c darab reprezentanst hasznal.

Egyesitéskor sorra valaszt c legtavolabbi pontot a kdzépponttal kezdve.

Az 4j reprezentansokat a kézéppontjuk felé hizza (outlierek ellen).
e Tobbfazisa algoritmus.

e A masodik fazisban szamitja ki a tényleges felosztast.

Kovacs Maté (BME) Klaszterezés 2012. marcius 22. 32 /37



Sitirelr e
Sir(iség-alapti moédszerek

A (valamilyen értelemben) siirii régiok alkotjak a klasztereket.

@ Nem csak elliptikus klasztereket talalnak.

Topolégiai fogalmakon alapul a miikédésiik.

Outlierek felderitésére j6l hasznalhatéak.
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DBSCAN

Egy x € S adatpont belsd pont, ha |N, (x)| > m.

Az y pont elérhetd x-bél (x — y), ha x belsé pont és d (x,y) <'r,
vagy dz:x >z — y.

Az x,y € S pontok dsszekétottek (x «—— y), hadz:z > xVz —y.
Klasztermodell:

QO xelCx—y = yecC

Q@ x,yeC = x>y

Az egyetlen klaszterbe sem tartozé pontok az outlierek.

Kovacs Maté (BME) Klaszterezés 2012. marcius 22. 34 /37



Hogyan klaszterezhetiink? Siirliség-alapii médszerek

DBSCAN

o1 02 03 0a 05 06 07 08 09 1 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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Emlékeztets

@ Nincs csodafegyver.

o A megfelels tavolsag- és klasztermodell az alkalmazastél fiigg.

@ Az adatsor jellemzdit figyelembe véve valasszunk algoritmust.
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]
Kérdések

Koszonom a figyelmet!
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