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(b) Barabási-Albert féle preferential attachment modell



3

Motiváció
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hálózatok, stb.

Nehezen vizsgálhatók: túl nagyok, teljes leı́rás lehetetlen, nincs látható
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Valós hálózatok vizsgálata fontos: web, kommunikációs hálózatok, szociális
hálózatok, stb.

Nehezen vizsgálhatók: túl nagyok, teljes leı́rás lehetetlen, nincs látható
struktúra, globális viselkedést nem lehet jól leı́rni

⇒

lokális vizsgálat: milyen szabály szerint, hogyan kapcsolódnak a csúcsok
egymáshoz?

⇒Véletlen gráfok, mert a lokális szabályok nem lehetnek determinisztikusak

Kérdés: milyen véletlen-gráf modellt használjunk?
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Kutató Int. Közl.,5: 17-61, (1960)

statikus, homogén modell

ERp(n):

• n csúcs

• az egyes élek p valószı́nűséggel vannak jelen a gráfban (egymástól
függetlenül)
p gyakran p = λ/n

(E. N. Gilbert: Random graphs, Ann. Math. Statist., 30: 1141-1144 (1959)
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ER(n, M): n csúcsú, M élű véletlen gráfok közül egy, egyenletes eloszlás
szerint választva

Eredmények eredetileg ER(n, M)-re, de innen:

Pp(E) =
n(n−1)/2∑

M=0

PM(E) ·
((

n
2

)
M

)
pM(1− p)(

n
2)−M

mivel az élszám eloszlása ERp(n)-ben
(
n
2

)
és p paraméterű binomiális

eloszlás.

Lényeg: A két modellben kapott eredmények megfeleltethetők egymásnak,
mostantól az ERp(n)-nál maradunk.



6

p megválasztása
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6

p megválasztása
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ERp(n) élszámának várható értéke pn(n− 1)/2

Ritka gráfokat akarunk kapni, ezért természetes választás p = λ/n, ekkor az
élszám várhatóan λ(n− 1)/2 = Θ(n)

További lehetőség p-re: p(n) függvényként, ahol p(n) · n tart c-hez. (Ennek
spec. esete a p = λ/n, ekkor p(n) · n ≡ λ, azaz c = λ.)

Kérdések: mi történik a gráfban λ értékétől (az általános p(n) függvénytől, ill.
c-től) függően?

Válaszok: mindig olyasmi, hogy adott paraméter-érték mellett nagy
valószı́nűséggel igaz vmi, azaz egy adott esemény valószı́nűsége tart 1-hez,
ha n →∞.
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Leghı́resebb eredmény az ER modellel kapcsolatban: a maximális
komponens méretéről szól

• λ < 1: sok Θ(log n) méretű komponens

• λ = 1: a max. komponens csúcsszáma Θ(n2/3)

• λ > 1: egy Θ(n) méretű és sok Θ(log n) méretű komponens

Megjegyzés: már kicsi n-ekre is nagy valószı́nűséggel megtörténik az
óriás-komponens kialakulása
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Nézzük egyesével ezeket a C(v)-ket, kezdjük pl. az 1 csúcs komponensével

Képzeletben járjuk be ezt szélességi bejárással:

X1= az 1 távolságra levő csúcsok száma, azaz 1 közvetlen szomszédainak
száma

Ez n− 1 és p paraméterű binomiális eloszlású valószı́nűségi változó, azaz
P (X1 = k) =

(
n−1

k

)
pk(1− p)(n−1−k)
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X1 értékét rögzı́tve, i1 új szomszédainak száma, X2, eloszlása ismét
binomiális, de most a paraméterek n− 1−X1 és p, azaz
X2 ∼ BIN(n− 1−X1, p)

Általában: ha C(1) i + 1. csúcsának az új szomszédait nézzük, akkor ezek
számának feltételes eloszlása a korábbi Xi-ket adottnak véve
Xi+1 ∼ BIN(n− 1−X1 −X2 − . . .−Xi, p)
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P (BIN(n, λ/n) = k) ≈ e−λλk
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Ha tehát a binomiális eloszlású Xi-k helyett független, azonos,
Poisson-eloszlású Xi

∗-okra gondolunk, akkor

|C(1)| = min{i : X1
∗ + X2

∗ + · · ·+ Xi
∗ = i− 1}
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független, azonos, Poisson-eloszlásúak.
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∗) λ-paraméterű
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A gyerekek számának várható értékétől, λ-tól függően:

• λ ≤ 1: 1 vgel kihal a populáció

• λ > 1: pozitı́v vgel örökké él

Innen ered az ERλ/n(n)-modell fázisátmenetének magyarázata:

• λ < 1: sok Θ(log n) méretű komponens

• λ = 1: a max. komponens csúcsszáma Θ(n2/3)

• λ > 1: egy Θ(n) méretű és sok Θ(log n) méretű komponens



14
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14
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konstanshoz:

• c < 1: sok Θ(log n) méretű komponens

• c > 1: egy Θ(n) méretű és sok Θ(log n) méretű komponens

c = 1 esetben részben nyitott: a max. komponens mérete a p(n) · n− 1
nagyságrendjén múlik, ismert, hogy mi van, ha ez a különbség nagyobb, mint
log n · n−1/3

Ekkor a max. komponens mérete pl. lehet Θ(n2/3 log n) is.
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Fix λ esetén nagy valószı́nűséggel nem összefüggő.
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15
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3. Fokszámeloszlás



15
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• λ(n)− log n → −∞ esetén nagy valószı́nűséggel nem összefüggő.

3. Fokszámeloszlás
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Fix λ esetén nagy valószı́nűséggel nem összefüggő.
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• λ(n)− log n →∞ esetén nagy valószı́nűséggel összefüggő.

• λ(n)− log n → −∞ esetén nagy valószı́nűséggel nem összefüggő.

3. Fokszámeloszlás

Mindegyik csúcs fokszámeloszlása ugyanolyan , BIN(n− 1, λ/n) , azaz
határeloszlásban λ paraméterű Poisson; a tipikus fokszám megegyezik a
várható értékkel, kicsi a szórás.

Tehát: ez a modell nem lesz jó valós hálózatok leı́rására.
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Az világos, hogy nem olyanok, mint amilyenek az ER-modell gráfjai.
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(www, telekommunikációs hálózatok, neurális hálózatok, szociális hálózatok,
stb.).

Legfontosabb jellemzők:

1. Small world: kicsi az átlagos távolság a csúcspárok között

(Ez sokszor magyarázható a hálózat jellegéből, de nem mindig.)
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is jelentkezik (azaz most ”scale-free”= hatványeloszlás szerinti fokszámok)
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Ábrázolás gyakran log-log skálán, mert ha Nk = a k-ad fokú csúcsok arányára
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log Nk = log c− τ · log k,

azaz az ı́gy kapott függvény lineáris és meredeksége éppen −τ .

Kérdések: 1. τ mekkora? (2. És honnan jön ez a fokszámeloszlás?)
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Példák valós hálózatokra
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1. átlagos távolság (pl. hány AS-en megy keresztül egy email) kicsi (≈ 7) →
small-world

2. power-law fokszámeloszlás, τ ≈ 2.2
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ismeretségi gráfban
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2. Szociális hálózatok (”six degrees of separation”)

Milgram leveles kı́sérlete (1967): 6 a max. távolság két ember között az
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2. Szociális hálózatok (”six degrees of separation”)

Milgram leveles kı́sérlete (1967): 6 a max. távolság két ember között az
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2. Szociális hálózatok (”six degrees of separation”)

Milgram leveles kı́sérlete (1967): 6 a max. távolság két ember között az
ismeretségi gráfban

Ugyanez a kı́sérlet email-lel 2001-ben: átlagos út a célig 6 hosszú →
small-world

Az ismeretségi gráf fokszámeloszlása: nehezen vizsgálható a teljes gráf,
ehelyett email-gráf (ki kinek küld levelet) ill. iwiw, Facebook, stb. vizsgálata.

Az látszik, hogy skála-független fokszámeloszlás, τ kérdéses, általában
≈ 1.8− 2.5
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Csúcsok a weboldalak, élek a linkek
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fokszámeloszlás majdnem power-law: egy darabig k−τ , de a vége
exponenciálisan cseng le, τ ≈ 2.3

Hasonlók igazak a társszerzős gráfokra is.

4. WWW

Csúcsok a weboldalak, élek a linkek

τin ≈ 2.1, τout ≈ 2.45,
(bár van olyan vélemény is, hogy itt nincs is power-law, az csak mérési
hibaként jön ki)

átlagos távolság (irányı́tatlan eset)≈ 7
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1. Kicsi az átlagos távolság

2. Ritkák: élszám Θ(n)
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2. Ritkák: élszám Θ(n)
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Tehát: olyan modell kell, ami ezeket a jellemzőket (főleg a hatványeloszlást)
képes

(a) reprodukálni → statikus modell: fix csúcsszám

(b) generálni, magyarázni → dinamikus modell: növekvő csúcsszám

Először most a statikus modelleket nézzük meg.
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uakkora volt a megjelenési valószı́nűsége
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eloszlású valószı́nűségi változók µ várható értékkel → GRGn(W) gráf
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hatványeloszlás lesz



23

Általánosı́tott véletlen-gráf modell

Ha wi ≡ nλ
n−λ, akkor pij = λ/n → visszakaptuk az eredeti ER modellt

Ha a Wi független, azonos eloszlású valószı́nűségi változók
hatványeloszlásúak a keletkező véletlen gráf fokszámeloszlása
hatványeloszlás lesz

Mivel a gráf definı́ciója lényegében tartalmazza a hatványeloszlást, nem nagy
szám, hogy ez kijött...
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Konfigurációs modell

Szintén statikus modell, (lényegében) tetszőleges rögzı́tett
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Minden csúcshoz hozzárendeljük a kı́vánatos fokszámot → képzeletben
ráillesztünk fokszámnyi fél-élet, majd a fél-éleket párosı́tjuk

Ez persze nem feltétlenül lesz egyszerű gráf (pedig mi olyat szeretnénk) →

Kérdés: hogyan csináljunk egyszerű gráfokat?
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élekből csak egy maradjon → törlős konfigurációs modell
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Belátható, hogy a törlés nem nagyon változtatja meg a fokszámokat, a kapott
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jönnek:

belátható, hogy ha a fokszámok nem túl nagyok, akkor pozitı́v
valószı́nűséggel egyszerű gráfot kapunk → ismételjük addig az eljárást,
amı́g egyszerű gráf jön ki → ismétléses konfigurációs modell

Ha azt ı́rjuk elő, hogy a fokszámok hatványeloszlás szerint legyenek, akkor az
ı́gy kapott véletlen gráf jó lesz, tudja a skála-függetlenséget.
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a power-law mindig.

Az első olyan modell, ami magyaráz is: Barabási-Albert féle preferential
attachment modell

• csúcsonként növeszti a hálózatot leı́ró gráfot
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Barabási-Albert-féle preferential attachment modell

Egyre nagyobb csúcsszámú gráfot hoz létre
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élének végpontjául legyen d(xi)/

∑
j

d(xj).
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annak a valószı́nűsége, hogy az új csúcs egy régi xi csúcsot választ egy
élének végpontjául legyen d(xi)/

∑
j

d(xj).

Így tehát t lépés múlva lesz m0 + t csúcs és mt él.

Barabási-Albert: szimulációkkal kijön, hogy a fokszámeloszlás
hatványeloszlás τ = 3-mal.
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∑

j

d(xj), akkor az új csúccsal együtt
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2. definiáljuk a modellt m = 1-re, majd ennek segı́tségével tetszőleges m-re.
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3. Nem világos, hogy hogyan veszi be az m új élet az új csúccsal együtt:
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30
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szomszédos csúcsot 0 ≤ α ≤ 1/4, két nem-szomszédos csúcsot pedig
1/2− 2α valószı́nűséggel választunk,

mert ilyenkor mindegyik csúcs valóban m · (d(xi)/
∑
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d(xj)) = 2 · 2/8 = 1/2

valószı́nűséggel választódik.
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Vagy az élek egymás után, egyesével kerülnek be?
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néhány új éllel növelt?

4. Lehetnek-e többszörös élek, hurokélek?

Lényeg: minden probléma megoldható, a definı́ció precı́zzé tehető és

lényegében bárhogyan tesszük precı́zzé, igazolható a fokszámokra a
hatványeloszlás.
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m = 1-es gráfot csinálnánk, egyesével bevéve az csúcsokat, 1-1 éllel,

aztán m-esével összehúzzuk a csúcsokat

→ lesz t csúcs és mt él, ahogy kell

Ez olyasmi, mintha egyesével vennénk be az új éleket és közben minden él
után frissı́tenénk a fokszámot.
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Eredmények
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ı́gy bármely 3 ≥ τ > 2 kitevő kihozható
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Eredmények
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