
Introduction to the Theory of Computing 2.

Exercise-set 6.

1. Show that in a loop-free graph G on n vertices the following hold, where α(G) denotes the size of
a maximum independent set in G:
a) χ(G) · α(G) ≥ n, b) χ(G) + α(G) ≤ n+ 1.

2. Is it true that every simple graph G has a coloring with χ(G) colors in which one color class contains
α(G) vertices?

3. (MT+’07, MT’15, MT+’17, MT++’17, MT+’18) Decide whether the following graphs are interval
graphs or not. (A graph is an interval graph if the vertices of it are closed intervals on the real line,
and and two vertices are adjacent if and only if the corresponding intervals intersect.)

Bevezetés a számításelméletbe II.
pótzárthelyi

MÁSODIK zh pótlása, 2017.05.08.

1. Egy 99 csúcsú egyszer¶ gráfban két csúcs foka 3, a többi csúcs foka
4. Mutassuk meg, hogy a gráfnak van páratlan köre.

2. Egy 8 csúcsú teljes gráfból töröljük két pontdiszjunkt 3 csúcsú kör
éleit. Határozzuk meg a kapott gráf kromatikus számát.

3. Az 5 csúcsú teljes gráf egy élét megduplázzuk (vagyis az élet két
párhuzamos éllel helyettesítjük). Határozzuk meg a kapott gráf élkro-
matikus számát.

4. Döntsük el, hogy az alábbi gráf intervallumgráf-e.
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5. Adjunk meg egy minimális lefogó ponthalmazt az alábbi gráfban.
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6*. 2035-ben a VIK-es gólyabálon 601 lány és 601 �ú vesz részt, min-
denkinek legalább 300 ellenkez® nem¶ ismer®se van (az ismeretségek
kölcsönösek). Biztosan össze lehet-e állítani 601 olyan �ú-lány párt, ahol
a párok tagjai ismer®sök?

Minden feladat 10 pontot ér, beleértve a csillagos feladatot is. A csilla-

gos feladatért kapott pontok ugyanúgy beszámítanak a zh pontszámába,

mint a többi feladatért kapott pontok. Részben helyes vagy nem teljes

megoldásokért részpontszám adható, indoklás nélküli eredményközlésért

nem jár pont. A dolgozatra mindenki írja rá a nevét, a Neptun-kódját és

a gyakorlatvezet®jének a nevét. Jó munkát!

Bevezetés a számításelméletbe II.
aláíráspótló vizsga

MÁSODIK zh pótlása, 2017.05.15.

1. Egy 10 csúcsú teljes gráfból töröljük két olyan 3 csúcsú kör éleit,
melyeknek pontosan egy közös csúcsa van. Határozzuk meg a kapott
gráf kromatikus számát.

2. Az 5 csúcsú teljes gráf egy 5 hosszú körének minden élét megdupláz-
zuk (vagyis az éleket két párhuzamos éllel helyettesítjük). Határozzuk
meg a kapott gráf élkromatikus számát.

3. Döntsük el, hogy az alábbi gráf intervallumgráf-e.
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4. Adjunk meg egy maximális párosítást az alábbi gráfban.
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5. A 6 csúcsú teljes gráfból törlünk két nem csatlakozó élet. Határoz-
zuk meg azt a legnagyobb k számot, melyre a kapott gráf k-szorosan
élösszefügg®.

6*. Egy 99 csúcsú egyszer¶ gráfban minden csúcs foka pontosan 6.
Mutassuk meg, hogy a gráfnak legalább két páratlan köre van.

Minden feladat 10 pontot ér, beleértve a csillagos feladatot is. A csilla-

gos feladatért kapott pontok ugyanúgy beszámítanak a zh pontszámába,

mint a többi feladatért kapott pontok. Részben helyes vagy nem teljes

megoldásokért részpontszám adható, indoklás nélküli eredményközlésért

nem jár pont. A dolgozatra mindenki írja rá a nevét, a Neptun-kódját és

a gyakorlatvezet®jének a nevét. Jó munkát!

Bevezetés a számításelméletbe II.
pótzárthelyi feladatok

2018.05.14.

1. Legyen G egyszer¶, összefügg®, síkbarajzolható gráf. Mutassuk meg, hogy ha G-
b®l töröljük két éldiszjunkt (vagyis közös élet nem tartalmazó) feszít®fájának éleit,
akkor a kapott gráf biztosan nem lesz összefügg®.

2. A K3,3 teljes páros gráfba behúzunk két nem csatlakozó élet úgy, hogy a kapott
G gráf egyszer¶ legyen. Határozzuk meg G kromatikus számát.

3. Egy 20 csúcsú fában 11 csúcs foka 1 és a maradék 9 csúcs foka is azonos. Hatá-
rozzuk meg a fa élkromatikus számát.

4. Döntsük el, hogy az alábbi gráf intervallumgráf-e.
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5. Adjunk meg az alábbi hálózatban egy maximális folyamot és egy minimális s-t
vágást.
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6*. Adjunk meg olyan gráfot, melyb®l tíz alkalmas élet törölve a kromatikus szám
tízzel csökken és határozzuk meg az ilyen gráfok csúcsszámának minimumát.

A dolgozatra kérjük jól olvashatóan felírni a következ® adatokat: név, Neptun-kód, Neptun

szerinti gyakorlatvezet® neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaid® 90 perc. Az aláírás feltétele: a zárthelyin leg-

alább 24 pont elérése. A 100%-os eredményhez elegend® 50 pontot elérni a 60-ból, az

összpontszám 50 pont feletti részét IMSc pontként könyveljük el.

A feladatok megoldását indokolni kell, puszta eredményközlésért nem jár pont. A dolgozat

megírása közben számológép (vagy más segédeszköz) nem használható.

4. (MT’16) Delete 4 edges from the complete graph on 8 vertices, in such a way that all of them are
incident to a given vertex. Determine whether the graph obtained is an interval graph or not.

5. (MT+’11) Consider those intervals on the number line whose endpoints are both integers between
1 and 100, their length is at least 1 and at most 4, and at least one of their endpoints is an even
number. Determine the chromatic number of the interval graph determined by them.

6. (MT’14) The chromatic number of an interval graph belonging to a given system of intervals is 10.
Prove that if we delete a few intervals from the system in such a way that no three of them have a
common point, then the interval graph belonging to the remaining intervals has chromatic number
at least 8.

—————–

7. The vertices of an 18-vertex graph G can be divided into 3 classes of six vertices each, in such a
way that 2 vertices are adjacent if and only if they are in different classes. Determine the values
χ(G), ν(G), τ(G), α(G) and ρ(G) for this graph G.

8. Determine the values ν(G), τ(G), α(G) and ρ(G) for the graphs below, and determine a maximum
matching, a maximum independent set (of vertices), and a minimum covering set of vertices and
edges.
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9. Let the vertices of G be the numbers 1,2,...,2005, and two vertices, i, j ∈ V be adjacent if and only
if i+ j divided by 3 gives a remainder of 1. Determine the values χ(G), ν(G), τ(G), α(G) and ρ(G)
for this graph G.

10. (MT’09) Let the vertex set of the graph G be V (G) = {1, 2, . . . , 60}. The vertices x, y ∈ V (G) are
adjacent in G if x 6= y and x · y is divisible by 6. Determine ν(G), i.e. the size of a maximum
matching in G.
(Hint: group the vertices according to the remainder when divided by 6.)



11. (MT+’10) The vertices of a graph G are the numbers 1,2,...,100, and two (different) vertices are
adjacent if and only if their product is divisible by 7. Determine the the values α(G), τ(G), ν(G)
and ρ(G) for this graph G.

12. (MT+’08) Let the vertices of the graph G be the numbers {1, 2, . . . , 100}, and two vertices, i and j
be adjacent if and only if i 6= j and the g.c.d. of i and j is even but not divisible by 4. Determine
the parameters ν(G) and α(G). (ν(G) and α(G) denote the maximum number of independent edges
and vertices, resp.)

13. (MT+’17) Determine a minimum covering set of vertices in the graph below.

Bevezetés a számításelméletbe II.
pótzárthelyi

MÁSODIK zh pótlása, 2017.05.08.

1. Egy 99 csúcsú egyszer¶ gráfban két csúcs foka 3, a többi csúcs foka
4. Mutassuk meg, hogy a gráfnak van páratlan köre.

2. Egy 8 csúcsú teljes gráfból töröljük két pontdiszjunkt 3 csúcsú kör
éleit. Határozzuk meg a kapott gráf kromatikus számát.

3. Az 5 csúcsú teljes gráf egy élét megduplázzuk (vagyis az élet két
párhuzamos éllel helyettesítjük). Határozzuk meg a kapott gráf élkro-
matikus számát.

4. Döntsük el, hogy az alábbi gráf intervallumgráf-e.
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5. Adjunk meg egy minimális lefogó ponthalmazt az alábbi gráfban.
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6*. 2035-ben a VIK-es gólyabálon 601 lány és 601 �ú vesz részt, min-
denkinek legalább 300 ellenkez® nem¶ ismer®se van (az ismeretségek
kölcsönösek). Biztosan össze lehet-e állítani 601 olyan �ú-lány párt, ahol
a párok tagjai ismer®sök?

Minden feladat 10 pontot ér, beleértve a csillagos feladatot is. A csilla-

gos feladatért kapott pontok ugyanúgy beszámítanak a zh pontszámába,

mint a többi feladatért kapott pontok. Részben helyes vagy nem teljes

megoldásokért részpontszám adható, indoklás nélküli eredményközlésért

nem jár pont. A dolgozatra mindenki írja rá a nevét, a Neptun-kódját és

a gyakorlatvezet®jének a nevét. Jó munkát!

14. (MT++’17) Determine a maximum matching in the graph below.

Bevezetés a számításelméletbe II.
aláíráspótló vizsga

MÁSODIK zh pótlása, 2017.05.15.

1. Egy 10 csúcsú teljes gráfból töröljük két olyan 3 csúcsú kör éleit,
melyeknek pontosan egy közös csúcsa van. Határozzuk meg a kapott
gráf kromatikus számát.

2. Az 5 csúcsú teljes gráf egy 5 hosszú körének minden élét megdupláz-
zuk (vagyis az éleket két párhuzamos éllel helyettesítjük). Határozzuk
meg a kapott gráf élkromatikus számát.

3. Döntsük el, hogy az alábbi gráf intervallumgráf-e.
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4. Adjunk meg egy maximális párosítást az alábbi gráfban.

e
f

h

i

g

d

b
a

c

kj

5. A 6 csúcsú teljes gráfból törlünk két nem csatlakozó élet. Határoz-
zuk meg azt a legnagyobb k számot, melyre a kapott gráf k-szorosan
élösszefügg®.

6*. Egy 99 csúcsú egyszer¶ gráfban minden csúcs foka pontosan 6.
Mutassuk meg, hogy a gráfnak legalább két páratlan köre van.

Minden feladat 10 pontot ér, beleértve a csillagos feladatot is. A csilla-

gos feladatért kapott pontok ugyanúgy beszámítanak a zh pontszámába,

mint a többi feladatért kapott pontok. Részben helyes vagy nem teljes

megoldásokért részpontszám adható, indoklás nélküli eredményközlésért

nem jár pont. A dolgozatra mindenki írja rá a nevét, a Neptun-kódját és

a gyakorlatvezet®jének a nevét. Jó munkát!

15. a) Show that in a graph G without loops the endpoints of a maximum matching M form a covering
set (of vertices).
b) Show that in a graph G without loops τ(G) ≤ 2ν(G).
c) Show that in a graph G without loops α(G) + 2 · ν(G) ≥ |V (G)|.

16. a) True or false: If a bipartite graph contains a Hamilton cycle then it contains a perfect matching?
b) Is the reverse of the stamement true or false?
c) Does the original statement remain true for non-bipartite graphs?

17. (MT++’03) In the simple graph G on 2k + 1 vertices the degree of each vertex is at least k + 1.
Determine ν(G), the maximum number of independent edges in G.

18. (MT’07) Let G be a simple graph on 2n vertices. We know that two nonadjacent vertices, u and v
have degree n− 1, but all the other vertices of G have degree at least n (where n > 1 is an integer).
Show that G contains a perfect matching!

19. In a simple graph on 20 vertices the degree of each vertex is at least 9. Prove that the graph
contains a matching of 9 edges.

20. Let M be an n × n matrix. Construct a bipartite graph G from M in the following way: let the
two vertex classes of G be A = {a1, a2, . . . , an} and B = {b1, b2, . . . , bn}, and for each 1 ≤ i, j ≤ n
let ai and bj be adjacent if and only if the entry in the ith row and jth column of M is not zero.
Show that if detM 6= 0 then there is a perfect matching in G.

21. At most how many edges can a simple graph G on 100 points have if τ(G) ≤ 20? (The parameter
τ(G) denotes the minimum number of covering points of G.)

22. Let the vertices of the graph G be the numbers 1, 2, . . . , 100, and two vertices, i and j be adjacent
if one of them divides the other. Determine the value of τ(G).


