Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
1. zh, 2017.03.16.

1. Kukutyinban a rendszamok hat karakterbél allnak, minden karakter az angol
abécé 26 bettijének valamelyike vagy egy 0 és 9 kozti szamjegy. Harom karakternek
bettinek, haromnak pedig szamnak kell lennie, ezen kiviil az egyetlen kikotés,
hogy ha hérom beti &ll egymés mellett, akkor azok nem lehetnek egyformék (jo
rendszam példaul 37TAAG1, de nem jo ABCD85 és 35HHH2). Hanyféle rendszam
adhato meg Kukutyinban? (A végeredmény szamszerd értékét nem kell megadni,
azonban a megoldasbol ki kell deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni egy
olyan szamologéppel, amely csak a négy alapmiiveletet ismeri.)

2. Egy 100 cstcsu 0sszefiiggs, egyszerd grafnak 102 éle van. Mutassuk meg, hogy
ekkor van a grafban 3 paronként kiilonboz6 kor. (Két kor akkor kiilonbozs, ha
nem pontosan ugyanazon élek alkotjék.)

3. Egy 100 cstucst G Osszefiiggs graf éleit az 1 és 2 silyokkal stlyoztuk tgy,
hogy az 1 sulyu élek részgrafja (vagyis az a graf, melynek cstcsai azonosak G
cstcsaival, de csak G 1 stlyn éleit tartalmazza) 7 komponensbdl all. Hatarozzuk
meg G egy minimalis Osszstilyu feszitéfajanak silyat.

4. Dontsiik el, hogy az alabbi graf stkbarajzolhato-e.

5. Dontsiik el, hogy az alabbi grafnak van-e Hamilton-kore, illetve Hamilton-1tja.

6*. Egy 20 cstcsu egyszert grafban minden csucs foka 8. Mutassuk meg, hogy
a grathoz hozza lehet venni pontosan 20 élet gy, hogy a kapott graf egyszert
maradjon és legyen Euler-korsétaja.

Minden feladat 10 pontot ér, beleértve a csillagos feladatot is. A csillagos feladatért
kapott pontok ugyantigy beszamitanak a zh pontszamaba, mint a tobbi feladatért
kapott pontok. Részben helyes vagy nem teljes megoldasokért részpontszam ad-
hato, indoklas nélkiili eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozatra mindenki irja
rd a nevét, a Neptun-kdédjat és a gyakorlatvezet§jének a nevét. J6 munkat!



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
2. zh, 2017.04.20.

1. Egy egyszerti grafban pontosan egy paratlan kor van. Hatarozzuk meg a graf
kromatikus szamaét.

2. Egy 8 csticsu teljes gratbol toroljiik egy 6 csticst kor éleit. Hatarozzuk meg a
kapott graf kromatikus szamaét.

3. Egy paros grafban a két pontosztily legyen 01010101
A = {m,ay,...,a3} és B = {by,by,...,bs}. 10100011
Minden 1 < 7 < 8¢é 1 < 5 < 8 esetén q; 01 111000
akkor legyen szomszédos bj-vel, ha a jobbra lat- 10000011
hato matrix i-edik soranak és j-edik oszlopanak 00100011
keresztezddésében 4ll6 elem 1-es. Adjunk meg a 01111100
grafban egy maximalis parositast és egy minima- 10100011

10100010

lis lefogo csticshalmazt.

4. A VIK-es golyabalon 12 lany és 198 fitt vesz részt. A szervezdk igy 12 (fit-
lany) part szeretnének 6sszeallitani a nyitotanchoz tgy, hogy mindenki ismerdssel
tancoljon. Minden lany legalabb 11 fiut ismer, a fitk kozil viszont mindenki
legfeljebb 11 lanyt ismer (az ismeretségek kolesonosek). Biztosan 6ssze tudjak-e
allitani a szervezok a 12 part?

5. Adjunk meg az aldbbi hal6zatban egy maximalis folyamot és egy minimalis s-t
vagast.

6*. Egy 10 csucsu egyszert grafnak 40 ¢éle van. Hatarozzuk meg a legnagyobb
olyan k szamot, melyre a graf biztosan k-szorosan pontosszefiiggs.

Minden feladat 10 pontot ér, beleértve a csillagos feladatot is. A csillagos feladatért
kapott pontok ugyantgy beszamitanak a zh pontszamaba, mint a tobbi feladatért
kapott pontok. Részben helyes vagy nem teljes megoldasokért részpontszam ad-
hato, indoklas nélkiili eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozatra mindenki irja
rd a nevét, a Neptun-kodjat és a gyakorlatvezet§jének a nevét. J6 munkat!



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
potzarthelyi
ELSO zh pétlasa, 2017.05.08.

1. Kukutyinban a rendszamok hat karakterbdl allnak, minden karakter az angol abécé
26 bettjének valamelyike vagy egy 0 és 9 kozti szamjegy. Az Y betii legfeljebb egyszer
szerepelhet a rendszamban, ezen kiviil mas kikotés nincs. Hanyféle rendszam adhato
meg Kukutyinban? (A végeredmény széamszertd értékét nem kell megadni, azonban a
megoldasbol ki kell deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szamolo-
géppel, amely csak a négy alapmiiveletet ismeri.)

2. Egy 100 csticsu Osszefiiggs, egyszeri grafnak 100 éle van. Mutassuk meg, hogy ekkor
van a grafban 3 paronként kiilonbozd feszitéta. (Két feszitéfa akkor kiilonb6zs, ha nem
pontosan ugyanazon élek alkotjék.)

3. Dontsiik el, hogy az aldbbi graf stkbarajzolhato-e.
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4. Egy 20 cstcstu egyszert gratban minden cstics foka 6. Mutassuk meg, hogy a grathoz
hozzé lehet venni pontosan egy élet gy, hogy a kapott graf egyszerd maradjon és
legyen Euler-sétaja.

5. Dontsiik el, hogy az alabbi grafnak van-e Hamilton-kore, illetve Hamilton-tja.

6*. Egy husz csucst, egyszerd grafban minden fok legalabb 9. Mutassuk meg, hogy a
grathoz hozzé lehet venni egy élet tgy, hogy a kapott grafnak legyen Hamilton-ttja.

Minden feladat 10 pontot ér, beleértve a csillagos feladatot is. A csillagos feladatért ka-
pott pontok ugyanigy besziamitanak a zh pontszimaba, mint a t6bbi feladatért kapott
pontok. Részben helyes vagy nem teljes megoldasokért részpontszaim adhat6, indok-
las nélkiili eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozatra mindenki irja rd a nevét, a
Neptun-kédjat és a gyakorlatvezet§jének a nevét. J6 munkat!



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
potzarthelyi
MASODIK zh pétlasa, 2017.05.08.

1. Egy 99 csticst egyszeri gratban két cstcs foka 3, a tobbi cstcs foka
4. Mutassuk meg, hogy a grafnak van paratlan kore.

2. Egy 8 csticsu teljes gratbol toroljik két pontdiszjunkt 3 cstcst kor
éleit. Hatarozzuk meg a kapott graf kromatikus szamat.

3. Az 5 cstcsu teljes graf egy élét megduplazzuk (vagyis az élet két
parhuzamos éllel helyettesitjiik). Hatarozzuk meg a kapott graf élkro-
matikus szamat.

4. Dontstik el, hogy az aldbbi graf intervallumgréaf-e.
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6*. 2035-ben a VIK-es golyabalon 601 lany és 601 fin vesz részt, min-
denkinek legaldbb 300 ellenkezé nemi ismerGse van (az ismeretségek
kolesonosek). Biztosan Ossze lehet-e éllitani 601 olyan fia-lany péart, ahol
a parok tagjal ismerd&sok?

Minden feladat 10 pontot ér, beleértve a csillagos feladatot is. A csilla-
gos feladatért kapott pontok ugyaniigy beszamitanak a zh pontszamaéba,
mint a tobbi feladatért kapott pontok. Részben helyes vagy nem teljes
megoldasokért részpontszam adhato, indoklas nélkiili eredménykozlésért
nem jar pont. A dolgozatra mindenki irja ra a nevét, a Neptun-kodjat és
a gyakorlatvezet§jének a nevét. J6 munkat!



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
alairaspotlo vizsga

ELSO zh pétlasa, 2017.055'

1. Hany olyan hétjegyd szdm van, melyben a nyolcas szamjegy pontosan haromszor
fordul el6? (A végeredmény szédmszert értékét nem kell megadni, azonban a megol-
dasbol ki kell deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szémologéppel,
amely csak a négy alapmiiveletet ismeri.)

2. Egy 23 csticsi egyszerd gratban minden cstcs foka legalabb 7. Mutassuk meg, hogy
barhogy valasztunk ki a gréf csticsai koziil harmat, lesz koztiik két olyan, melyek kozott
van a grafban tut.

3. Egy tiz csticsi, egyszerd, Osszefliggs, élstulyozott gratban harom él sulya 1, négy
él sulya 2, a tobbi él silya 3. Mutassuk meg, hogy a grafnak van olyan feszitétaja,
melynek stlya legfeljebb 21.

4. Dontsiik el, hogy az alabbi graf stkbarajzolhato-e.
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5. Legalabb hany élet kell az alabbi grathoz hozzavenni, hogy a kapott graf egyszerd
maradjon és legyen Euler-korsétaja?

6*. Egy hisz csucsi, egyszertd grafban és a komplementerében egytitt is csak kétféle
fokszam fordul els. Tudjuk még, hogy a gratban a tiznél kisebb foku csicsok klikket
alkotnak. Mutassuk meg, hogy a grafnak van Hamilton-utja.

Minden feladat 10 pontot ér, beleértve a csillagos feladatot is. A csillagos feladatért ka-
pott pontok ugyanigy beszamitanak a zh pontszamaba, mint a tobbi feladatért kapott
pontok. Részben helyes vagy nem teljes megoldasokért részpontszam adhaté, indok-
las nélkiili eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozatra mindenki irja rd a nevét, a
Neptun-kédjat és a gyakorlatvezet§jének a nevét. J6 munkat!
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Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
alairaspotlo vizsga
MASODIK zh pétlasa, 2017.05.15.

1. Egy 10 cstcsu teljes grafbol toroljik két olyan 3 csticst kor éleit,
melyeknek pontosan egy kozos csiicsa van. Hatarozzuk meg a kapott
graf kromatikus szamat.

2. Az 5 cstcsu teljes graf egy 5 hosszi korének minden élét megduplaz-
zuk (vagyis az éleket két parhuzamos éllel helyettesitjiik). Hatérozzuk
meg a kapott graf élkromatikus szamat.

3. Dontsiik el, hogy az alabbi graf intervallumgréaf-e.
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5. A 6 cstcsu teljes graftbol torliink két nem csatlakozo élet. Hataroz-
zuk meg azt a legnagyobb k szamot, melyre a kapott graf k-szorosan
¢élosszetiiged.

6*. Egy 99 csucsi egyszerd grafban minden csics foka pontosan 6.
Mutassuk meg, hogy a grafnak legalabb két paratlan kore van.

Minden feladat 10 pontot ér, beleértve a csillagos feladatot is. A csilla-
gos feladatért kapott pontok ugyaniigy beszamitanak a zh pontszamaéba,
mint a tobbi feladatért kapott pontok. Részben helyes vagy nem teljes
megoldasokért részpontszam adhato, indoklas nélkiili eredménykozlésért
nem jar pont. A dolgozatra mindenki irja ra a nevét, a Neptun-kodjat és
a gyakorlatvezet§jének a nevét. J6 munkat!



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2017. mércius 16.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirdsa;
a leirt lépések egy maximaélis pontszamot éré megoldés vazlatdnak tekintheték.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Az dtmutatoban szerepls
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérs j6 megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit bele, igy a dolgozatokra
osztalyzatot nem adunk.

1. Kukutyinban a rendszamok hat karakterbdl adllnak, minden karakter az angol 4bécé 26 bettijének
valamelyike vagy egy 0 és 9 kozti szdmjegy. Harom karakternek betiinek, hdromnak pedig szamnak kell
lennie, ezen kiviil az egyetlen kikotés, hogy ha harom bet( all egymas mellett, akkor azok nem lehetnek
egyformak (jo rendszam példaul 37AAGI, de nem jo ABCDS85 és 35HHH2). Hanyféle rendszéam adhato
meg Kukutyinban? (A végeredmény szamszerid értékét nem kell megadni, azonban a megoldasbol
ki kell deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszdmolni egy olyan szamologéppel, amely csak a négy
alapmitiveletet ismeri.)

* ok ok %k Xk

Dontsiik el el6szor, hogy melyik helyre keriil szam és melyikre betd. Ez (g) = % = 20 moddon
lehetséges, hiszen a hat hely koziil valasztjuk azt a harmat, ahova (mondjuk) betd keriil. (2 pont)
Ebbdl a 20 elrendezésbdl 4 olyan, melyben a harom betd egymas mellett all (1,2,3,; 2,3,4; 3,4,5; 4,5,6
helyek). (1 pont)

A maradék 16 elrendezés esetén tovabbi kikétés nincs, vagyis minden bettit 26-, minden szamot 10-
féleképp valaszthatunk. Az eladéson tanultak szerint, vagy a jozan esziinket hasznélva ez Gsszesen
16 - 263 - 10° lehetGséget jelent. (2 pont)
A 4 kellemetlenebb elrendezés esetén nem lehet a harom bet azonos, a betiik tehat (263 — 26)-
feleképp valaszthatok, hiszen az Osszes lehetSségek szama 26%, a harom egyforma betiit pedig 26-

féeleképp valaszthatjuk. (1 pont)
A szamok ekkor is 103-féleképp valaszthatok, (1 pont)
ebben az esetben tehat dsszességében 4 - (263 — 26) - 10° a lehetéségek szama. (1 pont)
Ahhoz, hogy a végeredményt megkapjuk, a két esetben (van, illetve nincs egyméas mellett harom bet)

kapott lehetGségek szamat Ossze kell adni, hiszen a két eset koziil pontosan az egyik kovetkezik be.
(1 pont)
A végeredmény tehat 16 - 263 - 103 + 4 - (26 — 26) - 103, (1 pont)

Aki a binomiélis egyiitthat6 kiszamitasarol semmit nem ir, attél vonjunk le 1 pontot, nem kell viszont
levonni a kobreemelés részleteinek (pl. 10 = 10 - 10 - 10) elhagyaséért.

2. Egy 100 cstcsu Osszefiiggs, egyszert grafnak 102 éle van. Mutassuk meg, hogy ekkor van a gratban
3 paronkent kiilonb6z6 kor. (Két kor akkor kiilonb6zd, ha nem pontosan ugyanazon élek alkotjak.)
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* ko ok ok Xk

Mivel a graf dsszefiiggs, van feszit6faja, legyen egy ilyen F. (2 pont)
F 100 csucsu fa, tehat 99 éle van. (1 pont)
Legyenek a graf F-ben nem szerepld élei eq, eo, e3. (2 pont)
Ekkor az F-hez e;-t hozzavéve Osszefiiggs, 100 éld grafot kapunk, melyben a tanultak szerint kell
legyen kor. (2 pont)
Mivel e; nem éle F-nek, az F' + e; graf korében nem szerepel e;, ha i # j, igy az F'+e1, F'+e9, F'+e3
grafokban kapott korok kiilonbozok, amivel a feladatot megoldottuk. (3 pont)

3. Egy 100 csicsu G Ssszefiiggd graf éleit az 1 és 2 sulyokkal silyoztuk tugy, hogy az 1 silyu élek
részgrafja (vagyis az a graf, melynek csticsai azonosak G csticsaival, de csak G 1 sulyt éleit tartalmazza)
7 komponensbdl all. Hatarozzuk meg GG egy minimélis 6sszstulyu feszitGfajanak silyat.

* ko ok ok Xk

Els6 megoldas. A Kruskal-algoritmus minimalis Osszsulyu feszitéfat talal, ezt fogjuk hasznalni. Az
algoritmus mindig az egyik legkisebb sulyu olyan élet veszi be a faba, ami a mar bevettekkel nem
alkot kort. Ezért a G esetében addig fog 1 silya éleket bevenni, amig létezik két olyan csics, amik

aktudlisan kiilonb6z6 komponensben vannak és 1 stlyt él koti ossze Gket. (2 pont)
Amig a bevett 1 silyu élek 7-nél tobb komponenst alkotnak, lesz ilyen él, (2 pont)

vagyis az algoritmus az 1 sulyu élek altal alkotott részgraf komponenseinek egy-egy (1 sulyu élekbél
allo) feszitofajat talalja meg a futas azon szakaszaban, amikor 1 sulyu éleket vesz be (azt is meg lehet

mondani, hogy ez hany 1épést jelent: 93-at, de ezt ezen a ponton nem muszaj tudni). (3 pont)
A tovabbiakban az algoritmus 2 sulyt éleket fog bevenni, mégpedig 6 darabot (hiszen annyi kell
ahhoz, hogy az aktualisan 7 komponensbdl allo erd6bdl fa legyen). (2 pont)
A feszitGtanak 99 éle van, amibdl 6 db silya 2, a tobbié 1, igy az osszsuly 105. (1 pont)

Masodik megoldas. A feszitdfa (is) csak 1 és 2 stulyu élekbdl allhat, 2 stlya élbsl pedig legalabb 6

darabra van sziikség, hiszen az Gsszes 1-es élet felhasznalva is 7 komponenst kapunk, (3 pont)
tehat barmely feszitéfa silya legalabb 100 — 1 + 6 = 105. (1 pont)
Masrészt 6 darab 2 sulya éllel tudunk feszitéfat gyartani. (1 pont)
Vegyiik el6szor az 1 sulyu élek komponenseinek egy-egy feszit6fajat. (2 pont)
Mivel az eredeti graf Osszefiiggs, az el6adason tanultak szerint ezt a 7 komponenst erdét ki tudjuk
egésziteni fava és ehhez 6 élre lesz sziikség. (1 pont)
Az igy kapott fa 99 éld és legfeljebb (igazabdl pontosan) 6 darab 2 stlyt élet tartalmaz, tehat a silya
legfeljebb 105. (1 pont)
Ezek alapjan a minimélis 6sszulyu feszitéfa silya pontosan 105. (1 pont)

4. Dontsiik el, hogy az alabbi graf sikbarajzolhato-e.

A graf nem sikbarajzolhaté, mert van olyan részgrafja, ami topologikusan izomorf a K33 graffal. Az
a,c, f cstcsok alkotjak a K33 3 egyik osztalyat, a b, e, g csticsok a masikat. Az a és g kozti Osszekottetés
a h csicson keresztiil, a ¢ és e cstucsok kozti Gsszekottetés a d csucson keresztiil valosul meg (a tobbi
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osszekottetés kozvetlen). (10 pont)

Ha valaki tudja, hogy mit kéne keresni, de (probalkozéasok ellenére) nem talalja, akkor (mindségtél
fiiggéen) 1-3 pontot kapjon. Aki megallapitja, hogy K5-0t nem érdemes keresni, az plusz 2 pontot
kaphat. Aki azt figyeli meg, hogy a h csticsot elvéve és az ag élet a grafba berakva olyan grafot kapunk,
ami pontosan akkor sikbarajzolhat6, ha az eredeti is az volt, szintén kaphat 2 plusz pontot. Ennek

jarhat 1 plusz pont.

5. Dontstiik el, hogy az alabbi grafnak van-e Hamilton-kore, illetve Hamilton-itja.

b SR S S

Hamilton-tutja van a grafnak, egy ilyen megadasaért 2 pont jér.
Hamilton-kor viszont nincs, mert a 4 darab 5 foka cstcsot elhagyva a graf 5 komponensre esik szét,
vagyis a graf nem teljesiti az elGadason tanult sziikséges feltételt. (8 pont)

Mashogy is meg lehet indokolni, hogy a grafnak nincs Hamilton-kore, természetesen az is 8 pontot
ér (ha jo). Aki tudja, hogy mit kéne keresni, de (probalkozasok ellenére) nem talalja, az (mindségtél
fiiggGen) 1-3 pontot kapjon.

6*. Egy 20 cstucsu egyszerii grafban minden csics foka 8. Mutassuk meg, hogy a grafhoz hozza lehet
venni pontosan 20 élet gy, hogy a kapott graf egyszerti maradjon és legyen Euler-korsétaja.

* ok ok ok Xk

A graf komplementerében minden csucs foka 11. (1 pont)
A komplementerre igy teljesiil a Dirac-tétel feltétele, vagyis hogy minden cstcs foka legalabb a cstucsok
szamanak fele. (
Mivel a komplementer egyszert graf is, (
igy a Dirac-tétel szerint van Hamilton-kore. (
E kornek egyetlen éle sem szerepel az eredeti grafban, (
vagyis ezeket a grathoz véve egyszert grafot kapunk, (1 pont
melyben minden cstics foka kettvel nagyobb az eredetinél, azaz 10. (
A kapott grafban minden fok paros és a graf Gsszefiiggs (
(hiszen tartalmaz Hamilton-kort, amit épp most raktunk bele), (
igy a tanult tétel szerint van Euler-korsétaja. (



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2017. aprilis 20.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirdsa;
a leirt lépések egy maximélis pontszamot ér§ megoldés vazlatdnak tekintheték.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az Gtmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Az dtmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérs jo6 megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszdma szamit bele, igy a dolgozatokra
osztalyzatot nem adunk.

1. Egy egyszeri grafban pontosan egy paratlan kor van. Hatarozzuk meg a graf kromatikus szamat.

b S R S 5

Mivel a grafban (nevezziik G-nek) van paratlan kor, nem lehet paros graf, (1 pont)
a kromatikus szama tehat legalabb 3. (1 pont)
Hagyjunk el a paratlan korbdl egy e élet és nevezziik a kapott grafot H-nak. (1 pont)
H-ban mar nincs paratlan kor, ezért paros graf, (1 pont)
vagyis a kromatikus szama legfeljebb 2. (1 pont)
Tekintsiik H-nak egy jo 2-szinezését és tegyiik vissza az e élet, majd szinezziik 4t e egyik végpontjat
egy harmadik, 0j szinre. (3 pont)
Igy G-nek egy jo szinezését kapjuk, vagyis G kromatikus szama legfeljebb 3. (1 pont)
A kapott két becslésbél adodik, hogy G kromatikus szama pontosan 3. (1 pont)

2. Egy 8 csticsu teljes grafbol toroljiik egy 6 csticsu kor éleit. Hatarozzuk meg a kapott graf kromatikus
szamat.

R SR S SR

Legyenek a 6 csiicsu kor csticsai sorban a, b, ¢, d, e, f, a graf maradék két cstcsa g és h. Ekkor az ab,

cd, ef élek egyike sem szerepel G-ben, (1 pont)
igy jo szinezést kapunk, ha az a és b csicsokat 1-esre, a ¢ és d csiicsokat 2-esre, az e és f csticsokat
3-asra, g-t 4-esre, h-t pedig 5-Osre szinezziik. (3 pont)
A graf kromatikus szama tehat legfeljebb 5. (1 pont)
Az a,c, e, g, h csicsok egy 5 cstiesu klikket alkotnak a grafban, (3 pont)
ahonnan kovetkezik, hogy a kromatikus szam legalabb 5. (1 pont)
A két becslésbol adodik, hogy a kromatikus szam pontosan 5. (1 pont)



01 010101
3. Egy péaros graftban a két pontosztaly legyen A = {ay,aq, ..., as} 1 0100011
és B = {by,by,...,bg}. Minden 1 < i < 8és1 < j < 8 esetén 01111000
a; akkor legyen szomszédos bj-vel, ha a jobbra lathaté méatrix - 10000011
edik soranak és j-edik oszlopénak keresztezddésében 4ll6 elem 1-es. 00 1000O0T1
Adjunk meg a grafban egy maximalis parositast és egy minimalis 01111100
lefog6 csticshalmazt. 101000171

10100010

* ko ok ok Xk

A matrix alapjan konnyen ellendrizhetd, hogy ay, as, ag, by, bs, by, bs egy (7 elemt) lefogd ponthalmaz

a paros grafban, (3 pont)
mert a nem érintett sorok és oszlopok keresztezddésében minden elem 0. (1 pont)
Az (ay,bs), (az, b1), (as, be), (a4, b7), (as, bs), (ag, bs), (ar, b3) élhalmaz egy (7 elemii) parositas, (2 pont)
hiszen semelyik két élnek nincs kozos végpontja. (1 pont)
A megadott lefogd ponthalmaz, illetve parosités bizonyitja, hogy 7(G) < 7, illetve v(G) > 7, ahonnan
a v(G) < 7(QG) osszefiiggés szerint v(G) = 7(G) = 7 és igy a megadott parositds maximalis, a
megadott lefogd ponthalmaz pedig minimaélis. (3 pont)

Megjegyzés. A maximalis parositast és a minimélis lefogd ponthalmazt természetesen érdemes az elG-
adason tanult algoritmussal keresni; azonban (ahogy az a fentiekbdl is latszik) egy teljes értékd meg-
oldashoz nem feltétleniil sziikséges (bar az esetleges hibak miatt mégis célszerti) ennek a lépéseit
dokumentalni.

A maésodik és a negyedik részpontszamnal persze mashogy is indokolhatunk, st aki (a dolgozatban)
meggydzéen demonstralja, hogy érti, hogy miért lefogd a ponthalmaz, illetve fiiggetlen az élhalmaz, az
megkaphatja a pontokat.

4. A VIK-es golyabalon 12 lany és 198 fit vesz részt. A szervezdk igy 12 (fi-lany) part szeretnének
Osszedllitani a nyitotanchoz tgy, hogy mindenki ismeréssel tdncoljon. Minden lany legalabb 11 fiut
ismer, a fiak koziil viszont mindenki legfeljebb 11 lanyt ismer (az ismeretségek kolesonosek). Biztosan
Ossze tudjak-e allitani a szervezdk a 12 part?

* ok ok ok Xk

Legyen L a lanyok, F' a fiik halmaza és legyen GG az a péaros graf, melynek L és F' az osztélyai, két
csucs kozott pedig akkor vezessen él, ha a megfelel§ fia és lany ismeri egymast. A feladat annak

eldontésével ekvivalens, hogy ebben a péaros grafban van-e L-et fed§ parositas. (1 pont)
A Hall-tétel szerint ehhez elég azt belatni, hogy minden X C L esetén |N(X)| > | X]. (1 pont)
Ha 1 < |X| < 11, akkor ez teljesiil, hiszen minden L-beli cstics foka legalabb 11, igy N(X) mérete
is legalabb 11 (a feltétel persze | X| = 0 esetén is teljesiil; e megéallapitas hianyaért ne vonjunk le
pontot). (2 pont)
Az | X| =12, vagyis X = L esetet kell még ellenérizniink. (1 pont)
Vilagos, hogy |N(L)| > 11, ahhoz tehat, hogy a Hall-feltétel ne teljesiiljon, az kéne, hogy |N(L)| = 11
legyen. (1 pont)
Ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha L-ben minden cstcs foka pontosan 11 és mind a 12 L-beli cstics
ugyanazzal a 11 F-belivel van 6sszekotve. (2 pont)
Ekkor azonban ezen 11 F-beli csiics foka 12 lenne, ami a megadott feltétel szerint lehetetlen, tehat
van L-et fed§ parositas. (2 pont)

5. Adjunk meg az alabbi hal6zatban egy maximalis folyamot és egy minimalis s-t vagast.



Tekintsiik a kévetkez§ f folyamot: f(sa) =
13, f(ct) = 15, f(dc) = 2, f(de) =8, f(eb)

16, f(se) = 4, f(sd) = 10, f(ab) = 8, f(af) = 8, f(bc) =
5, flef) = 7, f(ft) = 15. (3 pont)
Az f folyam értéke 30. (1 pont)
Tekintsiik most az s, a, b, d, e cstucsok altal meghatarozott vagast. (2 pont)
Ennek kapacitasa az af,dc,be, ef élek 6sszkapacitésa, azaz szintén 30. (1 pont)
Tudjuk, hogy barmely folyam értéke legfeljebb akkora lehet, mint tetszéleges vagas kapacitasa, (1 pont)

( )

( )

igy a 30 értékd vagas bizonyitja, hogy a megadott folyam maximalis, 1 pont
a 30 értéki folyam pedig bizonyitja, hogy a megadott vagas minimaélis. 1 pont

A vagas kapacitasanak kiszamitasaért akkor jar a pont, ha kideriil, hogy mely élek milyen adatait kellett
osszeadni ahhoz, hogy kijojjon a 30-as érték. Az utolsé 3 pont annak jar, aki (érdemben) indokolja, hogy
a megadott folyam maximalis és a megadott vagas minimalis. (Példaul ,a Ford-Fulkerson tétel miatt
a folyam maximalis” 6nmagaban nem érdemi indoklas.) A folyam maximalitasa mellett természetesen
lehet tgy is érvelni, hogy a 30 értéki folyamhoz tartozo (helyesen felrajzolt) segédgrafban mar nincs
javito ut. A javitoutas algoritmus helyes alkalmazasaért akkor is komoly részpontszamok adhatok, ha
a végeredmény nem helyes (persze gy6z6djiink meg rola, hogy nem elvi hibarél van sz6). Nem jar
érdemi pontszam ugyanakkor taldlomra vett folyamok és/vagy vagasok keresgéléséért, ha ez nem vezet
eredményre.

6*. Egy 10 csucsu egyszerti grafnak 40 éle van. Hatarozzuk meg a legnagyobb olyan k szamot, melyre
a graf biztosan k-szorosan pontdsszefiiggd.

* ok ok ok X

A 10 csucesu teljes grafnak 45 éle van, igy a mi grafunkat (hivjuk G-nek) a teljes grafbol 5 él
elhagyasaval kapjuk. (1 pont)
A K grafban barmely két u, v cstcs kozott van 9 (belssleg) pontdiszjunkt tt: (1 pont)
az uv élen kiviil a maradék 8 csics barmelyikén keresztiil vezet egy két éli Gt u és v kozott. (2 pont)
Az 5 él elhagyésa ebbdl a 9 atbol legfeljebb 5-6t érint (hiszen persze semelyik kettGnek nincs kozos

éle), (2 pont)
vagyis G-ben barmely két cstcs kozt vezet 4 pontdiszjunkt ut, (1 pont)
igy G Menger vonatkozo tétele szerint 4-szeresen pontosszefiiggs (ehhez még az is kell, hogy legyen
legalabb 5 cstcsa, ami persze teljesiil; e megallapitas hidnyaért ne vonjunk le pontot). (1 pont)

Mivel az 5 elhagyott él csatlakozhat ugyanahhoz a csticshoz, elképzelhets, hogy G-nek van 4 foka
csucsa, ekkor G 5-szOrosen mar nem lehet pontosszefiiggs (hiszen a 4 foku csics szomszédait elhagyva
G szétesik), (1 pont)
igy a keresett maximum 4. (1 pont)

A 4-Osszefiiggfség mellett érvelhetiink a kovetkezSképp is: ha G nem 4-Osszefiiggs, akkor el tudunk

hagyni 3 pontot ugy, hogy G szétessen. (1 pont)
A 3 elhagyott pontra legfeljebb 24 él illeszkedik (legfeljebb 3 él megy koztiik, és legfeljebb 3 - 7 bel6liik
a méasik 7 csucsba), (2 pont)
igy a maradék (nem Osszefiiggs) grafnak legalabb 16 éle van. (1 pont)



Ebbdl ellentmondéasra fogunk jutni, mert egy 7 cstest, 16 éli egyszert graf mindig 6sszefiiggd: (1 pont)
nyilvan feltehetjiik, hogy csak két komponense van, amelyek 1 és 6, 2 és 5, vagy 3 és 4 csticstiak: egyik
esetben sem kaphatunk 15-nél tobb élet (az els6 esetben 15, a mésodikban 11, a harmadikban 9 él
lehet legfeljebb a maradék grafban). (3 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Poétzarthelyi feladatok, els6 zh poétlasa — pontozasi atmutato
2017. majus 8.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az utmutatoénak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirdsa;
a leirt lépések egy maximaélis pontszamot éré megoldés vazlatdnak tekintheték.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az Gtmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Az dtmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérs j6 megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszdma szamit bele, igy a dolgozatokra
osztalyzatot nem adunk.

1. Kukutyinban a rendszamok hat karakterbdl dllnak, minden karakter az angol dbécé 26 bettijének
valamelyike vagy egy 0 és 9 kozti szamjegy. Az Y betii legfeljebb egyszer szerepelhet a rendszamban,
ezen kiviil méas kikotés nincs. Hanyféle rendszam adhato meg Kukutyinban? (A végeredmény szamszerii
értékét nem kell megadni, azonban a megoldashol ki kell deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni
egy olyan szdmologéppel, amely csak a négy alapmiiveletet ismeri.)

* ko ok ok Xk

Ha az Y egyszer szerepel a rendszamban, akkor a helyét hatféleképp valaszthatjuk ki, (1 pont)
a maradék 5 helyre pedig helyenként 35-féleképp valaszthatunk, (1 pont)
vagyis az b5 helyre dsszesen 35°-féleképp (ismétléses variacio). (1 pont)
Olyan rendszam tehat, melyben az Y egyszer szerepel, ésszesen 6 - 35°-féle van, (1 pont)
hiszen az Y 6 lehetséges helyének mindegyikéhez 35° rendszam tartozik (és ezek persze mind kiilonbo-
z6k). (1 pont)
Ha az Y nem szerepel a rendszamban, akkor minden karakter 35-féle lehet, (1 pont)
ilyen rendszam tehat 35° van (ismétléses variacio). (1 pont)
A legfeljebb egy Y-t tartalmazo rendszamok szama ezek alapjan 6 - 35° + 355, (2 pont)
hiszen a feltétel szerint az Y vagy egyszer vagy nullaszor szerepelhet a rendszamban (és a két lehetGség
koziil persze csak az egyik teljesiilhet). (1 pont)

2. Egy 100 cstcsu Osszefiiggs, egyszert grafnak 100 éle van. Mutassuk meg, hogy ekkor van a grafban
3 paronként kiilonbozs feszitéfa. (Két feszitéfa akkor kiilonb6zd, ha nem pontosan ugyanazon élek
alkotjak.)

L S R S

Ha a 100 csucsu graf fa lenne, akkor 99 éle lenne, a grafunk tehat nem fa, (1 pont)
igy kell legyen kore, (2 pont)
mivel osszefiiggs. (1 pont)
Ha ebbdl a korbsl elhagyunk egy élet, akkor (az eladéson tanultak szerint) a graf Osszefiiggd
marad, (1 pont)

és tobb kore mar nem lehet, hiszen ekkor még el tudnénk hagyni bel6le élet gy, hogy Osszefiiggd



maradjon, de ekkor 98 éli Osszefiiggs grafot kapnénk, ami — az el6adason tanultak szerint — nem

lehetséges. (1 pont)
A kapott graf tehat az eredeti graf feszit6faja. (1 pont)
Az eredeti graf minden kore legalabb harom élbél all (mivel a graf egyszert), (2 pont)
vagyis az elhagyando6 élet legalabb haromféleképp valaszthatjuk, s igy legalabb harom kiilonb6z6
feszit6fat kaphatunk. (1 pont)

3. Dontstik el, hogy az alabbi graf sikbarajzolhato-e.

h
g 1
e
d f
a C
b

Els6 megoldas. Megadjuk a graf egy olyan részgrafjat, ami topologikusan izomort a Kjs graf-

fal. (1 pont)
A b,d, f csicsok alkotjak a K53 egyik osztalyat, az a, e, g csticsok a masikat, (3 pont)
ezen kiviil a részgrafban szerepel még a h és az ¢ pont. A részgraf élei a megadott osztalyok kozt mend
élek, a gf él kivételével, ami nincs a grafban, helyette a gh, hi, i f éleket vessziik be. (2 pont)
Ez a részgraf csakugyan topologikusan izomorf Kj3-mal, hiszen a két osztaly kozotti élek a gf él
kivételével szerepelnek a grafban, a gf ¢l pedig két ponttal felosztva szerepel. (2 pont)
Mivel a grafnak van Kjs-mal topologikusan izomorf részgrafja, a Kuratowski-tétel (konnyi irdnya)
szerint nem sikbarajzolhato. (2 pont)

Ha valaki a fenti gondolatmenet egyes elemeit (akar egy meggy6z6 rajzzal) prezentalja, akkor megkap-
hatja a vonatkoz6 pontokat. A Kuratowski-tételt nem muszaj névvel emliteni, de az, hogy min alapul
a kovetkeztetés, kell hogy szerepeljen. Ha valaki azt mutatja meg, hogy a grafnak nincs Kjs-tel topo-
logikusan izomort részgrafja, de a K3 3-mal topologikusan izomorf részgrafot nem talalja meg, akkor a
megallapitasért kapjon 2 pontot.

Masodik megoldas. A graf egyszerii és nincs benne haromszog, (3 pont)
hiszen paros graf: a b, d, f, h cstcsok alkotjak az egyik osztéalyt, a tébbi cstics a masikat. (3 pont)
Ha tehat sikbarajzolhato lenne, akkor az el6adéson tanultak szerint legfeljebb 2n — 4 = 14 éle lehetne
(ahol n a csucsok szama), (3 pont)
ami ellentmondas, hiszen a grafnak 15 éle van. (1 pont)

4. Egy 20 cstcsu egyszerii grafban minden cstics foka 6. Mutassuk meg, hogy a grafthoz hozza lehet
venni pontosan egy élet ugy, hogy a kapott graf egyszerid maradjon és legyen Euler-sétaja.

b SR S S

Egy grafnak akkor és csak akkor van Euler-sétaja, ha Osszefiiggd (egész pontosan legfeljebb egy
komponensében van él, de az apré pontatlansagért ne vonjunk le pontot) (1 pont)
és legfeljebb két cstcs foka paratlan. (1 pont)
Barhogy is vesziink hozza a grafunkhoz egy élet, legfeljebb két paratlan foka csics keletkezik (s6t, ha
figyeliink az egyszertiségre, akkor pontosan kettd), (1 pont)
a kérdés tehat az, hogy az él hozzavételével garantalhato-e, hogy a graf Osszefiiggs legyen. (1 pont)
A grafnak nem lehet 3 vagy tobb komponense, (1 pont)
mivel minden komponensében legalabb 7 cstics van, (1 pont)
hiszen egy legfeljebb 6 csticsu komponensben — a graf egyszertisége miatt — nem lehetne minden fok



6. (1 pont)
A graf tehat vagy Osszefiiggs, vagy két komponense van. Az els§ esetben az eddigiek szerint egy
tetszbleges nem behtzott él bevételével elérhets, hogy a graf egyszerti maradjon és legyen Euler-

sétaja. (1 pont)
A masodik esetben pedig a két komponens egy-egy csiicsa kozé kell élet behtiznunk, (1 pont)
ekkor a kapott graf mar Gsszefiiggd lesz és nyilvan egyszert marad. (1 pont)

5. Dontstik el, hogy az alabbi grafnak van-e Hamilton-kore, illetve Hamilton-itja.

J6 Hamilton-it 2 pont.

A 6 foku és a két 5 fokn cstcsot elhagyva a graf 4 komponensre esik szét, igy a tanultak szerint nincs
Hamilton-kore. (8 pont)

6*. Egy husz csucsu, egyszert grafban minden fok legalabb 9. Mutassuk meg, hogy a grafhoz hozzéa
lehet venni egy élet gy, hogy a kapott grafnak legyen Hamilton-utja.

* ko ok ok Xk

Vegyiink hozzéa a grafhoz két uj csicsot, (1 pont)
melyeket kossiink Ossze az Gsszes régi csicesal. (2 pont)
A kapott grafnak 22 csiicsa van és minden foka legalabb 11. (2 pont)
Mivel a graf egyszerti is, (1 pont)
A Dirac-tétel szerint van egy C' Hamilton-kore. (1 pont)
A két tjonnan hozzavett csicsot elhagyva C két utra esik szét, melyek az eredeti graf 0sszes csicsat
tartalmazzak. (2 pont)
A két at egy-egy végpontja kozé egy élet felvéve Hamilton-utat kapunk. (1 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Potzarthelyi feladatok, masodik zh pétlasa — pontozasi utmutato
2017. majus 8.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az dtmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az utmutatoénak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirdsa;
a leirt lépések egy maximaélis pontszamot éré megoldés vazlatdnak tekintheték.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az Gtmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Az dtmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérs j6 megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszdma szamit bele, igy a dolgozatokra
osztalyzatot nem adunk.

1. Egy 99 csuicsu egyszeri gratban két csics foka 3, a tobbi cstics foka 4. Mutassuk meg, hogy a grafnak
van paratlan kore.

b S S S 5

Egy grafnak akkor és csak akkor van paratlan kore, ha a graf nem paros, azt kell tehat megmutatnunk,
hogy a széban forgd graf nem péros. (1 pont)
Tegyiik fel ezért indirekten, hogy a graf paros. (1 pont)
Ekkor definicié szerint a cstucsai szétoszthatok egy A és egy B osztalyra ugy, hogy élek csak A és B

kozott mennek. (1 pont)
A graf élszama ekkor nyilvan azonos az A-beli és a B-beli csiicsok fokszamdosszegével, (2 pont)
ez a két Osszeg tehat egymassal is azonos. (1 pont)
A két 3 foki csticsnak emiatt kiilon osztélyba kell keriilnie, (1 pont)
ellenkez§ esetben abban az osztalyban, amelybe nem jut 3 fokd csics a fokosszeg 4-gyel oszthatd
lenne, mig a méasikban nem. (1 pont)
Mivel a 4 foku csticsok szdma pératlan, nem keriilhet mindkét osztalyba ugyanannyi bel6liik, vagyis a
két osztaly fokosszege (noha modulo 4 azonosak) nem lehet azonos. (1 pont)
Ezzel ellentmondasra jutottunk, ami igazolja, hogy a graf nem lehet paros. (1 pont)

2. Egy 8 cstcsu teljes gratbol toroljiik két pontdiszjunkt 3 csicesa kor éleit. Hatarozzuk meg a kapott
graf kromatikus szamat.

b SR S S

Legyenek a két 3 csticst kor cstcsai a, b, ¢, illetve d, e, f, a graf maradék két csicsa g és h. Ekkor az

ab, be, ac, lletve de, ef, df élek egyike sem szerepel G-ben, (1 pont)
igy jo szinezést kapunk, ha az a,b, ¢ csicsokat 1-esre, a d, e, f csicsokat 2-esre, g-t 3-asra, h-t pedig
4-esre szinezziik. (3 pont)
A graf kromatikus szama tehat legfeljebb 4. (1 pont)
Az a,d, g, h csucsok egy 4 elemt klikket alkotnak a grafban, (3 pont)
ahonnan kovetkezik, hogy a kromatikus szam legalabb 4. (1 pont)



A két becslésbdl adodik, hogy a kromatikus szam pontosan 4. (1 pont)

3. Az 5 csucsu teljes graf egy élét megduplazzuk (vagyis az élet két parhuzamos éllel helyettesitjiik).
Hatarozzuk meg a kapott graf élkromatikus szamaét.

b SR S S

Az 5 cstcst teljes grafban minden fok 4, ( )
és a graf egyszerd is, ( )
igy a Vizing-tétel szerint 5-élszinezhetd. ( )
A behuzott plusz élet nyilvan szinezhetjiik egy hatodik szinnel, ( )
igy a kérdéses graf élkromatikus szama legfeljebb 6. (1 pont)
A grafnak 11 éle van, ( )
a maximalis parositds mérete pedig 2. ( )
Ez utoébbi azért érdekes, mert barmely élszinezés egy osztalya péarosités, ( )
ezért 5 szin nem elég az élszinezéshez, hiszen 5 szinnel legfeljebb 10 élet szinezhetiink meg. ( )
Az élkromatikus szam gy pontosan 6. ( )

4. Dontsiik el, hogy az alabbi graf intervallumgraf-e.

A graf intervallumgraf, ennek igazolasara meg kell adni egy alkalmas intervallumrendszert (elég egy jo
rajz). Ha csak (jo) rajz szerepel, az ugyanakkor nem 10 pont, hanem csak 8. A maradék 2 pont annak
jar, aki vilagossa teszi, hogy érti, mit bizonyit a rajz, pl. azzal a mddszerrel ahogy megtaldlta vagy
mondjuk azzal, hogy leirja: sikeriilt a pontoknak gy megfeleltetni intervallumokat, hogy a szomszédos
pontoknak megfelel6k nem diszjunktak, a nem szomszédosak meg diszjunktak.

A sikertelen probalkozasokért is jarhatnak részpontok, akkor is, ha valaki azt probalja igazolni, hogy
a graf nem intervallumgraf. Kiilonosen értékelendék a nem trividlis triikkok: két (vagy még inkabb
hérom) nem Osszekotott ponthoz tartozo intervallumok felvétele. Aki csak szinezés segitségével probal
a nem valasz mellett érvelni, az max 2 (de inkdbb csak 1) pontot kapjon, aki ugyanezzel érvelne az
igen valasz mellett, az persze 0-t.

5. Adjunk meg egy minimaélis lefog6 ponthalmazt az alabbi grafban.

A {b,c,g,h} halmaz egy 4 elemi lefog6 ponthalmaz a grafban, (3 pont)
mert minden élnek legalabb az egyik végpontjat tartalmazza. (1 pont)
Az ac, fh,ig,db élhalmaz egy 4 elemii parositas, (2 pont)



hiszen semelyik két élnek nincs kozos végpontja. (1 pont)
A megadott lefogdé ponthalmaz, illetve parositas bizonyitja, hogy 7(G) < 4, illetve v(G) > 4,
ahonnan a v(G) < 7(G) Gsszefiiggés szerint v(G) = 7(G) = 4 és igy a megadott lefogd ponthalmaz
minimalis. (3 pont)

Azt, hogy 7(G) > 4, persze masképp is bizonyithatjuk. Pl. a grafnak 16 éle van és minden csics foka
legfeljebb 5, vagy megmutathatjuk azt is, hogy a(G) < 5 és haszndlhatjuk az els6 Gallai-tételt. A
bizonyitas maga minden esetben 6 pontot ér, ha valaki csak az a(G) + 7(G) = 9 egyenlGséget irja fel,
az ebbdl 1-et kapjon.

6*. 2035-ben a VIK-es golyabalon 601 lany és 601 fia vesz részt, mindenkinek legalabb 300 ellenkezd
nemi ismerdse van (az ismeretségek kolesonosek). Biztosan Ossze lehet-e allitani 601 olyan fia-lany
part, ahol a parok tagjai ismer6sok?

* ko ok ok Xk

Legyen L a lanyok, F' a fiik halmaza és legyen G az a péaros graf, melynek L és F' az osztélyai, két
csucs kozott pedig akkor vezessen él, ha a megfelel§ fia és lany ismeri egymast. A feladat annak

eldontésével ekvivalens, hogy ebben a péaros grafban van-e teljes parositas. (1 pont)
A Hall-tétel (vagy a Frobenius-tétel) szerint ez akkor és csak akkor lesz igy, ha minden X C L esetén
IN(X)| > [X]. (1 pont)
301 elemt X esetén azonban elképzelhetd, hogy |N(X)| < | X|. (2 pont)
Osszuk L-et egy Ly és egy Lo halmazra, F-et egy Fj és egy Fy halmazra tugy, hogy |L:| = |Fi| = 300,
|Lo| = | Fy| = 301 és persze Ly U Ly = L, F; U Fy = F teljesiiljon. (2 pont)
Legyenek tovabba ismerdsei az Osszes Li-beli lanynak az Osszes F-beli fitk és legyenek ismerGsei az
Osszes Lo-beli lanynak az 6sszes Fi-beli fitk. (2 pont)
Ekkor mindenkinek legalabb 300 ellenkez6 nemt ismerdse van (egész pontosan vagy 300 vagy
301), (1 pont)
de 300 = |N(L2)| < |L2| = 301 miatt a grafnak nincs teljes parositasa. (1 pont)

Ha valaki nem taldlja meg a jo példat, de megéllapitja, hogy 300-nél kisebb méretii X halmazt nem
érdemes keresni, az ezért kaphat 1 pontot.





