Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2025. majus 5.

Altaldnos alapelvek.

A pontozéasi utmutatod célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az utmutaténak nem
célja a feladatok teljes értékit megoldasanak részletes leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré
megoldés vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdasa azok alkalmazasa nélkil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan Otletért, részmegoldasért, amely egy megoldasban érdemi szerephez
juthat és amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa
volna kaphato. Ha egy megoldd egy feladatra tobb, egymastol lényegesen kiilonb6zé megoldést is elkezd,
akkor legfoljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes
vagy helyessé kiegészithetd, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban
tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovdabba a dolgozatbdl nem
deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt
értékeljitkk (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az atmutatoban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Valaki rajzolt egy 8 csticsi fat, majd felsorolta a cstcsainak a fokszdamat, de egyet kifelejtett.
El6fordulhat-e, hogy az alabbi szamsorozatokat kapta?
a) 1,1,1,1,2,2,4 b)1,1,1,2,2,3,4
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Egy 8 csticsu faban a cstcsok fokszamanak Osszege 2 - 7 = 14 kell legyen, ( )
mert egyrészt a tanult tétel szerint egy ilyen fanak 7 éle van, ( )
masrészt a tanultak szerint a csticsok fokszamoésszege minden grafban az élszam kétszerese. ( )
Ebbél azonnal latszik, hogy a b) kérdésre a vilasz nemleges: (1 pont)
a hidnyzo6 fokszdm a fa Osszefiiggdsége miatt nem lehet 0 ( )

( )

( )

Az a) feladatban ugyanez a szamolds azt mutatja, hogy a kifelejtett fokszam 2 kell legyen
és konnyt is mutatni olyan fat, amiben a csticsok fokszamai megfeleléek: példaul egy 6 csiicsi ut egyik 2
foku cstcsardl ,lelogatunk” két tovabbi élt, amiknek a mésik végpontja 1 foku lesz. (2 pont)
Igy az a) kérdésre a valasz: igen. (1 pont)
Az a) feladat hidnytalan megolddsahoz persze nem sziikséges a hidnyzo6 fokszam el6zetes meghatarozasa: ha
egy megold6 mutat (rajzol) egy megfelel$ fat, az megkaphatja az a) feladatért jaré 4 pontot. Ne vonjunk
le pontot azért, ha hidnyzik annak a definicié szerinti indoklasa, hogy a mutatott graf valéban fa (bar
ez elvileg valéban része volna egy hidnytalan megoldasnak); ha viszont egy megold6 mégis kitér erre, az
kaphat ezért 1 extra pontot akkor, ha ezzel a feladatért jaré Osszpontszam nem haladja meg a 10-et. A
b) kérdés esetében nem jar pont az olyan megoldasi kisérletekért, amikben a megoldd (rajzban és/vagy
szovegben) dokumentalja azt a folyamatot, ahogyan sikerteleniil prébal rajzolni egy megfelel6 fat — kivéve
azt az esetet, ha a megoldasbol kirajzolodik egy vildgos terv az Osszes széba jovo eset lefedésére és ezeknek
legalabb a jelentds részét a megoldas meggy6zoen ki is zérja.

2. A 20 cstcsu G egyszeri graftban 4 csics foka 11, a tobbi 16 cstcs foka 10. Mutassuk meg, hogy G-ben
létezik egy P és egy @) séta ugy, hogy G minden élét P és () koziil pontosan az egyik tartalmazza.



Kosstink Ossze a 11 foku cstcesok koziil kettot egy 4j e éllel (akkor is, ha azok esetleg mar szomszédosak

voltak), a kapott grafot jelolje G'. (1 pont)
G'-ben e végpontjai 12 fokuak lettek, igy G'-ben kettd kivételével minden csics foka paros. (1 pont)
Mivel az eredeti G egyszerii graf és benne minden pont foka legaldbb 10, ezért Dirac tétele miatt van
benne Hamilton-kor. (1 pont)
gy G 6sszefiiggd és emiatt persze G is az. (2 pont)
A fentiek miatt G’-ben van Euler-séta, mert teljestilnek rd a tanult tétel feltételei. (2 pont)
Ha most a G'-beli Euler-sétabdl toroljiik az e élt, akkor éppen a feladat altal kivant P és @Q sétak maradnak
meg beldle. (3 pont)
(Valéban: egyrészt P és ) nyilvan séta, hiszen az Euler-séta is az volt; masrészt mivel az FEuler-séta G’
minden élét tartalmazta, ezért G minden éle P és () kozil pontosan az egyikbe keriil bele.) (0 pont)

G Osszefiiggosége indokolhatd méashogyan is — példaul gy, hogy G minden komponense legalabb 11 cstcsu
kell legyen (mert egyszerti és minden pont foka legaldbb 10), igy nem lehet 1-nél tébb komponense. Ha egy
megold6 egyaltalan nem foglalkozik G’ Gsszefiiggbségével, akkor ezért a fenti pontozas szerint 1 + 2 = 3
pontot veszit. Ha foglalkozik ezzel a kérdéssel, de az indokldsa annyiban hidnyos, hogy (kimondva vagy
hallgatélagosan) feltételezi G egyszerti voltat (és igy példaul erre alkalmazza a Dirac-tételt), az ezért 1

pontot veszitsen az Osszefiiggdségért jard 3 pontbdl.
a 7 b 1 C 5 d

3. Van-e olyan feszitéfa a jobbra lathato élsilyozott grafban, amiben az 1 > I3 1
élek Osszsilya legfoljebb 147 5
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A tanult Kruskal-algoritmust futtatjuk. (1 pont)
Ez el6szor a harom darab 1 stlya élt veszi be (valamilyen sorrendben), mert ezek felvételekor sosem jon
létre kor. (0 pont)

A soron kovetkezd 2 sulyt éleket az eljaras tetszéleges sorrendben vizsgalhatja, példaul: {f, g}, {e, h},
{a, g}, {d, e}. Ekkor az elsé kett6rdl igennel kell dontenie, mert ezek felvétele nem hoz 1étre kort (vagyis a

korabban felvett élek alkotta graf kiillonbozé komponensei kézott futnak). (1 pont)
Viszont akkor az utolsé kettordl nemleges dontést kell hoznia, mert az a és g, valamint az e és d cstucsok
is mar kozos komponensbe keriiltek (vagyis kort hoznanak létre). (1 pont)
Az eljardsnak most a 3 stlyu {b,e} élt kell vizsgdlnia, amit bevesz a készilé feszit6fdba (mert b-bdl a
korabban felvett élek mentén csak c érheté el). (1 pont)
A soron kovetkez6, 4 silya {c,e} élrél nemleges dontést hoz, mert a végpontjai (a {b,c} és {b, e} élek
mentén) mar kozos komponensben vannak. (1 pont)
Végiil az eljards az 5 stlyu élek kozil (esetleg a {c,d} elutasitasa utédn) az {e, g}-r6l igennel dont, mert a
végpontjai nem elérhetok egymashol az eddig kivalasztott élek mentén. (1 pont)
Ezzel az algoritmus megéll, mert a kivalasztott élek szama elérte a 7-et, vagyis a csticsok szaméanal eggyel
kevesebbet. fgy az algoritmus kimenete az abran lathatd, 15 6sszsilyt feszitéfa. (1 pont)
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Mivel a tanult tétel szerint a Kruskal-algoritmus minimalis 0sszsulyu feszitéfat ad, (1 pont)

ezért nincs a grafban 15-nél kisebb dsszstlyé feszit6fa. Igy a feladat kérdésére a valasz nemleges. (2 pont)
A pontozas szerinti elsé 1 pont akkor jar, ha a megoldasbdl kideriil, hogy a megoldé a Kruskal-algoritmust
szandékozik futtatni (akkor is, ha ezt nem nevezi meg). Bar az eljards futdsit nem feltétlen sziikséges a
fentihez hasonld részletességli szoveggel dokumentalni a megfelelé részpontszamok megszerzéséhez, de a
futtatasért jaré osszesen 6 pont megszerzéséhez vilagosan ki kell deriilnie a megoldasbdl, hogy az algoritmus
helyesen futott; igy példaul hogy az éleket milyen sorrendben vizsgalta, az egyes élekrél milyen dontést
hozott és milyen szempont szerint, illetve hogy hogyan dontott az eljards leallasarél. Igy ha egy megoldé
a futtatds dokumentaldsat teljesen mell6zi és csak az algoritmus kimenetét kozli, akkor a megoldaséara
legfoljebb a pontozés szerint megmaradé 4 pontot kaphatja meg.
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4. A G paros grafrél tudjuk, hogy barhogyan valasztunk ki G cstcsai koziil 10-et, G-nek mindig van olyan
éle, aminek egyik végpontja sincs a kivalasztottak kozott. Mutassuk meg, hogy G élei koziil kivalaszthato
11 darab tgy, hogy G minden csticséara legfoljebb egy illeszkedjen a kivalasztott élek koziil.
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A feladat elsé mondataban szerepld &llitas azt jelenti, hogy G-ben a lefogd pontok minimélis szama,
7(G) > 11. Valéban, 7(G) < 10 éppen azt jelentené, hogy létezik G-ben 10 ponti lefogd ponthalmaz —

vagyis 10 cstics ugy, hogy GG minden élének legalabb az egyik végpontja ezek kozott van. (4 pont)
A masodik mondatban szerepld, bizonyitand6 allitds pedig a fiiggetlen élhalmaz definiciéja szerint azt
jelenti, hogy a G-beli fiiggetlen élek maximalis szdma, v(G) > 11. (3 pont)
Igy a bizonyitandé allités kovetkezik Kénig tételébél: mivel G paros graf, ezért ra v(G) = 7(G), igy a
7(G) > 11 feltételbél valoban adédik, hogy v(G) > 11. (3 pont)

5. Adjunk meg az alabbi halézatban egy maximalis értékii folyamot S-bél T-be és egy minimalis kapacitasi
vagast.

Az abran lathaté folyam értéke (az S-bél kilép6 éleken a folyamértékek Gsszege) 15. ( )
Az {S, B, C'} vagas kapacitasa szintén 15 (az aldbbi abran pirossal jelolt kapacitdsok osszege).  ( )
Mivel a tanultak szerint minden folyam értéke legfoljebb akkora, mint tetszéleges vigas kapacitédsa,(1 pont)
ezért a 15 kapacitdsu vagéds bizonyitja, hogy a 15 értékii folyam maximalis ( )
és a 15 értékl folyam bizonyitja, hogy a 15 kapacitdsi vagas minimalis. ( )

Bér egy teljes értéklt megoldasnak elvileg része volna annak definicié szerinti ellenérzése is, hogy a meg-
adott értékek valoban folyamot alkotnak, de ennek hidnyaért nem vonunk le pontot. A fenti pontozas
szerinti utolsé 5 pont annak jar, aki érdemben indokolja, hogy a megadott folyam maximalis értékii és a
megadott vagas minimalis kapacitasi. Ez torténhet mashogyan is, mint a fenti megoldésban: példaul a
javitéutas algoritmus futtatasaval, hivatkozva arra a tanult tételre, hogy az eljaras leallasa utan kapott
folyam maximalis értéki, illetve ekkor a folyamhoz tartozé segédgraftban S-bol elérhetd cstucsok alkotta
vagds minimalis kapacitdsi. Azonban iires frazisok (mint példaul: ,a Ford-Fulkerson tétel miatt”) nem
érnek pontot.

6*. A hurokélt nem tartalmaz6é G grafban minden cstcs foka d, ahol d > 2 egész. Tudjuk tovdbba, hogy
Xe(G) = d és G élei a szinek ,atnevezésétol” eltekintve csak egyféleképpen szinezhet6k meg helyesen d
szinnel. Mutassuk meg, hogy G-ben van Hamilton-kor. (x.(G) a G graf élkromatikus szamat jeloli. A
élszinezés atnevezésektdl eltekintve egyértelmii voltardl szolo feltétel részletesebben azt jelenti, hogy G
éleinek két, d szinnel val6 élszinezését tekintve két tetszoleges él pontosan akkor ugyanolyan szinii az egyik
élszinezés szerint, ha a masik élszinezés szerint ugyanolyan sziniiek.)



Vegyiik G egy élszinezését d szinnel és legyen a felhasznalt szinek koziil ketté a piros és a kék. (0 pont)
Alljon G-nek a H részgréfja (G-nek az Gsszes csticsabél és) azokbél az éleibél, amik ebben az élszinezésben
pirosak vagy kékek lettek. (1 pont)
Mivel minden cstcs foka d és az egy csucsra illeszkedd éleknek kiilonbozé szintinek kell lenniiik, ezért G
minden csticsara kell illeszkedni piros és kék élnek is. Igy H-ban minden v cstics foka 2 és a v-re illeszkedd
két H-beli él koziil az egyik piros, a masik kék. (1 pont)
Ebbol kovetkezik, hogy H minden Osszefiiggd komponense egy paros hossziusagu kor. (1 pont)
Valoban, tetszoleges v csticsbol elindulva és egy H-beli élsorozatot bejarva minden cstucsbél csak egyetlen
élen léphetiink tovabb, mert a csicsokra csak két él illeszkedik. Mivel a csticsok szama véges, ezért véges
sok 1épés utan visszaérkeziink v-be. Kozben tehat egy C' kort tettiink meg, amivel v komponensének min-
den csticsat és élét kimeritettik. (1 pont)
Tovabba az igy bejart C' kor nyilvan paros, mert az élei felvaltva pirosak és kékek. (1 pont)
Allitjuk, hogy H-nak csak egyetlen komponense van. Ha ezt beldtjuk, akkor ezzel a fentiek szerint meg-
mutatjuk egy Hamilton-kor 1étezését is (hiszen ezek szerint H egyetlen komponensérdl kideritjiik, hogy az

egy minden cstcsot tartalmazé kor). (1 pont)
Tegytik fel ezért indirekt, hogy H-nak legalabb két komponense van, legyek az egyik ezek kozil K (ami
ezek szerint egy péaros hosszu kor). (0 pont)
Cseréljitk most fel K-ban a piros és kék élek szerepét (vagyis fessiink a4t K-ban minden piros élt kékre és
minden kék élt pirosra). (2 pont)
Ezzel tovabbra is G egy helyes élszinezését kapjuk, hiszen tovabbra is minden cstcsra egy piros és egy kék
él illeszkedik (a tobbi szinosztélyhoz pedig nem nytltunk). (1 pont)
Tovabba ez az élszinezés lényegesen kiilonbozik az eredetitdl (vagyis nem csak a szinek ,atnevezésében”),
hiszen H tobbi komponensében a piros és kék élek az eredetiek maradtak. (1 pont)
Ez ellentmond a feladatban irt feltételnek, amivel tehat a bizonyitas teljes. (0 pont)

Egy teljes értékii megoldéshoz valojaban nincs sziikség annak megmutatasara, hogy H minden kompo-
nense paros kor; elég annyit belatni, hogy H nem o6sszefliggd. Ugyanis mar ennyi informécié birtokdaban
is elmondhatjuk, hogy H egyik komponensében a piros és kék szinti éleket felcserélve lényegesen kiilon-
boz6 szinezést kapunk. Ennek ellenére, a fenti pontozas szerinti részpontszamok jarnak akkor is, ha egy
megoldd nem teljes megoldast ad, de a leirt megfigyelésekig eljut. Nem jar viszont részpontszam annak a
megemlitéséért, hogy a Hamilton-kor 1étezése kovetkezik a Dirac-tételbdl abban az esetben, ha d legalabb
a csicsszam fele (és G egyszerti), mert ez a gondolat 6nmagaban nem vezet egy helyes megoldés iranyédba.



