Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
Zarthelyi feladatok
2023. majus 18.

1. A 10 cstcsu G egyszeri grafban teljestl, hogy barhogyan is soroljuk fel a
(v1,v9, ..., v) csupa kilonbozé csticsokat, ahol 3 < k < 10, a {vy, v}, {va,v3}, ...,
{vi_1,v} és {v,v1} parok kozill legaldbb az egyik benne van G élhalmazaban.
Mutassuk meg, hogy ekkor G-nek legalabb 36 éle van.

2. A G egyszerti graf csucshalmaza V(G) = {1,2,3,...,8}. G-ben szomszédos az 1 a
8-cal, ezen kivil pedig az z,y € V(G), © # y csticsok pontosan akkor szomszédosak
G-ben, ha |z — y| < 2. Milyen hosszti G-ben a lehet6 leghosszabb séta? (A tanultak
szerint egy séta hossza alatt az éleinek a szamat értjiik.)

3. Legalabb hany élt kell hozzavenni az alabbi grathoz ahhoz, hogy a kapott gratban
legyen teljes parositas?

4. A G egyszerii graf csticsai a négy hossztsagu bitsorozatok és két cstics akkor szom-
szédos G-ben, ha a megfelel6 bitsorozatok pontosan egy helyen térnek el egymastol.
Hatarozzuk meg G-nek a x.(G) élkromatikus szamét.

5. a) A p és g valés paraméterek
milyen értékére alkotnak a jobb-
ra lathato halozatban az éleken
szereplo értékek folyamot S-bol
T-be? (Az abran zardjelben az
élek kapacitasa, a zardjelen kivil
a folyamértékek lathatok.)

b) Igaz-e, hogy p-nek és g-nak
erre az értékére maximalis értéki
folyamot kapunk a halézatban?

6*. A G egyszerti graf kromatikus szama x(G) = 10, a G-beli lefogd pontok mini-
malis szama pedig 7(G) = 9. Hatdrozzuk meg G maximaélis klikkméretét, w(G)-t.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kévetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezeto neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc. Az aldiras feltétele a zarthelyin legalabb 24 pont
elérése. A 100%-o0s eredményhez elegendd 50 pontot elérni a 60-bdl, az 6sszpontszam 50 pont feletti
részét IMSc pontként konyveljiik el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirdsa
kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
poétzarthelyi feladatok
2022.06.06.

1. Egy 13 csticst faban van két 6 foka cstics. Mutassuk meg, hogy a faban nincs 3
foku cstcs.

2. A G egyszerii graf cstcshalmaza V(G) = {1,2,3,...,8}. G-ben szomszédos az 1 a
8-cal, ezen kivill pedig az =,y € V(G),  # y cstucsok pontosan akkor szomszédosak
G-ben, ha |z —y| < 2. Legaldabb hany csticsot kell torolni (a rajuk illeszked6 élekkel
egylitt) G-bél ahhoz, hogy a kapott grafnak legyen Euler-sétaja?

3. A G grafrdl annyit tudunk, hogy pontosan két paratlan kor van benne és mind-
ketto tartalmazza a v cstcsot.

a) El6fordulhat-e, hogy G kromatikus szdama 27

b) El6fordulhat-e, hogy G kromatikus szama 37

c¢) El6fordulhat-e, hogy G kromatikus szama 47

01000110
4. Egy G(A, B; E) paros graf két pontosztalya legyen 00101001
A ={a1,a9,...,as} és B = {by,by,...,bg}. Minden 00100001
1 <7< 8é 1 < j < 8 esetén a; akkor legyen 11010110
szomszédos bj-vel, ha a jobbra lathaté matrix i-edik 00100001
soranak és j-edik oszlopanak keresztezédésében alld 11010100
elem l-es. Adjunk meg egy maximalis parositast és 00101001
egy maximalis fliggetlen ponthalmazt G-ben. 01010110

5. Hatarozzuk meg az alabbi graf élkromatikus szamat.

6*. Egy 30 csticsu egyszertl, osszefiiggd G grafban minden pont foka legalabb 10.
Tudjuk, hogy G-nek van olyan éle, melyet torolve nem 0Osszefiiggé grafot kapunk.
Mutassuk meg, hogy G-nek van Hamilton-utja.

A dolgozatra kérjiik jél olvashatdan felirni a kévetkezd adatokat: név, Neptun-kéd, Neptun
szerinti gyakorlatvezeto neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaid6 90 perc. Az alairas feltétele: a zarthelyin legalabb
24 pont elérése. A 100%-0s eredményhez elegendd 50 pontot elérni a 60-bdl, a pontszam
50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljiik el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykézlésért nem jar pont. A dolgozat
megirasa kozben szamoldgép (vagy més segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
Dijkoteles po6tlas feladatok
2023. janius 14.

1. A G egyszerli graf csucshalmaza V(G) = {1,2,3,...,8}. G-ben szomszédos az 1 a
8-cal, ezen kivill pedig az =,y € V(G), v # y cstcsok pontosan akkor szomszédosak
G-ben, ha |x — y| < 2. Izomorf-e a G graf a sajat komplementerével?

2. A 16 csicsu G graf csicsai legyenek a siknak azok a pontjai, amiknek mindkét ko-
ordinatdja 1 és 4 kozotti egész szam (beleértve az 1-et és a 4-et is). (Ugyanez képlet-
ben: V(G) = {(z;y) e R?: 1 < x,y < 4,z,y € Z}.) Az egymdstdl kiilonbézd P = (a; b)
és (Q = (c; d) cstcsok akkor legyenek szomszédosak G-ben, ha |a—c¢| < 1 vagy |b—d| < 1;
vagyis a P # () cstcsok akkor szomszédosak, ha valamelyik koordinatajukban legfoljebb
1-gyel térnek el egyméstol. Hatarozzuk meg a G graf x(G) kromatikus szamét.

3. A 8 csucsu G grafot ugy készitjik el, hogy egy 5 cstcsu teljes grafhoz hozzavesziink
3 izolalt pontot, majd a kapott graf komplementerét vessziik. Hatdrozzuk meg o(G)-t, a
G-beli lefogo élek minimalis szamat és adjunk meg G-ben egy minimalis lefogd élhalmazt.

4. Valaki a BFS algoritmust (annak az irdnyitott grafokra vonatkozé véltozatéat) futtatta
az alabbi (a kovetkezo feladathoz is tartozd) dbra grafjara és leirta, hogy az eljaras milyen
sorrendben jarta be a cstcsokat. Azonban a leirt sorozatban négy betli olvashatatlanna
valt, ezeket O-k helyettesitik. Dontsiik el az alabbiakrol, hogy lehet-e a megmaradt,
hianyos sorozat. Ahol a valasz igen, ott egészitsiilk ki a sorozatot a hidanyzd csicsok
neveivel és adjuk meg a bejarashoz tartozé BFS-fat. (Ebben a feladatban az élekre irt
szamoknak nincs szerepe. Feltételezhetjik, hogy az illeté helyesen futtatta a BFS-t.)
a) S,0,D,C, 0,00 b)S,0,D, E, 0, 0 0

Aqg B 3 C

5. a) Hatarozzuk meg a jobbra lathaté halé-

zatban az {5, D} vagas kapacitasat. S
b) Igaz-e, hogy {S, D} minimélis kapacita-

su vagas ebben a hélézatban?

D E

6*. Legyen G Osszefiiggd graf és w : E(G) — R sulyfiiggvény G élein. Legyen tovabba
ec E(G)aGgrafegyéleés Z ={f € E(G) : w(f) <w(e)} (vagyis Z a G-nek a w(e)-nél
nem nagyobb silyu éleibdl all). Mutassuk meg, hogy ha Z\ {e} nem tartalmazza egyetlen
G-beli feszitofa élhalmazat sem, de Z mér igen, akkor G-nek minden minimaélis 6sszsulyt
feszitotaja tartalmazza e-t.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatdan felirni a kévetkezd adatokat: név, Neptun-kod.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidd 90 perc. Az alairés feltétele a zarthelyin legalabb 24 pont elérése.
A 100%-0s eredményhez elegendé 50 pontot elérni a 60-bdl, az 6sszpontszam 50 pont feletti részét IMSc
pontként konyveljiik el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa kézben
szamologép (vagy mas segédeszkéz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Zarthelyi feladatok — pontozési utmutato
2023. majus 18.

Altaldnos alapelvek.

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
taté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megolddsanak fébb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megolddsanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsol6dd
gondolat egy attekintheto, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy péld4ul az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa
nélkill nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az titmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembe-
vételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatdskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy
feladatra tobb, egymastél lényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre ad-
haté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisér-
let kozott van helyes és (lényeges) hibét tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a
megoldo melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az ttmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthaték. Az ttmutatoban
leirttol eltéro jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason
szereplo tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. A 10 cstcsu G egyszerti grafban teljestl, hogy barhogyan is soroljuk fel a (vq,vs,...,vx) csupa
kiillonboz6 csucsokat, ahol 3 < k < 10, a {vy,ve}, {vo,v3}, ..., {vk_1,vk} és {vg,v1} parok koziil
legalabb az egyik benne van G élhalmazaban. Mutassuk meg, hogy ekkor G-nek legalabb 36 éle van.

X ok ok k%

A feladatban irt feltétel miatt a G graf (G komplementere) nem tartalmaz kort. Valdban: ha G
tartalmazna kort és ez sorban a vy, vs, ..., v csucsokat érintené, akkor a {vy, v}, ..., {vk_1, vk} és
{vg, v1} parok koziil mindegyik G éle volna, vagyis egyik sem tartozna G élhalmazdba. (3 pont)
(Tovabba G egyszerii volta miatt k& > 3 is teljesiilne, mert az egy, illetve két cstcsu korok hurokél,

illetve parhuzamos élek 1étét feltételeznék.) (0 pont)
G kérmentességébdl a tanult tétel szerint kovetkezik, hogy legfoljebb 10 — 1 =9 éle van. (3 pont)
Mivel G 10 csticsabdl (120> = 199 — 45 par készithetd és (2 pont)
ezek koziil legfoljebb 9 van G elhalmazaban, ezért G-nek valéban legaldbb 45—9 = 36 éle van.(2 pont)

2. A G egyszerii graf csticshalmaza V(G) = {1,2,3,...,8}. G-ben szomszédos az 1 a 8-cal, ezen kiviil
pedig az z,y € V(G), x # y cstcsok pontosan akkor szomszédosak G-ben, ha |z — y| < 2. Milyen
hosszi G-ben a lehetd leghosszabb séta? (A tanultak szerint egy séta hossza alatt az éleinek a szamét
értjuk. )

X % ok k%

G-ben az 1, 2, 7 és 8 csticsok foka 3 és a tobbi cstics foka 4, G éleinek a szama pedig 14. (0 pont)
Mivel 2-nél tobb paratlan foku csicsa van, ezért a tanult tétel szerint G-ben nincs Euler-séta.(2 pont)
Ez azt jelenti, hogy G-ben nincs 14 éli séta, vagyis a leghosszabb séta hossza legfljebb 13.(3 pont)
Hagyjuk el most G-b6l (példaul) az {1,8} élt. A kapott G’ grafban mér csak 2 paratlan foku cstcs
van (hiszen 1 és 8 foka 2 lett). (1 pont)



G’ 6sszefiiggd, hiszen példaul mar az {x,z + 1} tipusi élek mentén is barmely két csiicsa kozott van

ut (vagyis az 1,2,...,8 sorrendben bejarva a csiicsokat Hamilton-utat kapunk G’-ben). (1 pont)
Igy a tanult tétel szerint G’-ben mér van Euler-séta. (2 pont)
Kovetkezik, hogy G-ben van 13 éli séta, vagyis a leghosszabb séta hossza 13. (1 pont)
A fenti pontozas szerinti utols6 5 pont természetesen megszerezheté tigy is, hogy a megoldé (rajzban

vagy magyarazattal, de mindenképp vildgosan és helyesen) megad G-ben egy 13 élii sétét.

3. Legalabb hany élt kell hozzavenni az alabbi grafhoz ahhoz, hogy a kapott grafban legyen teljes
parositas?

* ook ok ok X

Jelolje a feladatbeli grafot G. Az aldbbi dbran lathato, hogy 2 élt elég hozzavenni G' élhalmazahoz:
példaul a két szaggatott vonallal jelolt élt behtizva ezek a tovabbi harom vastagitott éllel egytitt
teljes parositast alkotnak a kapott grafban. (3 pont)

Az ugyancsak a fenti dbréan bekarikdzott harom cstcs lefogd ponthalmazt alkot az (eredeti) G grafban

(hiszen G mindegyik élének legaldbb az egyik végpontja bekarikdzott cstcs). (2 pont)
Igy a tanultak szerint G-ben nincs 3-nél nagyobb pérosités, hiszen a harom cstcsi lefogé ponthalmaz
mutatja, hogy 7(G) < 3, igy a tanult v(G) < 7(G) Osszefiiggés miatt v(G) < 3 is igaz. (2 pont)
fgy egyetlen él hozzdvételével nem kaphatunk a grafban teljes parositdst; valoban, ha ez lehetséges
volna, akkor ennek az élnek a torlése utdn legaldbb 4 éli parositds maradna G-ben. (2 pont)
Kovetkezik, hogy a teljes parositashoz minimalisan 2 élt kell hozzavenni G-hez. (1 pont)

Mivel a feladatbeli G graf jol lathat6an paros graf (sét: fa), ezért a fenti megolddsban hivatkozhattunk
volna Konig tételére, vagyis hasznélhattuk volna a v(G) = 7(G) 4allitast is. Azonban ennek a feladat
megoldasanak a szempontjabdl semmilyen jelentésége nincs (igy részpontszam sem jar érte).

4. A G egyszeri graf csicsai a négy hosszusagu bitsorozatok és két cstcs akkor szomszédos G-ben,
ha a megfelel6 bitsorozatok pontosan egy helyen térnek el egyméstél. Hatarozzuk meg G-nek a x.(G)
élkromatikus szamat.

¥ ook ok ok X

G-ben minden cstucs foka 4, hiszen mindegyik cstcsnak megfelel6 bitsorozatot 4 helyen valtoztathat-
juk meg, hogy egy szomszédos csticsba jussunk. (2 pont)
gy G-ben a maximalis fokszam is A(G) = 4. (1 pont)
Megmutatjuk, hogy G paros graf. Valoban, egy bit megvaltoztatasaval a bitek sszege 1-gyel n6 vagy
csokken, vagyis a bitek osszegének a paritisa mindenképp megvaltozik. Igy ha A, illetve B jelsli a
paros, illetve paratlan sok bitet tartalmazé csiicsok halmazat, akkor G-nek minden éle A-beli csticsot
kot ossze B-belivel a péros graf definicidjanak megfelelden. (4 pont)
Mivel G péros graf, ezért a tanult, megfelel6 Kénig-tétel miatt x.(G) = A(G) = 4. (3 pont)
Természetesen a feladat megoldhaté Konig tételére vald hivatkozas nélkil is tgy, hogy megad-
juk G egy helyes élszinezését 4 szinnel. (Ez megtehet6 rajzban is vagy példdaul gy, hogy minden
i € {1,2,3,4} esetén i-edik szinfire szinezziik azokat az éleket, amik egy, az i-edik bitben eltérd
csucspart kotnek ossze.) Egy ilyen megoldasban a helyes élszinezésért 6 pont jar, tovabba a fenti
pontozas szerinti elsé 2 4+ 1 ponton feliil tovabbi 1 pontot ér a tanult x.(G) > A(G) = 4 éllitdsra
valé hivatkozés (ami miatt a megadott szinezésbdl x.(G) = 4 kévetkezik). (A x.(G) > A(G) = 4
kijelentésre természetesen akkor is jar az 1 pont, ha a megoldé nem tudja megadni G egy helyes
élszinezését 4 szinnel. Igy egy eddig a pontig eljuté részmegoldés 4 pontot érhet.)
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5. a) A p és g valés paraméterek milyen értékére alkotnak a
jobbra lathato hélézatban az éleken szereplo értékek folyamot
S-bél T-be? (Az abran zardjelben az élek kapacitdsa, a zaréd-
jelen kiviil a folyamértékek lathatok.)

b) Igaz-e, hogy p-nek és g-nak erre az értékére maximalis
értéki folyamot kapunk a hélézatban?

X ok ok ok ok

a) Az e = (D, T) élre alkalmazva a folyam definicidjabdl adodo f(e) < c(e) feltételt kapjuk, hogy
q+2 <2, vagyis ¢ < 0. (1 pont)
Hasonlban, az e = (C, D) élre alkalmazva az f(e) > 0 feltételt kapjuk, hogy ¢ > 0. (1 pont)
Igy tehat ¢ = 0. (0 pont)
A folyam definicidja szerint a folyammegmaradas feltételét a C' csticsra felirva: p+2 = 5 + ¢, amibdl
g = 0 miatt p = 3 adédik. (2 pont)

A b) kérdés els6 megoldasa. Az alabbi dbran lathaté a feladatban megadott folyamhoz tartozd
segédgraf (a p = 3, ¢ = 0 értékek mellett):

A B
S T (2 pont)

C D
Az abran lathatd, hogy a segédgrafban nincs irdnyitott Gt S-bél T-be, (1 pont)
mert a segédgrafnak nincs az {5, A, D} halmazbdl kivezet6 éle. (1 pont)

Igy a tanult tétel miatt a megadott folyam maximélis érték(i (mert nincs ré nézve javitéut).(2 pont)

A b) kérdés mésodik megoldasa. A megadott folyam értéke 7+ 3 = 10, igy a maximaélis folyam

értéke a halézatban legalabb 10. (1 pont)
Az {S, A, D} vagas kapacitasa 10 = 3 + 2 + 3 + 2 (ahol a felsorolt ésszeadanddk sorban az (S, C),
(A,C), (A, B) és (D, T) élek kapacitasainak felelnek meg). (2 pont)
gy a minimélis vagas kapacitdsa legfoljebb 10. (1 pont)

Mivel a tanult Ford-Fulkerson tétel szerint a maximalis folyam értéke egyenlé a minimalis vagas
kapacitdsaval, ezért ez a kozos érték csak 10 lehet. Igy a megadott folyam maximalis értékii.(2 pont)
Ebben a megoldasban a Ford-Fulkerson tétel helyett elég lett volna hivatkozni a , maximalis folyam
< minimalis vagas” allitasra is, az indoklas ezzel is teljes lett volna.

6*. A G egyszerti graf kromatikus szama x(G) = 10, a G-beli lefogé pontok minimdlis szima pedig
7(G) = 9. Hatérozzuk meg G maximélis klikkméretét, w(G)-t.

* ook ok ok X

7(G) = 9 miatt G-ben van 9 csicsu lefogd ponthalmaz. Legyen X ilyen. (0 pont)
Ekkor a tanultak (vagy egyszertien a lefogd ponthalmaz definici6ja) miatt V(G) \ X fuggetlen pont-
halmaz, vagyis X-be nem tartoz6 csicsok csak X-beliekkel lehetnek szomszédosak G-ben. (1 pont)
Megmutatjuk, hogy X klikket alkot. Tegyiik fel ezért indirekt, hogy az u,v € X, u # v csticsok nem
szomszédosak G-ben. Szinezziik ekkor u-t és v-t pirosra, V(G) \ X csicsait kékre, X tobbi cstcsara
pedig hasznéljunk egy-egy kiilon szint. Igy helyesen szineztitk meg G csticsait 1 + 1 + 7 = 9 szinnel,
ellentmondasban azzal, hogy x(G) = 10. Ez az ellentmondds mutatja, hogy X valoban klikk.(3 pont)
Megmutatjuk, hogy (V(G) \ X)-nek van olyan csticsa, ami X minden csicséval szomszédos. Tegytik
fel ezért indirekt, hogy (V(G)\ X ) minden csicsa legfoljebb 8-cal szomszédos X csticsai koziil.(0 pont)
Szinezziik most ki X csticsait 9 kiilonb6z6 szinnel, majd V(G) \ X minden v csticsat egy olyan X-beli
csucs szinére, amivel v nem szomszédos. Ezzel ismét helyesen szineztitk meg G cstcsait 9 szinnel,

ami megint ellentmondas. (3 pont)
Kovetkezik tehat, hogy G-ben van 10 cstucsu klikk. (2 pont)
11 esuesu klikk viszont nyilvan nem létezhet w(G) < x(G) = 10 miatt. Igy w(G) = 10. (1 pont)
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Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
potzarthelyi feladatok
pontozasi utmutatod
2023. janius 6.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutato célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az ttmuta-
tonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt 1épések egy
maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo
gondolat egy attekintheto, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példdul az anyagban szerepl$ ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa
azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény
a megoldasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az titmutatéban feltiintetett
pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes
mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, gondolatért, amely egy megoldasban érdemi szerep-
hez juthat és amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat
hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy feladatra tobb, egymastol 1ényegesen
kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhato pontszam. Ha mindegyik leirt
megoldéas vagy megoldéasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithetd, akkor a legtobb részpontot
ér6 megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és
(lényeges) hibét tartalmazo is, tovabba a dolgozatbdl nem dertil ki, hogy a megold6 melyiket
tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megolddskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha
ez a pontszam 0).

Az tatmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatéban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, bizonyitas nélkiil hivatkozni
azonban csak az elcadason szerepld tételekre és allitasokra lehet.

1. Egy 13 cstcsu faban van két 6 foku csics. Mutassuk meg, hogy a faban nincs 3 foku cstcs.

O SR S

Els6 megoldas. 13 csicst fanak a tanultak szerint 12 éle van, (1 pont)
igy a fokszdmainak Osszege 24. (1 pont)
A két 6 foku csics fokszamosszege 12, igy a maradék 11 cstcs fokosszege 12. (2 pont)
Mivel a fak definici6 szerint 6sszefiiggdk, legalabb 2 csiicst faban nem lehet izolalt pont, vagyis
0 foku csucs, (1 pont)

(a ,legaldbb 2 csticsi” hidnydért ne vonjunk le pontot)
igy minden csucs foka legaldbb 1, amib6l az kovetkezik, hogy egyetlen cstics foka sem lehet 3,

(1 pont)
ellenkezé esetben lenne 10 cstcsunk, melyek 6sszfoka 9, ami ellentmondana az iménti megal-
lapitasnak. (4 pont)

Masodik megoldas. Azt fogjuk el6szor megmutatni, hogy a két 6 foku csticsnak vagy van ponto-
san egy kozos szomszédja vagy 0k maguk szomszédosak. Ez a megallapitas helyes bizonyitassal
3 pontot ér. Ezt kovetden targyaljuk a a két emlitett esetet, melyek (szintén megfelelé bizonyi-
tassal) 3, illetve 4 pontot érnek. Részletesen:



Legyen a és b a két 6 foku cstcs. Tekintsiik at a graf csicsait: a-n és b-n kiviil tudunk ezek 6-6

szomszédjarol is. (0 pont)
Ha ezek egymastél, tovabba a-tol és b-t0l is kiillonbozék lennének, akkor a grafnak 14 cstcsa
lenne, igy ez persze nem teljestl, (1 pont)
tehat vagy van kozos szomszédja a-nak és b-nek, vagy egymassal szomszédosak. (1 pont)

Ha van kozos szomszédjuk, akkor csak egy ilyen lehet, kiillonben kor lenne a faban, ami
természetesen lehetetlen és ilyenkor a és b szomszédok sem lehetnek, ismét csak azért, mert

ekkor kor lenne a féban. (1 pont)
Igy a grafnak mind a 13 cstcsat szamba vettiik: a, b, a kozos szomszéd és az 5 + 5 sajat
szomszéd. (1 pont)

Az e csicsok kozti szomszédsagi viszonyok alapjan ismert élek mentén barmely 2 cstics kozt
lesz ut, igy a fdban tovadbbi élek nincsenek is (mert az eddig ismertek mar egy feszitofajat

alkotjak — ezt nem kell feltétlen leirni a pontért). (1 pont)
Igy a kozos szomszéd 2 foki, a sajat szomszédok 1 fokiak (a és b pedig 6 fokit), 3 foki cstics
tehat valéban nincs a faban. (1 pont)
Ha a és b szomszédos, akkor k6z0s szomszédjuk persze nem lehet (a fenti okok miatt), (1 pont)
ekkor a fabol 12 cstucsot latunk: a, b, és az 5 + 5 sajat szomszéd. (1 pont)
A fa Osszefliggbsége miatt a hidnyzé cstcs az ismertek valamelyikéhez kell kapcsolodjon egy
éllel és ezzel az ismert éleken kiviil megint csak nincs tovabbi él. (1 pont)
A sajat szomszédok egyike 2 foku, a tobbi 1 foki, a 13. cstcs pedig szintén 1 foku, igy most
sincs 3 foku cstcs, amivel a bizonyitast befejeztiik. (1 pont)

A mésodik negolddsban lényegében azt mutattuk meg, hogy a fa (izomorfia erejéig) csak két-
féleképp nézhet ki és persze egyik esetben sem lesz benne 3 foku csiics. Aki ezt allapitja meg
és a két lehetdséget be is mutatja, de egyaltalan nem bizonyitja be, hogy mas lehetéség nincs,
az 2 pontot kapjon.

2. A G egyszerii graf csticshalmaza V(G) = {1,2,3,...,8}. G-ben szomszédos az 1 a 8-cal,
ezen kivil pedig az xz,y € V(G), x # y cstcsok pontosan akkor szomszédosak G-ben, ha
|z —y| < 2. Legalabb hany csticsot kell torolni (a rajuk illeszkedd élekkel egytitt) G-bél ahhoz,
hogy a kapott grafnak legyen Euler-sétaja?

O S S

G-ben az 1, 2, 7 és 8 csticsok foka 3, a tobbi cstcs foka 4. (0 pont)
Mivel kettonél tobb paratlan foku csicsa van, ezért a tanultak szerint nincs Euler-sétija,
vagyis 0 pont torlése nem elég. (2 pont)

Az l-es cstics torlése utan 2 és 8 foka 2-re valtozik, 3 foka pedig 3-ra, igy a kapott grafban
csak két paratlan foku csics lesz: 3 és 7. (Ezek a pontok akkor jarnak, ha valaki talal olyan
csucsot, amit elhagyva csak két paratlan fok keletkezik, céltalan elhagyasok utan kiszamolt

fokokra még részben sem.) (3 pont)
Konnyen meggyézédhetiink arrél is, hogy a kapott graf oOsszefiiggd (2-3-4-5-6-7-8 egy
Hamilton-utja pl.), (2 pont)
igy a tanultak szerint van Euler-sétdja, (2 pont)
a keresett minimum tehat 1. (1 pont)

A tanult tétel hasznalata helyett természetesen meg is lehet adni egy Euler-sétat egy alkalmas
csucs elhagyasa utan kapott grafban, erre a megoldasra is jar a harmadik, negyedik és 6todik
részpontszam (persze ha a leirds teljes).

3. A G grafrél annyit tudunk, hogy pontosan két paratlan kor van benne és mindkettd tartal-
mazza a v csucsot.



a) El6fordulhat-e, hogy G kromatikus szdma 27
b) El6fordulhat-e, hogy G kromatikus szama 37
c¢) El6fordulhat-e, hogy G kromatikus szama 47

* ko ok ok Xk

a) Mivel péaratlan koroket nem lehet 2 szinnel szinezni, a kromatikus szdm nem lehet 2.
(Hivatkozhatunk természetesen arra is, hogy a 2-szinezhetd grafok épp a péaros grafok, amelyek
a tanultak szerint nem tartalmaznak paratlan kort.) (1 pont)
b) Ez eléfordulhat, tekintsiik példaul a csokornyakkendé grafot (vagyis azt a grafot, mely két
harom hosszt kérbél all, melyeknek egy pontja kozos). Ez a graf megfelel a feltételeknek és a
kromatikus szama 3. (1 pont)
Valoban, a csticsok szinezhetok harom szinnel: a haromszogek csicsai az 1,2,3 szineket kapjak
oly médon, hogy a kozos csucs (mondjuk) 1-es szin, két szin viszont a kordbban latottak
miatt (paratlan koér) nem elég. (1 pont)

¢) A v csicsot torolve a kapott grafnak nem lesz paratlan kore, (1 pont)
hiszen a torléstol ilyen nem keletkezhet, G' paratlan korei pedig tartalmaztak v-t. (1 pont)
A torlés utan kapott G’ graf tehat a tanultak szerint paros graf, (1 pont)
vagyis 2-szinezhetd. (1 pont)
Ebbdl kovetkezik, hogy G 3-szinezheto kell legyen. (1 pont
Valéban, G’ egy j6 2-szinezését véve és a v csucsot egy harmadik szinnel szinezve G j6
3-szinezését kapjuk, (1 pont)
igy G kromatikus szama nem lehet 4. (1 pont)
01000110
4. Egy G(A, B; E) paros graf két pontosztilya legyen A = 00101001
{a1,a9,...,as} és B = {b1,bs,...,bg}. Minden 1 < i < 8 és 00100001
1 < j <8 esetén a; akkor legyen szomszédos b;-vel, ha a jobbra 11010110
lathaté matrix i-edik soranak és j-edik oszlopanak keresztezo- 00100001
désében allo elem 1-es. Adjunk meg egy maximalis parositast és 11010100
egy maximalis fiiggetlen ponthalmazt G-ben. 00101001
01010110

* ko ok ok Xk

A matrix alapjan kénnyen ellenorizhetd, hogy aq, aq, ag, as, bs, bs, bs egy 7 elemii lefogd pont-

halmaz a péros grafban, (2 pont)
mert a matrixban szereplo Gsszes 1-es az érintett sorok vagy oszlopok valamelyikében talalhato.
(1 pont)
Az (ay,bs), (ag,b3), (as, bs), (as,b1), (as, bs), (a7, bs), (as, bg) élhalmaz egy 7 elemil parositas, hi-
szen semelyik két élnek nincs kézos végpontja. (1 pont)
A megadott lefogé ponthalmaz, illetve parositds bizonyitja, hogy 7(G) < 7, illetve v(G) > 7,
(141 pont)
ahonnan a v(G) < 7(Q) osszefiiggés szerint v(G) = 7(G) = 7 és igy a megadott parositas
maximalis, a megadott lefogd ponthalmaz pedig minimélis. (1 pont)
A tanultak szerint ekkor a fent megadott ponthalmaz komplementere, vagyis
as, as, as, ay, by, by, by, bg, by egy maximalis fiiggetlen ponthalmaz. (3 pont)

Aki csak a maximdlis fiiggetlen ponthalmaz méretét hatdrozza meg (pl. Gallai tétele segitsé-
gével), az az utols6 3 pontbdl 1-et kapjon, csakiigy, mint az, aki megtaldlja ugyan a maximaélis
fliggetlen ponthalmazt, de a maximalitast nem indokolja.

A v(G) < 7(G) éllitas helyett lehet (bar szitkségtelen) Konig tételére is hivatkozni, (paros graf-
ban v(G) = 7(G)). A v(G) = 7 allitas indoklasaért jard dsszesen 3 pont viszont csak annak jar,
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aki meggy6zben és vildgosan indokolja, hogy a megadott parositas maximalis. (Ures frazisok,
mint példdul , Kénig tétele miatt” nem érnek pontot.) Megjegyezziik, hogy a maximalis paro-
sitdst és a minimalis lefogd ponthalmazt természetesen érdemes az eléaddson tanult javitéutas
algoritmussal keresni; azonban (ahogy az a fentiekbdl latszik) egy teljes értékii megolddshoz
nem feltétleniil sziikséges ennek a lépéseit dokumentalni. A parositas maximalitdsanak és a
lefog6 ponthalmaz minimalitasanak az indoklasat viszont alapozhatjuk az algoritmusra is: ha
(meggy6zéen) megmutatjuk, hogy az adott péarositasra nézve nincs javitéut, akkor a tanultak
szerint az maximalis; ha pedig ebben az esetben X az A-beli, a parositas altal lefedetlen csu-
csokbdl alternédld uton elérhetd B-beliekbdl és az alterndld uton el nem érhet6 A-beliekbdl all,
akkor az a tanultak szerint minimalis méretii lefogé ponthalmaz.

5. Hatérozzuk meg az alabbi graf élkromatikus szamat.

%k % Xk ok

Az alabbi j6 élszinezés 6 szint hasznal, igy az élkromatikus szam legfeljebb 6.

Az élkromatikus szam ugyanakkor nem lehet kisebb sem 6-nal. ( )
Ugyanis barmely szinosztdly parositast alkot, ( )
a maximalis parositds mérete pedig legfeljebb 2, hiszen a grafnak csak 5 cstcsa van, (1 pont)
igy 5 szinnel legfeljebb 10 élet tudunk j6l kiszinezni, a grafnak viszont 11 éle van.  ( )

A fels6 becsléshez nem hasznalhaté a Vizing-tétel, hiszen a graf nem egyszert, aki erre alapoz,
az a vonatkoz6 5 pontbdl 0-t kapjon.

6*. Egy 30 csticsu egyszerti, 0sszefiiggd G grafban minden pont foka legaldbb 10. Tudjuk, hogy
G-nek van olyan éle, melyet torolve nem 6sszefliggd grafot kapunk. Mutassuk meg, hogy G-nek
van Hamilton-ttja.

ok % ok Xk

Legyen e = (a,b) olyan él, melyet elhagyva a graf mar nem osszefiiggd. Ekkor a G — e grafnak
két komponense lesz, ellenkez6 esetben e visszarakasaval nem kaphatnank osszefiigg6 gréafot.
(1 pont)
Legyen az a cstucsot tartalmazé komponens A, a b cstcsot tartalmazé komponens B. Mindkét
komponensben teljesiil, hogy egy cstics (a, illetve b) foka legaldbb 9, a tébbi cstics foka
legalabb 10. (1 pont)
Mivel a graf egyszer(i, igy mindkét komponensben legaldbb 11 csticsnak kell lennie, (1 pont)
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amibdl az is kovetkezik, hogy mindkét komponens legfeljebb 19 cstcsi. (2 pont)
Az Ore-tétel feltétele igy mindkét komponensben teljesiil, tehat a tétel szerint mindkét
komponensnek van Hamilton-kore. (2 pont)
Hagyjunk el az A komponens egy Hamilton-korébdl egy a-ra illeszked6 élet, igy A egy
Hamilton-utjat kapjuk, nevezziik ezt P-nek. Hasonléan, hagyjunk el B egy Hamilton-korébol

egy b-re illeszked§ élet, igy B egy Hamilton-utjat kapjuk, nevezzik ezt (Q-nak. (2 pont)
Ekkor a P, @) és e uni6jabol &ll6 élhalmaz G egy Hamilton-itja, amivel a bizonyitast
befejeztiik. (1 pont)



