Bevezetés a szamitaselméletbe II.
zarthelyi feladatok
a koronavirus jarvany idején zajlé tavoktatashoz
2021.04.30.

1. Birnenkopf tr 1ij jelsz6t szeretne késziteni magéanak, mert a régit (herrbirnenkopf) elloptdk.
A jelszoval kapcsolatban a kovetkezd elvardasai vannak:

a) csak betiikbdl dlljon (a szdmokat nem szereti), az angol abce 26 betiije johet sz6ba,

b) egyetlen betli sem jelenhet meg egynél t6bbszor,

c) pontosan 12 betii kell szerepeljen, mégpedig 7 kisbet{i és 5 nagybetii, de ugyanaz a betii
csak az egyik alakjaban szerepelhet.

Hény jelszobol valaszthat Birnenkopf tr? (A végeredmény szamszer(i értékét nem kell megadni;
azonban a megoldasbodl ki kell deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszdmolni olyan szamolégéppel,
amely csak a négy alapmiiveletet ismeri.)

2. Egy szabélyos 11-sz6gnek behtizzuk az dsszes legrovidebb 4tl6jat. Hatdrozzuk meg a kapott (11
cstcst, 22 éli) graf kromatikus szamét.

3. Adjunk meg egy maximélis parositdst és egy minimalis lefogé ponthalmazt az aldbbi grafban.

4. Egy G = (A, B, E) péros grafot teljes pdros grifnak neveziink, ha A minden cstcsa Gssze van
kotve B minden csticsdval (egy éllel). Hény kiilonbozd 101 csicest teljes paros graf 1étezik, melynek
van Euler-sétaja? (Két grafot akkor tekintiink kiillénbo6zének, ha nem izomorfak.)

5. Adjunk meg az aldbbi halézatban egy maximélis folyamot s-bél t-be és egy minimélis s — ¢
vagast.

6*. Egy 100 x 100-as sakktablan kijeloliink 30 mez6t gy, hogy Osszefiiggd teriiletet alkossanak,
vagyis barmely kijelolt mez6bdl el lehessen jutni barmelyik mésikba tgy, hogy oldalszomszédos
kijelolt mez6kre 1éphetiink at (akdrhdnyszor). Mutassuk meg, hogy ekkor a kijelolt mez6kon mindig
el lehet helyezni 8 darab 1 x 2-es dominét atfedés nélkiil tigy, hogy minden dominé a sakktabla
két szomszédos mezdjét fedi le.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kévetkezo adatokat: név, Neptun-kdd.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc, a dolgozatok feltoltésére tovabbi 15 perc all rendelkezésre.
Az aliirds feltétele: a zarthelyin legaldbb 24 pont elérése. A 100%-os eredményhez elegendd 50 pontot elérni
a 60-bdl, a pontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljiik el.

A feladatok megoldaséit indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont.



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Poétzarthelyi feladatok
a koronavirus jarvany idején zajlé tavoktatashoz
2021. majus 18.

1. A G egyszert graf csucsai legyenek egy 10 elemii halmaz 4 elemi részhalmazai.
Két kiilonb6z6 cstucs akkor legyen szomszédos G-ben, ha a megfelel6 részhalmazok
diszjunktak. Hany éle van G-nek? (Adjuk meg a végeredmény szamszert értékét
is. Ennek kiszamitasahoz szamolégépet hasznalni szabad ugyan, de a megoldasbol
deriiljon ki, hogy a végeredményt hogyan lehetne megkapni egy olyan szamologéppel,
ami csak a négy alapmiiveletet ismeri.)

2. A tiz cstcst G teljes graf csicshalmaza legyen V(G) = {1,2,3,...,10}. Minden
1 <i<j<10esetén az {i,j} él silya legyen {?J (ahol a | | als6 egészrészt jelol).
Adjunk meg G-ben egy minimalis 0sszsulyu feszitofat.

3. Egy G = (A, B; E) paros grafot teljes paros grafnak neveziink, ha A minden
csticsa Ossze van kotve B minden csticsaval (egy éllel). Hany kiillonb6z6 100 cstcsi
teljes paros graf létezik, aminek van Hamilton-kore? (Két grafot akkor tekintiink
kiilonb6zének, ha nem izomorfak.)

4. A G(A B;E) péros graf két pontosztalya le- 0100100
gyen A:{alya%'--;a?} és B = {bl,bz,...,b7}. Minden 0111010
1<i<T7és1<j<Tesetén a; akkor legyen szomszédos 1010110
b;-vel, ha a jobbra lathaté matrix ¢-edik soranak és j-edik 0100001
oszlopanak keresztezddésében allo elem 1-es. Adjunk meg 1011101
egy maximalis parositast és egy minimalis lefogd ponthal- 8 g 8 8 1 8 1

mazt G-ben.

5. A G graf legyen egy 6 csticst (és 5 éli) it komplementere. Hatarozzuk meg G-nek
a X.(G) élkromatikus szamat.

6*. Legyen adott egy G irdnyitott graf, az s,t € V(G) termeld, illetve fogyaszté
csiesok, a ¢: F(G) — RT kapacitésfiiggvény, valamint egy e él, amire c(e) > 0.
[gazak-e az alabbi allitasok?

a) Ha van olyan minimélis kapacitasi st-vagas, amibél e kilép, akkor minden f
maximalis értéki folyam esetén f(e) = c(e).

b) Ha minden f maximalis értékii folyam esetén f(e) = c(e), akkor van olyan
minimalis kapacitasu st-vagas, amibdl e kilép.
(Az e = (u,v) él kilép az X vagasbol, hau € X ésv ¢ X.)

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kévetkezd adatokat: név, Neptun-kod.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc, a dolgozatok feltoltésére tovabbi 20 perc all
rendelkezésre. Az aldirds feltétele: a zdrthelyin legalabb 24 pont elérése. A 100%-os eredményhez
elegend6 50 pontot elérni a 60-bdl, a pontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljiik el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont.



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Alairaspotlo zarthelyi feladatok
a koronavirus jarvany idején zajlé tavoktatashoz
2021. majus 27.

1. Egy 20 fos onkormanyzati képviselGtestiilet a tagjai koziil 5 f6s bizottsdgot va-
laszt a kozségi Toportytt Napok eseménysorozatanak megszervezésére. A bizottsag
tagjai koziil néhanyan a polgarmesteri keretbol kiemelt dijazasban részesiilnek; er-
rol a polgarmester sajat hataskorben dont, igy a kiemelten dijazottak szama 0 és
5 kozott barmennyi lehet. Hanyféleképpen alakulhat meg a bizottsag (ha két esetet
nem csak akkor tekintiink kiilonbo6zonek, ha a bizottsag tagsdga mas, hanem akkor
is, ha nem ugyanazok a kiemelten dijazottak)? (Adjuk meg a végeredmény szam-
szeru értékét is. Ennek kiszdmitasahoz szamologépet hasznalni szabad ugyan, de a
megoldasbodl deriiljon ki, hogy a végeredményt hogyan lehetne megkapni egy olyan
szamologéppel, ami csak a négy alapmiiveletet ismeri.)

2. A jobbra lathaté G graf mely e éleire teljesiil, hogy
G-ben van olyan séta, ami e-n kiviil a graf mindegyik
élét tartalmazza? Minden ilyen e élre adjunk is meg
egy ilyen sétat.

3. Hatarozzuk meg jobbra lathaté G graf x(G) kro-
matikus szamat.

4. A 20 cstucsu G graf élei kozil barhogyan is valasztunk ki 8-at, G-nek mindig van
olyan csucsa, amire legalabb kett6 illeszkedik a kivalasztott élek koziil. Mutassuk
meg, hogy ekkor barhogyan valasztunk ki G élei koziil 12-t, G-nek mindig van olyan
csucsa, amire egy sem illeszkedik a kivalasztott élek koziil.

5. Adjunk meg az aldabbi héal6zatban egy maximalis folyamot S-bol T-be és egy
minimalis ST-vagast.

6*. Egy G 0Osszefliggd graf u és v cstucsainak tdvolsdga alatt az u és v kozotti legro-
videbb 0t hosszat (vagyis éleinek a szamat) értjik. A G graf dtmérdje alatt a G-beli
cstcsparok tavolsaganak maximumat (vagyis a legtavolabbi csiicsok tavolsagat) ért-
jik. Mutassuk meg, hogy ha a 24 csticst G egyszerti grafban az egyik csucs foka 5,
az Osszes tobbi cstcs foka pedig 3, akkor G atmérdje legalabb 4.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatdan felirni a kévetkezd adatokat: név, Neptun-kod.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc, a dolgozatok feltoltésére tovabbi 20 perc all
rendelkezésre. Az aldirds feltétele: a zdrthelyin legalabb 24 pont elérése. A 100%-os eredményhez
elegend6 50 pontot elérni a 60-bodl, a pontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljiik el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont.



Bevezetés a szamitaselméletbe II.
zarthelyi feladatok
a koronavirus jarvany idején zajlé tavoktatashoz
pontozasi utmutatod
2021. aprilis 30.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatoé célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. A zarthelyiben
egyes feladatoknak tobb (lényegesen nem eltérd) verzidja is megjelent. Az utmutaté minden
feladat egy verzidjdhoz leirja (legalabb) egy megoldas fébb gondolatait és kozli az ezekhez
rendelt részpontszamokat. Az itmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak
részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban felttiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodo
gondolat egy attekintheto, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa
azok alkalmazdsa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény
a megoldasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az titmutatéban feltiintetett
pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes
mértékben a javitd hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, gondolatért, amely egy megoldasban érdemi szerep-
hez juthat és amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat
hibatlan megoldasa volna kaphatd. Ha egy megoldd egy feladatra tobb, egymastél lényegesen
kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt
megoldés vagy megoldésrészlet helyes vagy helyessé kiegészithetd, akkor a legtobb részpontot
éro megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és
(lényeges) hibéat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket
tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha
ez a pontszam 0).

Az itmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az itmutatéban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, bizonyitas nélkiil hivatkozni
azonban csak az eléadason szerepl6 tételekre és allitasokra lehet.

1. Birnenkopf 1r 1j jelsz6t szeretne késziteni maganak, mert a régit (herrbirnenkopf) elloptak.
A jelszéval kapcsolatban a kovetkezo elvarasai vannak:

a) csak betilikbdl dlljon (a szdmokat nem szereti), az angol abc 26 betiije johet sz6ba,

b) egyetlen betii sem jelenhet meg egynél tobbszor,

c¢) pontosan 12 betii kell szerepeljen, mégpedig 7 kisbetii és 5 nagybetil, de ugyanaz a betii
csak az egyik alakjaban szerepelhet.
Hény jelszobdl valaszthat Birnenkopf ur? (A végeredmény szamszeri értékét nem kell megadni;
azonban a megoldasbol ki kell deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszadmolni olyan szamologép-
pel, amely csak a négy alapmiiveletet ismeri.)

* ko ok ok ok

Els6 megoldas. Hozzuk létre eloszor a jelszonak azt a verziojat, ahol a kis- és nagybetiik még
nem jatszanak szerepet. (1 pont)
Mivel minden betii csak egyszer szerepelhet, ezt a tanultak szerint 26 - 25-24 - ... - 15-féleképp



tehetjik meg. (3 pont)

Vélasszuk ki most, hogy hova keriil kis-, illetve nagybetii: (1 pont)
a 12 helybdl 5-re keriil nagybetii, a valasztasi lehet6ségek szama tehat (152> (hiszen a nagybetiik
helyének kivalasztésaval a kisbetiik helyzete is adotta valik). (3 pont)
Mivel a jelszé minden kezdeti verzidjat ennyiféleképp tudjuk végleges jelszdva alakitani,

(1 pont)
a keresett szdam 26 -25-24-...-15- (152) = 26'25'24'"5'.}5;22'11'10'9'8- (1 pont)

Masodik (nem tul kiillonb6z6) megoldas. Vélasszuk ki elészor, hogy melyik kisbetiik és milyen

sorrendben szerepeljenek a jelszéban. Ezt a tanultak szerint 26 - 25 - ... - 20-féleképp tehetjiik
meg,. (1 pont)
Jojjenek most a nagybetiik. Itt a kivalasztott kisbetiik nagy valtozatai nem hasznalhatok,

(1 pont)
igy ezeket 19 - 18 - 17 - 16 - 15-féleképp valaszthatjuk ki. (1 pont)
A valasztasi lehetOségek szama e két szam szorzata lesz, hiszen barmely kisbetiisorozathoz
barmely nagybetiisorozatot valaszthatjuk. (1 pont)

Mar csak azt kell eldonteniink, hogy hova keriiljon kis-, illetve nagybetii, innen a megoldas
azonos az elézdvel.

Harmadik megoldas. Vélasszuk ki el6szor, hogy melyik kis-, illetve nagybetiik szerepeljenek a

jelszoban. Ezt (276), illetve (159) moédon tudjuk megtenni, (2 pont)
hiszen a betiik kiillonb6zok és a mar kivalasztott kisbetiik nagy megfelel6it nem valaszthatjuk.

(2 pont)
Az eddigi valasztéasi lehetGségek szama e két szam szorzata lesz, hiszen barmely kisbetiihal-
mazhoz barmely nagybetithalmazt valaszthatjuk. (1 pont)
Mar csak annyi dolgunk van, hogy a kapott betiliket sorbarakjuk, (1 pont)
ez a tanultak szerint 12!-féleképp lehetséges. (1 pont)
A jelszavak széma tehat (%) - () - 12!, hiszen a kordbbi vélasztési lehetdségek mindegyikét
12! médon tudjuk sorbarendezni. (1 pont)
Ezt a négy alapmivelettel felfrva; 26:2024--151211109:8 (2 pont)

Bar a feladat szovege a négy alapmiivelet hasznalatat engedélyezi, ne vonjunk le pontot a
faktorialis jelolés hasznalataért. Ha azonban valaki nem szamolja ki a binomialis egytitthatok
értékeit, a vonatkozo pontokat ne kapja meg.

2. Egy szabalyos 11-szognek behtizzuk az 6sszes legrovidebb atlojat. Hatarozzuk meg a kapott
(11 cstiesu, 22 éli) graf kromatikus szamat.

X % % % %
A gréafot konnyt 4 szinnel megszinezni, j6 szinezésért adjunk 3 pontot.

Megmutatjuk, hogy 3 szin nem elég. Sorszamozzuk a 11-sz0g csticsait tetszdleges csticsnal
kezdve az dramutato jarasa szerint. Tegyiik fel indirekten, hogy létezik a grafnak jé 3-szinezése.

(1 pont)
Ekkor az els6 harom csiics harom kiillonb6z6 szint kapna, (mondjuk az elsé az 1-et, a méasodik
a 2-t, a harmadik a 3-at). (1 pont)
Ekkor a negyedik cstcs ismét 1-es szinii kéne legyen, (1 pont)
hiszen van 2-es és 3-as szinti szomszédja is. (1 pont)

Az 6todik csics igy 2-es szinii kéne legyen, hiszen van 1l-es és 3-as szinl szomszédja is. A
gondolatmenetet folytatva az deriil ki, hogy a tizedik cstics 1-es szint kell legyen, (1 pont)
ez azonban nem lehetséges, hiszen szomszédja az els6 cstcs (is). (1 pont)

2



A kromatikus szam igy 4, mivel a ldtottak szerint legaldbb és legfeljebb is 4. (1 pont)

Ugyeljiink r4, hogy a fentihez latszélag nagyon hasonlé megoldasok lehetnek teljesen rosszak
is, pl. ha a megoldd azért szinez igy, mert a moh¢ algoritmust kéveti (akar kimondva, akar
kimondatlanul). Ez pl. abbdl latszik jol, hogy nem abbdl indul ki (indirekten), hogy csak 3
szint lehet hasznalni.

3. Adjunk meg egy maximalis parositast és egy minimalis lefogdé ponthalmazt az alabbi grafban.

Az aldbbi dbran a vastagitott élek 6 élil parositést, (2 pont)
a nagyobb méretii csiicsok pedig 6 elemii lefogd ponthalmazt alkotnak. (3 pont)
Megmutatjuk, hogy a megadott parositds maximalis, a megadott lefogd ponthalmaz pedig
minimalis. Az el6addsrol tudjuk, hogy barmely G grifra v(G) < 7(G) teljestl. (1 pont)
A 6 éli parositas igazolja, hogy v(G) > 6, (1 pont)
a 6 cstcsu lefogd ponthalmaz pedig igazolja, hogy 7(G) < 6. (1 pont)

gy 6 < v(G) < 7(G) < 6, ami csak gy teljesiilhet, ha mindeniitt egyenlSség 4ll. (1 pont)
v(G) = 6 igazolja a parositasunk maximalitdsat, 7(G) = 6 pedig a lefogd ponthalmazunk
minimalitdsat. (1 pont)

4. Egy G = (A, B, F) péros grafot teljes pdros grifnak neveziink, ha A minden csicsa Ossze
van kotve B minden cstcsaval (egy éllel). Hany kiilonboz6 101 csticsu teljes paros graf 1étezik,
melynek van Euler-sétaja? (Két grafot akkor tekintiink kiilonbézének, ha nem izomorfak.)

* ok ok ok Xk

Jeloljuk K, -vel azt a teljes paros grafot, melynek kisebbik (nem nagyobbik) osztalydban a, a
masik osztalydaban b csics szerepel. Megmutatjuk, hogy a 101 csticsu teljes paros grafok koziil
Ko 101 és K> g9 rendelkezik Euler-sétaval, a tobbiek pedig nem. (Ne vonjunk le pontot a Ky 101

hidnyaért.) (1 pont)
K,101-nek nincs éle, igy az iires élhalmaz Euler-sétaja lesz. (0 pont)
Minden mas K, Osszefiiggd, hiszen barmely két (z és y) csics kozt van t. (1 pont)
Valéban, ha = € A és y € B, akkor él fut x és y kozott, ha pedig z,y € A vagy z,y € B, akkor
van kozos szomszédjuk. (2 pont)
Ilyenkor tehat a tanult tétel szerint elég a fokszamok paritasat vizsgalni. Az a és b szamok
koziil pontosan egy paratlan, hiszen az 6sszegiik paratlan. (2 pont)
Ha a paratlan, akkor K, ;-ben b darab péaratlan foku csucs lesz, ha pedig b paratlan, akkor a
darab. (1 pont)

Euler tétele szerint egy 6sszefliggd grafban akkor és csak akkor van Fuler-séta, ha a paratlan

3



foku csticsok szama legfeljebb 2. (1 pont)
Ez esetiinkben pontosan a = 2 mellett teljesiil, hiszen ha a ennél nagyobb paros szam lenne,

akkor ketténél tobb paratlan foku cstcs lenne A-ban, (1 pont)
mig ha a 2-nél nagyobb paratlan szam lenne, akkor B-ben lenne ketténél tobb paratlan foku
csUcs. (1 pont)

A 0 pontos megallapitasért adhatunk 1 pontot olyan megolddknak, akik ezzel nem lépik tul a
10 pontot.

5. Adjunk meg az alabbi halézatban egy maximalis folyamot s-bdl t-be és egy minimalis s — ¢
vagast.

Az alabbi dbrdn egy 14 értéki folyam lathato. (2 pont)
Szigortan véve indokolni kéne, hogy az &bran csakugyan folyam lathaté (vagyis kéne irni
arrél, hogy miért teljesiilnek a folyamhoz sziikséges feltételek), s6t azt is, hogy 14 az értéke,
de ezek hidanyaért ne vonjunk le pontot. Ha a dolgozatban folyamként megadott abra nem
folyamot abrazol, akkor el kell donteni, hogy elirasrol vagy elvi hibarél van-e sz6. Ha meggy6z6
bizonyiték van ra, hogy elirds tortént, akkor kevés (pl. 1) pontot vonjunk le, ellenkezé esetben
viszont egyaltalan nem jar pont erre a részre.

Az {s,a,b,c} vigas kapacitasa 14, (2 pont)
mivel a vagasbol kimutaté éleknek ennyi az 6sszkapacitasa. (1 pont)
Az el6adason tanultak szerint egyetlen vagas kapacitasa sem lehet kisebb, mint egy tetszéleges
folyam értéke, (3 pont)

igy barmely vagas kapacitasa legalabb 14 kell legyen, tehét {s, a, b, ¢} minimalis vagas (1 pont)
és barmely folyam értéke legfeljebb 14, tehat az dbran megadott folyam maximalis. (1 pont)

Az utolsé 5 pont annak jar, aki érdemben indokolja, hogy a megadott folyam maximélis és
a megadott vagas minimélis. Ez persze torténhet mashogy is, mint a fenti megolddsban (pl.
a javitoutas algoritmus futtatasaval, hivatkozva arra, hogy az tudottan maximalis folyamot
talal, illetzve annak a lefrdsaval, hogy az utolsé segédgrafban mely pontok érhetdk el s-bol),
de tires frazisok, mint pl. ,a Ford-Fulkerson tétel miatt” nem érnek pontot. Aki a javitéutas
algoritmust futtatja, annak természetesen nem kell belatnia, hogy folyamot kapott és azt sem,
hogy annak értéke 14, hiszen ezek kovetkeznek az eléadason tanultakbol.




6*. Egy 100 x 100-as sakktablan kijeloliink 30 mezdt tigy, hogy Osszefliggd teriiletet alkossanak,
vagyis barmely kijel6lt mez6bdl el lehessen jutni barmelyik mésikba gy, hogy oldalszomszédos
kijelolt mezbkre léphetiink at (akarhdnyszor). Mutassuk meg, hogy ekkor a kijel6lt mezdkon
mindig el lehet helyezni 8 darab 1 x 2-es dominét atfedés nélkiil tgy, hogy minden dominé a
sakktabla két szomszédos mezdjét fedi le.

k% % ok X

Legyenek egy GG graf csucsai a kijelolt mezok, két csticsot kossiink 0ssze, ha a mezok él mentén

szomszédosak. A feltétel szerint ekkor G Osszefliggd, (1 pont)
tehat a tanultak szerint legaldbb 29 éle van. (1 pont)
G paros graf, mivel a sakktabla mezoinek fekete-fehér szinezése GG egy jo 2-szinezését adja.

(2 pont)

Vegyiik észre, hogy a 2 mezét fedd 1 x 2-es domindk épp G éleinek felelnek meg, (1 pont)
a domindk atfedés nélkiili elhelyezése pedig olyan éleknek, melyeknek nincs kozos cstcsa,

vagyis olyanoknak, melyek pérositast alkotnak. (1 pont)
A feladat tehdt nem més, mint annak igazoldsa, hogy v(G) > 8. Mivel G péaros graf,
v(G) = 7(G), tehat elég azt belatnunk, hogy 7(G) > 8. (1 pont)
Vildgos, hogy G-ben minden cstics foka legfeljebb 4 (hiszen minden mez6nek csak 4 szomszédja
lehet él mentén), (1 pont)
igy egy legfeljebb 7 csticst ponthalmaz csak 28 élet tud lefogni. (1 pont)
Mivel G-nek 29 éle van, csakugyan minden lefogd ponthalmaza legalabb 8 elemi; épp ezt
kellett igazolnunk. (1 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Pétzarthelyi feladatok — pontozasi utmutato
a koronavirus jarvany idején zajlé tavoktatashoz
2021. méajus 18.

Altaldnos alapelvek.

A pontozéasi utmutaté célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. A zarthelyiben egyes
feladatoknak tobb (1ényegesen nem eltérd) verzidja is megjelent. Az ttmutaté minden feladat egy
verzi6jahoz leirja (legaldbb) egy megoldasanak fébb gondolatait és kozli az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az atmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa;
a leirt 1épések egy maximdlis pontszamot éré megoldés vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsol6dd
gondolat egy attekintheto, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy példul az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa
nélkill nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembe-
vételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatdskore.

Részpontszam jar minden olyan o6tletért, részmegoldasért, ami egy megoldasban érdemi szerephez
juthat és amibdl a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megol-
dasa volna kaphaté. Ha egy megold6 egy feladatra tobb, egymastél 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast
is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megol-
dasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt
értékeljitk. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazo is,
tovabba a dolgozatbol nem dertil ki, hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb
pontot ér6 megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszdm 0).

Az utmutatoban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximéalis pontot ér, bizonyitds nélkiil azonban csak az
eldadason szereplo tételekre és allitasokra lehet.

1. A G egyszerl graf csicsai legyenek egy 10 elemil halmaz 4 elemii részhalmazai. Két kiilonb6z6
csucs akkor legyen szomszédos G-ben, ha a megfelel részhalmazok diszjunktak. Hany éle van G-nek?
(Adjuk meg a végeredmény szamszerii értékét is. Ennek kiszdmitasdhoz szdmol6gépet hasznalni sza-
bad ugyan, de a megoldasbdl dertiljon ki, hogy a végeredményt hogyan lehetne megkapni egy olyan
szamoldgéppel, ami csak a négy alapmiiveletet ismeri.)

* % ok k%

G csucsainak szama (140) (az (Z) definici6ja szerint), (1 pont)
aminek az értéke a tanultak szerint 2987 = 210, (1 pont)
G-ben minden cstcs foka (i) = (1 pont)
= 6543 _ |5 (1 pont)
mert ha G csicsai a H alaphalmaz négy elemii részhalmazai, akkor minden X C H cstcs a hat elemt
H \ X halmaz négy elemi részhalmazaival szomszédos. (3 pont)
A tanultak szerint G élszama a csicsok fokszamosszegének a fele, (1 pont)
vagyis &2'15 = 1575. (2 pont)

Bar a feladat szovege a négy alapmiivelet hasznalatat engedélyezi, ne vonjunk le pontot a faktoridlis
jelolés hasznalataért.

2. A tiz csticsu G teljes graf csucshalmaza legyen V(G) = {1,2,3,...,10}. Minden 1 < i < j < 10
esetén az {i,j} él silya legyen {%J (ahol a | | alsé egészrészt jelol). Adjunk meg G-ben egy
minimalis Osszsulyu feszitofat.



Kruskal algoritmusat fogjuk futtatni, a tanultak szerint ugyanis ez minimalis 6sszstlyu feszitofat ad.
(Ez a pontszdm akkor jar, ha a megold6 — akar a név emlitése nélkil — jelzi, hogy ezt az algoritmust

fogja futtatni és nyoma van annak, hogy a futtatast elkezdi.) (2 pont)
Az eljaras el6szor harom 1 sulyu élt valaszt, példaul az {1,2}, {2,3} és {3,4} éleket. (1 pont)
Valéban, mivel minden élsily pozitiv egész és ez a harom él nem alkot kort, ezért ezek kivalasztésa
megfelel az algoritmus helyes miikodésének. (1 pont)
Ekkor a megmaradt egyetlen 1 stlyt élt, az {1,3}-at az eljards nem valasztja ki, mert kort alkotna
a korabbiakkal. (1 pont)
gy a 2 silyd {4,5}, {5,6} és {6,7} élek kivalasztdséval folytatédhat az algoritmus végrehajtdsa
(hiszen ezzel a kérmentességet fenntartjuk). (1 pont)
Bar vannak még 2 silyu élek, de ezek mind az {1,2,...,7} halmazon belil futnak, igy az eljaras
ezeket nem vélasztja ki (hiszen ezzel kort hozna létre). (1 pont)
Valéban, ha j > 8, akkor i < j miatt 2j —i >2j —(j— 1) =j+ 1> 9, {gy az {i,j} él silya mar
legaldbb 3. (1 pont)
Ezért az algoritmus futtatdsa befejezédhet példaul a 3 sulyta {7,8}, {8,9} és {9, 10} élek kivalaszta-
saval. (1 pont)
Mivel ezzel az élek szama elérte a csticsszam minusz 1-et, az algoritmus futdsa itt megdll (1 pont)
és a kapott feszit6fa az 1,2, ..., 10 csticsokon ebben a sorrendben végighaladé Hamilton-tt.(0 pont)

Természetesen mas helyes, minimalis (vagyis 18) 6sszstly feszitéfa is megadhatd. Annak indoklésa,
hogy haromnal tobb 2 stlyt élt az eljaras nem valaszthat ki, a fenti révid szamolas helyett a 2 stulya
élek felsorolasaval is torténhet: ezek a fenti megoldasban az eljaras altal kivalasztottakon kivil a
{2,5}, a {3,5} és a {4,6}.

3. Egy G = (A, B; E) paros grafot teljes paros grafnak neveziink, ha A minden cstcsa 6ssze van
kotve B minden csicséval (egy éllel). Hany kiillonboz6 100 csticsu teljes paros graf 1étezik, aminek
van Hamilton-kore? (Két grafot akkor tekintiink kiilonb6zének, ha nem izomorfak.)

* ook ok ok X

Jeloljik K, p-vel azt a teljes paros grafot, aminek a kisebbik (nem nagyobbik) osztdlya a, a masik
osztalya b cstcsu.
Ha a < b, akkor a kisebbik osztaly a darab cstcsat a grafbol torolve a kapott grafnak a-nal tobb

komponense lesz. (1 pont)
Valéban, ezzel a masik osztdly megmarado b csticsa mind izolalt pont lesz, igy ezek mind kiilon kom-
ponenst alkotnak. (1 pont)
gy a Hamilton-kor létezésére tanult sziikséges feltétel sériil, vagyis az a < b esetben K, p-nek nincs
Hamilton-kore. (3 pont)
Ha viszont a = b = 50, akkor Kj5p50-ben konnyti megadni egy Hamilton-kort: ha wuy, ue, ..., uso az
egyik és vy, v9, ..., U5 a masik osztaly cstcsai, akkor az uy, vy, ug, vo, . . ., Usg, V50, U3 sorrendben be-
jarva a cstucsokat Hamilton-kort kapunk. (4 pont)
gy (izomorfiatol eltekintve) egyetlen olyan, 100 cstucsi teljes paros graf létezik, amiben van
Hamilton-kor: a K 50. (1 pont)

Azt, hogy Ks050-ben van Hamilton-kor, a Dirac-tétellel is lehet indokolni (hiszen a graf egyszerti, a
csucsok szama 100 és minden pont foka 50).

0100100
4. A G(A, B; E) paros graf két pontosztalya legyen A = {ay,as,...,ar} 0111010
és B = {by,ba,...,b7}. Minden 1 <i<7és1 < j < 7 esetén a; ak- 1010110
kor legyen szomszédos bj-vel, ha a jobbra lathaté matrix i-edik soranak 0100001
és j-edik oszlopanak keresztez6désében allé elem 1-es. Adjunk meg egy Lo11101
maximalis parositast és egy minimalis lefogé ponthalmazt G-ben. 8 (1) 8 8 1 8 1



Példaul M = {{al, by}, {as, bs}, {as, bi}, {as, br}, {as, bs}, {as, b5}} 6 61t parositas G-ben (hiszen ezek
kozil semelyik két élnek nincs kozos végpontja). (2 pont)
Az X = {as, a3, as, by, bs, by} halmaz lefogd ponthalmaz G-ben (ez a feladatban megadott matrixbél
konnyen ellendrizheté: a megfelel$ sorok és oszlopok egytitt minden 1-est tartalmaznak). (3 pont)
M 1étezése bizonyitja a v(G) > 6 allitast, X létezése pedig a 7(G) < 6 allitast. (141 pont)
fgy a tanult v(G) < 7(G) allitas miatt G-re 6 < v(G) < 7(G) < 6, amibdl v(G) = 7(G) = 6.(2 pont)
Ezért a megadott M parositds maximalis és a megadott X lefogé ponthalmaz minimélis. (1 pont)
A v(G) < 7(G) allitéas helyett lehet (bar sziikségtelen) Kénig tételére is hivatkozni, ami szerint paros
grafban v(G) = 7(G). A fenti pontozas szerinti utolsé 5 pont viszont csak annak jar, aki meggyézen
és vilagosan indokolja, hogy a megadott parositdas maximalis és a megadott lefogé ponthalmaz mini-
mélis. (Ures frazisok, mint példaul ,K6nig tétele miatt” nem érnek pontot.) Megjegyezziik, hogy a
maximalis parositast és a minimalis lefogd ponthalmazt természetesen érdemes az eléadason tanult
javitéutas algoritmussal keresni; azonban (ahogy az a fentiekbdl latszik) egy teljes értékii megoldéas-
hoz nem feltétleniil sziikséges ennek a lépéseit dokumentalni. Azonban a péarositds maximalitasanak
és a lefogd ponthalmaz minimalitdsdnak az indokldséat is lehet az algoritmusra alapozni: ha (meg-
gy6zéen) megmutatjuk, hogy az adott parositdsra nézve nincs javitéut, akkor a tanultak szerint az
maximalis; ha pedig ebben az esetben X az A-beli, a parositas altal lefedetlen csiicsokbdl alternald
uton elérheté B-beliekbél és az alternalé uton el nem érheté A-beliekbdl all, akkor az a tanultak
szerint minimalis méretii lefogd ponthalmaz.

5. A G graf legyen egy 6 cstcst (és 5 éli) ut komplementere. Hatdrozzuk meg G-nek a x.(G)
¢lkromatikus szamat.

¥ ook ok ok X

G-ben a maximélis fokszam A(G) = 4 (mert G-nek két 4 foku és négy 3 foku csicsa van). (2 )
Ezért a tanultak szerint x.(G) > A(G) = 4. (2 pont)
G élei (konnyen) megszinezhet6k 4 szinnel; egy helyes szinezésért jaré pontszam: (4 )
Mivel G élei a fentiek szerint 4 szinnel megszinezhetdk, de kevesebbel nem, ezért x.(G) = 4.( )
G helyes felrajzolasaért megadhaté a pontozas szerinti elsé 2 pontbdl 1.

6*. Legyen adott egy G irdnyitott graf, az s,t € V(G) termeld, illetve fogyaszté cstcsok, a
¢: E(G) — RT kapacitasfiiggvény, valamint egy e él, amire c(e) > 0. Igazak-e az aldbbi allitasok?
a) Ha van olyan minimélis kapacitasi st-vagas, amibél e kilép, akkor minden f maximalis értéki
folyam esetén f(e) = c(e).
b) Ha minden f maximalis értéki folyam esetén f(e) = c¢(e), akkor van olyan minimélis kapacitast
st-vagas, amibdl e kilép.
(Az e = (u,v) él kilép az X vagasbol, hau € X ésv ¢ X.)

* ok ok k%

a) Az allitas igaz. Legyen ugyanis X egy minimalis kapacitdst vagas és f egy maximaélis értéki

folyam. (0 pont)
Ekkor a tanultak szerint my = >_{f(e) : e kilép X-bél} — >>{f(e) : e belép X-be} < (1 pont)
< Y{c(e) : ekilép X-bél} — >{0 : e belép X-be}, ahol a becslésekhez a folyam definici6jabdl a
0 < f(e) < c(e) feltételeket hasznaltuk. (1 pont)

A jobb oldalon az X végas ¢(X) kapacitasat kaptuk, amir6l a Ford-Fulkerson tétel miatt tudjuk, hogy
ms-fel egyenld. Ezért az X-bol kilépé élekre az f(e) < c(e) becslések valoban mind egyenléséggel kell
teljestiljenek. (1 pont)
Ha egy megoldas a szemléletre épitve indokolja az allitas igaz voltat, az — a szoveg meggy6zo erejétol
fiiggden — ezért legfoljebb 2 pontot kaphat. Példaul egy ilyen, nem preciz, de 2 pontot ér6 széveg lehet
a kovetkez6: | Ha e kilép az X minimdlis kapacitdst vagasbdl és f(e) < c(e), akkor az X vagasbol
kevesebb termék jut &t (V(G) \ X)-be, mint X kapacitasa. Mivel X kapacitdasa a Ford-Fulkerson
tétel miatt egyenlé a maximalis folyam értékével, ezért ilyenkor f nem lehet maximalis folyam.”



b) Ez az allitds is igaz. Tegyiik fel ugyanis indirekt, hogy e nem lép ki egyetlen minimalis
kapacitasi vagasbol sem. (0 pont)
Legyen a vagasok kapacitasai koziil a legkisebbnek az értéke M. Ha a hélézatban minden vagas M
kapacitasu, akkor az &llitas nyilvan igaz (mert minden olyan vagas megfelel, amibél e kilép).(1 pont)
Ha viszont létezik M-nél nagyobb kapacitasu vagas is, akkor ezek kozott a legkisebbek kapacitasa

legyen M + 4, ahol § > 0. (1 pont)
Az M-nél nagyobb kapacitdsi vagasok kozott valéban van legkisebb kapacitast, mert a vagasok
szama véges. (0 pont)
Csokkentsiik most le e kapacitdsat: legyen az 14j értéke ¢(e) = max{c(e) — 9,0} (és a tobbi él
kapacitasa legyen valtozatlan). (1 pont)
Ekkor c(e) > 0 és 0 > 0 miatt ¢(e) < ¢(e) valéban igaz. (0 pont)

c(e) csokkenése a vagasok koziil azoknak a kapacitdsat érinti, amikbdl e kilép. Mivel ezek kozott
nem volt M kapacitdsi, ezért a minimdlis vagas kapacitdsa tovabbra is M lesz (hiszen az érintett

vagasok esetében is a csokkenés mértéke legfoljebb ¢). (1 pont)
Igy a Ford-Fulkerson tétel miatt a maximélis folyam értéke tovdbbra is M, vagyis létezik a
hél6zatban (a megvéltozott kapacitasfiiggvényre is) egy M értéki f folyam. (1 pont)
Ennek az f folyamnak az értéke tehat maximalis az eredeti kapacitasfiiggvényre nézve is, tovabba
fle) < d(e) < ce). (1 pont)
Ez tehat ellentmond a megmutatand¢é allitas feltételének és ezzel bizonyitja az allitast. (1 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Alairaspotloé zarthelyi feladatok — pontozasi utmutato
a koronavirus jarvany idején zajlé tavoktatashoz
2021. majus 27.

Altaldnos alapelvek.

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmu-
taté minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az ttmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd
gondolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy példdul az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa
nélkil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valoban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az titmutatoban felttiintetett pontszam a fentiek figyelembe-
vételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphato. Ha egy megold6 egy
feladatra tobb, egymastdl 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legféljebb az egyikre ad-
haté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisér-
let kozott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a
megold6é melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az Gtmutatéban szereplo részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthaték. Az ttmutatoban
leirttol eltéro jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason
szereplo tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Egy 20 f6s 6nkorméanyzati képvisel6testiilet a tagjai koziil 5 {6s bizottsagot valaszt a kozségi Topor-
tylt Napok eseménysorozatanak megszervezésére. A bizottsag tagjai kozul néhanyan a polgarmesteri
keretbol kiemelt dijazasban részestilnek; errol a polgarmester sajat hataskorben dont, igy a kiemelten
dijazottak szama 0 és 5 kozott barmennyi lehet. Hanyféleképpen alakulhat meg a bizottsag (ha két
esetet nem csak akkor tekintiink kiillonbozoének, ha a bizottsag tagsdga més, hanem akkor is, ha nem
ugyanazok a kiemelten dijazottak)? (Adjuk meg a végeredmény szamszerti értékét is. Ennek kiszami-
tasdhoz szamologépet hasznalni szabad ugyan, de a megoldasbol deriiljon ki, hogy a végeredményt
hogyan lehetne megkapni egy olyan szamologéppel, ami csak a négy alapmiiveletet ismeri.)

* ook ok ok %

A bizottsag tagjait (?)—féleképpen valaszthatjuk ki (az (Z) definiciéja szerint), (2 pont)
aminek az értéke a tanultak szerint 20894718 — 15 504, (2 pont)
Ezutén a bizottség mind az ot tagjira kétféleképpen donthetiink arrdl, hogy kiemelt dijazésban
részesiiljon-e. Igy (egy adott bizottsagra) a lehetSségek szama 2° = 32, (2 pont)

hiszen az els6tol az 6todikig haladva barhogyan is dontottiink a korabbi tagokrodl, az djabb tagrol
valé dontéstiink megkétszerezi az addigi lehetOségek szaméat (vagy az ismétléses varidciérdl tanultakra

hivatkozassal). (1 pont)
Mivel az el6szor mondott (250) lehetéség mindegyike 2°-féleképp folytathaté a masodiknak mondott
valasztassal, ezért az Osszes lehetGségek szama (250) 225 = (2 pont)
=15 504 - 32 = 496 128. (1 pont)

Bar a feladat szovege a négy alapmiivelet hasznalatat engedélyezi, ne vonjunk le pontot a faktoridlis
jelolés hasznédlataért. Ha azonban valaki nem szamolja ki a (részeredmények, illetve a) végeredmény
kért értékeit, a vonatkozé pontokat ne kapja meg.



séta, ami e-n kiviil a graf mindegyik élét tartalmazza? Minden ilyen e

élre adjunk is meg egy ilyen sétat. l\
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2. A jobbra lathato G graf mely e éleire teljestil, hogy G-ben van olyan ) ‘/ P E

A feladat kérdése az, hogy mely e élekre van Euler-séta a G-b6l az e torlésével kapott grafban.(2 pont)
Mivel az Euler-séta létezésének sziikséges feltétele, hogy a grafban legfoljebb 2 paratlan foku csics
legyen, ezért gy kell egy élt elhagynunk, hogy ez teljestiljon. (1 pont)
G-nek négy paratlan foku pontja van: A, D, H és J. Mivel egy e él elhagyasa e végpontjai fokanak
a paritasat valtoztatja meg, ezért olyan e élt kell elhagynunk, ami ezek kozott a cstcsok kozott fut

(hogy ezéltal a paratlan foku csicsok szdma 2-re csokkenjen). (1 pont)
Mivel ekozott a négy csics kozott egyedill D és H szomszédosak, ezért az egyetlen lehetdség az
e ={D, H} él elhagyasa. (2 pont)
A {D, H} él elhagyasa utan kapott grafban valoban van Euler-séta; erre szamtalan lehetéség van,
egy ilyennek a megadasart jaré pontszam: (4 pont)

Ha valaki nem ad meg egy konkrét Euler-sétat, akkor az utolsé 4 pontbdl 1-et megkaphat azért, ha
a tanult tételre valo hivatkozva allitja annak a 1étét: mivel a kapott graf osszefiiggd és pontosan 2
paratlan foki csicsa van, ezért tartalmaz Euler-sétat. (Az osszefiiggségi feltétel emlitésének a hidnya
esetén azonban ez az 1 pont mar nem adhaté meg.) Ett6l fiiggetlentl adhaté az utolsé 4 pontbdl 1
annak a megallapitdsaért is, hogy a keresett Euler-séta végpontjai A és J kell legyenek (mert ezek a
kapott graf paratlan foku csticsai). Ekoziil a kétszer 1 pont koziil akar mindkett6 is megadhaté (ha
mindkét megéllapitds szerepel a dolgozatban) — de természetesen csak a pontozas szerinti utolsé 4
pont helyett, nem pedig azokon feliil.
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G-ben a D, E, H és I csicsok klikket alkotnak, (2 pont)
ezért G maximalis klikkmérete w(G) > 4. (2 pont)
G csucsai megszinezheték négy szinnel. Erre rengeteg jo lehetdség van, egy ilyennek a megadasaért
jaré pontszam: (3 pont)
Kovetkezésképp x(G) < 4. (1 pont)
Ezekbél és a tanult w(G) < x(G) osszefiiggésbél 4 < w(G) < x(G) < 4. Igy x(G) = 4. (2 pont)

A négy cstcsu klikkbol és a négy szinnel vald szinezésbol mashogyan is kovetkeztethetiink arra,
hogy x(G) = 4: az el6bbibdl kovetkezik, hogy négynél kevesebb szinnel G csiicsai nem megszinezhe-
t6k (mert mér a klikk cstcsaihoz is sziikséges ennyi szin), igy a szinezés bizonyitja, hogy a szinek
lehetséges minimadlis szama (vagyis x(G) értéke) négy.

4. A 20 cstiest G graf élei koziil barhogyan is valasztunk ki 8-at, G-nek mindig van olyan csiicsa, amire
legalabb ketto illeszkedik a kivalasztott élek koziil. Mutassuk meg, hogy ekkor barhogyan valasztunk
ki G élei kozil 12-t, G-nek mindig van olyan csiicsa, amire egy sem illeszkedik a kivalasztott élek
koziil.
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A feladatban szerepld, G-re vonatkozé allitds azt jelenti, hogy G-ben a fiiggetlen élek maximalis

szama v(G) < 7. (1 pont)
Valéban, v(G) > 8 éppen azt jelentené, hogy létezik G-ben 8 élii parositas — vagyis 8 olyan él, amik
koziil minden csucsra legfoljebb egy illeszkedik. (3 pont)

A bizonyitandé &llitas azt jelenti, hogy a G-beli minimalis lefogd élhalmaz mérete o(G) > 13.(1 pont)
Valéban, o(G) < 12 éppen azt jelentené, hogy megadhaté G-ben 12 él tgy, hogy koziiliik minden

csucsra illeszkedik legalabb egy. (3 pont)
gy a bizonyitandé allitas kovetkezik Gallai tételébodl: v(G) + o(G) = 20 miatt a v(G) < 7 feltételbél
valéban adédik, hogy o(G) > 13. (2 pont)

A fenti megoldés csak akkor helyes, ha G-nek nincs izolalt pontja (kiilonben a grafban nincs is lefogd
élhalmaz és igy Gallai tétele sem alkalmazhat6). Ha G-nek mégis van izolalt pontja, akkor viszont
a bizonyitand6 allitds magéatol értetodden igaz: akarhdnyat is valasztunk G élei koziil, egy izolalt
pontra teljesiilni fog, hogy ra egy sem illeszkedik ezek koziil. (0 pont)
Ha egy megoldé kitér arra az esetre, amikor G-nek van izoldlt pontja (és erre belatja az allitast),
akkor ezért legfoljebb 2 pontot kaphat — de természetesen csak akkor, ha ezzel a feladatra kapott
Osszpontszama nem haladja meg a 10-et.

5. Adjunk meg az aldbbi hélézatban egy maximélis folyamot S-bol T-be és egy minimélis ST-vagast.

Az aldbbi dbran lathaté folyam értéke 7. (2 pont)
Az ugyancsak az abrén lathaté X = {S,C, B} vagas kapacitasa (vagyis az X-b6l kilépé élek 6sszka-
pacitasa, az abran pirossal) szintén 7. (3 pont)
Mivel tetszoleges folyam értéke legfoljebb akkora lehet, mint tetszbleges vagas kapacitasa, (1 pont)
ezért a 7 kapacitasu vagas bizonyitja, hogy a 7 értékii folyam maximaélis (2 pont)
és a 7 értéki folyam bizonyitja, hogy a 7 kapacitasi vagas minimalis. (2 pont)

Az utolsé 5 pont annak jar, aki érdemben indokolja, hogy a megadott folyam maximalis és a megadott
vagas minimalis. Ez persze torténhet méashogy is, mint a fenti megoldasban (példaul a javitéutas al-
goritmus futtatasaval, hivatkozva arra, hogy a tanultak szerint az maximalis folyamot talal, illetve
annak a lefrasaval, hogy az utolsé segédgrafban mely pontok érheték el s-bél), de tires frazisok, mint
példaul ,,a Ford-Fulkerson tétel miatt” nem érnek pontot.

6*. Egy G 0Osszefuiggd graf u és v cstcsainak tdvolsdga alatt az u és v kozotti legrovidebb 1t hosszét
(vagyis éleinek a szamat) értjik. A G graf dtmérdje alatt a G-beli csticsparok tavolsaganak maximu-
mat (vagyis a legtavolabbi csiicsok tavolsagat) értjik. Mutassuk meg, hogy ha a 24 cstcst G egyszerii
grafban az egyik cstcs foka 5, az Gsszes tobbi cstcs foka pedig 3, akkor G atmérdje legalabb 4.
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Jelolje az egyetlen 5 foku cstcsot v. Inditsuk el v-bdl a BFS algoritmust. Ekkor az 1 tavolsdgra 1évé
csucsok szama 5. Mivel ezeknek a foka 3 és az egyik szomszédjuk v, ezért a v-t6l 2 tavolsagra 1évo

csucsok szama legfoljebb 10. (1 pont)
Ezzel a BFS bejaras eddig legfoljebb 1 + 5 4+ 10 = 16 < 24 csicsot jart be, igy kell legyen még
bejaratlan csics; legyen ezek egyike s. Ekkor tehat v és s tavolsaga legalabb 3. (2 pont)

Inditsunk most egy 1j BFS bejarast s-bol. Ekkor az 1 tavolsagra 1évé cstucsok szama 3. Mivel
ezeknek a foka is 3 (mert v-nek az s-t6l vald tavolsiaga legalabb 3) és az egyik szomszédjuk s, ezért

az s-t0l 2 tavolsagra 1évo csicsok szama legfoljebb 6. (2 pont)
Hasonléan folytatva: az s-t6l 2 tavolsagra 16vo csiicsok foka is 3 és az egyik szomszédjuk egy s-t6l 1
tavolsagra 16vo csics, ezért az s-t0l 3 tavolsagra 1évo csicsok szama legfoljebb 12. (2 pont)
Eddig tehét az s-t6] inditott BES eljaras legfoljebb 1+ 3+ 6+ 12 = 22 < 24 csticsot jart be. Igy kell
legyen olyan cstcs, aminek az s-t6l valo tavolsdga 4, (2 pont)
mert G Osszefiiggd, igy minden csticsnak van (véges) tavolsaga s-t6l. (0 pont)
Mivel tehat van olyan cstucspar, amiknek a tavolsaga 4, ezért a G-beli cstcsparok kozotti maximalis
tavolsag — vagyis G atmér6je — valéban legalabb 4. (1 pont)



