Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
Zarthelyi feladatok
2016. marcius 24.

1. Egy BME hallgat6 Neptun-kodja egy olyan, 6 karakterbdl allo sorozat, amelynek
minden tagja az angol abécé 26 bettjének egyike, vagy a 0,1,...,9 szamjegyek vala-
melyike. Hany olyan Neptun-kod létezik, ami legfoljebb két szamjegyet tartalmaz?
(A végeredmény szamszeri értékét megadni nem kell; azonban a megoldasbol ki kell
deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szdmologéppel, ami csak a
négy alapmiiveletet ismeri.)

2. A 6 cstcst G graf hurokélt nem, de tobbszoros éleket tartalmazhat. Tudjuk, hogy
GG barmely két cstcsanak a foka kiilonb6z6. Minimélisan hany éle van G-nek? (Azaz:
milyen k egészre teljesiil, hogy létezik a feltételeknek megfelels &k éld graf, de k-nal
kevesebb élt mar nem?)
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zoljuk le a sikba tugy, hogy az élei egyenes szakaszok

3. Sikbarajzolhato-e a jobbra lathato graf? Ha igen, raj- /
legyenek; ha nem, akkor bizonyitsuk ezt be.

H

4. Az abran egy kiralyi palota alaprajza T

lathato. A kirdly minden reggel az A jeli A I
lakosztalyabol sétara indul a palotdban. A T

E

I

fejébe veszi, hogy séta kozben minden ajton
pontosan egyszer szeretne atmenni. Ha ez R
sikeriilne neki, a séta végpontjat jelolné ki H I J
tronteremnek. De mivel sosem sikeriil, az I L
udvari bolcs azt tanacsolja, hogy falaztassa be az egyik ajtot. Van-e a palotdban olyan
ajto, aminek a befalazésa utan mar létezik a kiraly vagyainak megfelel séta” Ha igen,
melyik szobabol lehet a tronterem? (Az ébra a befalazas elétti allapotot mutatja.)

5. A G egyszert, sikbarajzolhaté grafban minden pont foka legalabb 4 és a pontosan
4 foku csticsok szama 5. Mutassuk meg, hogy G-ben nincs Euler-kor.

6. A 201 csucsu G egyszerid grafban a v cstcs kivételével minden pont foka legalabb
101. A v csuesrol csak annyit tudunk, hogy nem izolalt pont (vagyis a foka legalabb 1).
Mutassuk meg, hogy G-ben van Hamilton-1t.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kévetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Zarthelyi feladatok
2016. aprilis 28.

1. A 12 cstcsu G graf cstcshalmaza legyen V(G) = {januar, februar, . .., december}
(vagyis G cstcsai a honapok nevei). Két csics akkor legyen szomszédos G-ben, ha a
két megfelel6 honap nevének utolsé bettje kiilonbozé vagy a két honap napban mért
hossza kiilonboz6 (vagy esetleg mindketts). (Igy példaul G-ben a januar szomszédos a
februdrral, a mérciussal és az aprilissal is, de a decemberrel mar nem.) Hatérozzuk meg
a G graf x(G) kromatikus szamat. (A februart tekintsiik 28 naposnak.)

2. A 8 cstcsu teljes grafnak hagyjuk el 4, egy csticsra illeszkedd élét. Intervallumgraf-e
a kapott graf?

3. Hasznaljuk Tutte tételét annak igazolasara, hogy az aldbbi grafban nincs teljes parosi-
tas. (Tutte tétele arra vonatkozo sziikséges és elégséges feltételt ad, hogy egy tetszdleges
graf tartalmaz-e teljes parositast.)

A B C
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4. A G egyszerd graf v csicsanak foka 2, minden mas pont foka 3. Hatarozzuk meg a
G graf x.(G) élkromatikus szamat.

5. A G(A, B; F) paros graf két pontosztalya legyen (1)
A = {&1,&2,...,&101} és B = {bl,bg,...,blm}. A
Minden 1 <7 <101 és 1 < 75 < 101 esetén a; akkor
legyen szomszédos bj-vel, ha i - j paros. Hatarozzuk

meg v(G), a fliggetlen élek maximélis szamanak,
valamit o(G), a lefogd élek minimalis szamanak ér- (5)
tekét és adjunk meg G-ben egy maximalis fliggetlen
élhalmazt és egy minimalis lefogd élhalmazt.

(D

6. Adjunk meg a jobbra lathato halozatban egy ma-
ximalis folyamot (S-bdl T-be). S

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kévetkezd adatokat: név, Neptun-koéd, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.
Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara
2016. majus 9.

1. Egy fagylaltozoban 26 féle fagylaltot arulnak. Egy vendég négy kehelynyi fagylaltot
rendel, mindet sajatmaganak. Azt kéri a felszolgalotol, hogy mind a négy kehelyben
harom gomboc fagylalt legyen és egy-egy kelyhen beliil mindig csupa kiilénbozé fajta.
Az nem zavarja, ha ugyanazt a fajta fagylaltot kiillonboz6 kelyhekben akar tobbszor is
megkapja, de azt hatarozottan kéri, hogy azért semelyik két kehely tartalma ne legyen
teljesen azonos. Hanyféleképpen szolgélhatjak ki a vendéget? (A kelyheken beliil a gom-
bocok sorrendje nyilvan kozombos — és mivel mind a négy kelyhet ugyanaz a vendég
kapja, ezért a kelyhek sorrendje sem szamit. Azt viszont kiilonboz6 esetnek tekintjiik,
ha ugyanazok a fajta fagylaltok méashogyan vannak szétosztva a négy kehelyben.)

(A végeredmény szamszerid értékét megadni nem kell; azonban a megoldasbol ki kell
deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szamologéppel, ami csak a négy
alapmiiveletet ismeri.)

2. Minimélisan hany éle kell legyen egy olyan 10 csticsii egyszert grafnak, amelynek
van 3 darab 9 foku csicsa? (Azaz: milyen k egészre teljesiil, hogy létezik a feltételeknek
megfelels k éld graf, de k-nal kevesebb éld mar nem?)

3. Van-e Ky 19-nek, a .10 haz, 10 kat” grafnak olyan feszit6faja, amelyben minden cstcs
foka paratlan? (A Kjg10 grafnak tehat 20 cstcsa van és ha ezek kozil 10-et haznak, a
maradék 10-et kutnak nevezziik, akkor a grafban minden héz minden kuttal 6ssze van
kitve egy éllel, de a grafnak tovabbi éle nincs.)

4. Sikbarajzolhato-e a jobbra lathato graf? Ha igen, raj- A
zoljuk le a sikba tgy, hogy az élei egyenes szakaszok le-
gyenek; ha nem, akkor bizonyitsuk ezt be.

5. a) Van-e Euler-kor a jobbra lathato grafban? Ha igen,
adjunk meg egyet; ha nem, akkor bizonyitsuk ezt be.
b) Van-e Euler-ut a jobbra lathato grafban? Ha igen,
adjunk meg egyet; ha nem, akkor bizonyitsuk ezt be. U I

6. A (8 x 8-as) sakktablarol valasszunk ki taldlomra k& darab mez6t, ahol k£ > 10 tetszo-
leges. Bizonyitsuk be, hogy barhogyan is valasztottuk a mezdket, azok megszamozhatok
1-t6] k-ig tgy, hogy ha két kivalasztott mez6 (él mentén) szomszédos, akkor a sorszamaik
kiilonbsége mindig legalabb 2.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kévetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaids 90 perc.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirdsa
kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.

Zarthelyi feladatok — a MAS ODIK zarthelyi potlasara

2016. majus 9.

1. A G graf csucsai legyenek az 5 hosszisagu bitsorozatok (vagyis csupa 0 és 1 tagokbol
allo sorozatok). Két bitsorozat akkor legyen szomszédos G-ben, ha pontosan egy helyen
térnek el egymastol. Paros graf-e a G graf?

2. A G graf cstucshalmaza legyen a V(G) = {1,2,...,30} halmaz. Az x,y € V(G)
csucsok akkor legyenek szomszédosak G-ben, ha az x és y szamok kiilénbsége legalabb 7.
Hatérozzuk meg a G graf x(G) kromatikus szamat.

3. A G(A B;E) paros graf két pontosztélya le-
gyen A ={ay,as,...,as} és B ={by,bs,...,bs}. Minden
1<i1<8¢é 1 < j5 < 8esetén az a; akkor legyen szom-
szédos bj-vel, ha a jobbra lathatéo métrix i-edik sordnak és
j-edik oszlopanak keresztez6désében allo elem 1-es. Hata-
rozzuk meg v(G), a fliggetlen élek maximalis szamanak,
valamint o(G), a lefogd élek minimalis szamanak értékeét
és adjunk meg G-ben egy maximalis fiiggetlen élhalmazt
¢és egy minimélis lefogo élhalmazt.
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4. A G egyszerti graf kromatikus szama x(G) = 3 és G cstcsainak van olyan 3 szinnel
valo szinezése, amelyben az egyik szint csak egyetlen cstics kapja. Mutassuk meg, hogy
7(G) < v(G) + 1 (ahol v(G) a G-beli fiiggetlen élek maximélis szaméat, 7(G) a lefogd
pontok miniméalis szamat jeldli).

5. A G graf csicshalmaza legyen a V(G) = {1,2,...,30} halmaz. Az x,y € V(G)
csticsok akkor legyenek szomszédosak G-ben, ha x # y és az x -y szorzat oszthatod 7-tel.
Hatérozzuk meg a G graf x.(G) élkromatikus szamét.

6. Legyen adott egy G iranyitott graf, az s € V(G) rogzitett csics ésa c: E(G) — RT
kapacitasfiiggvény. Tegyiik fel, hogy barmely ¢t € V(G), t # s csics esetén az s-bdl t-be
vezeté maximaélis folyam értéke legalabb 100 és a t-bél s-be vezeté maximalis folyam
értéke is legalabb 100. Mutassuk meg, hogy ekkor barhogyan valasztjuk az u,v € V(G),
u # v csucsokat, az u-bol v-be vezetd maximalis folyam értéke is legalabb 100.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirdsa
kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.

Alairaspétlo vizsga — az ELSO zarthelyi potlasara
2016. majus 25.

1. Hany olyan, csupa kiilonb6z6 szamokbol allo, 4 hossztusagt szamsorozat készithetd
az 1,2,...,100 szamokbol, amelyekben a sorozat tagjai koziil a legnagyobb all legeldl,
a masodiktol kezdve pedig a tagok nagysag szerint névekvd sorrendben kovetkeznek?
(A végeredmény szamszeri értékét megadni nem kell; azonban a megoldasbol ki kell
deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszdmolni egy olyan szamologéppel, ami csak a négy
alapmiveletet ismeri.)

2. Legyen G egyszerii graf, v € V(G) pedig a G egy paratlan fokszamu cstcsa. Bizo-
nyitsuk be, hogy G-ben van olyan ut, amelynek egyik végpontja v, a masik végpontja
pedig a G egy v-t6l kiilonbo6z6 péaratlan fokszamu csicsa.

3. A G graf nem tartalmaz Kj3-mal, a ,2 haz, 3 kat” graffal topologikusan izomorf
részgrafot. Kovetkezik-e ebbdl, hogy G sikbarajzolhato? (A Ks 3 grafnak tehat 5 csicsa
van és ha ezek kozil 2-t haznak, a maradék 3-at kutnak nevezziik, akkor a grafban
minden haz minden kuttal 6ssze van kotve egy éllel, de a grafnak tovabbi éle nincs.)

4. Van-e az alabbi grafban 5. 11 gyerek korjatékozik. Ez abbol all,
a) Hamilton-ut; hogy korbeallnak, egyikiik fog egy labdat
b) Hamilton-kér? és atdobja valaki mésnak; az illet§ to-

vabbdobja egy harmadiknak, stb. A sza-
baly az, hogy senki nem dobhatja a lab-

A B

dat sem olyan gyereknek, akinek & méar
D kordbban dobta, sem olyannak, akit6l &
méar korabban kapta. Tovabba senki nem
dobhatja a korben mellette allo két gye-
reknek sem a labdat. A gyerekek kozos
F H célja az, hogy (a szabdalyok betartasaval)
minél tovabb tartson a jaték. Legfoljebb
hany dobasbol allhat a jaték?

I J

6. Mutassuk meg, hogy ha n > 8 egész, akkor az n csicsi teljes graf élei megsza-
mozhatok az 1,2,... sorszamokkal gy, hogy barmely két, kézos csucsra illeszkedé él
sorszamanak kiilonbsége legaldbb 2 legyen.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kévetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidd 90 perc.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirdsa
kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.

Alairaspétlo vizsga feladatok — a MASODIK zarthelyi potlasara
2016. majus 25.

1. Létezik-e olyan legalabb 5 csticsu paros, egyszeri graf, amelynek a komplementere is
paros graf?

2. A 16 cstucsu G graf két, kozos cstucsot nem tartalmazo 8 pontu korbdl all. Hatarozzuk

meg a G komplementerének y(G) kromatikus szamat.

3. A (8 x 8-as) sakktabla mezdire valaki elhelyezett néhany pénzérmét (minden mezdre
legfoljebb egyet). Tudjuk, hogy a sakktébla minden sorara és oszlopéara igaz, hogy az
abban 1év6 pénzérmék tomegének 0sszege 12 grammnal tobb és 14 grammnal kevesebb.
Mutassuk meg, hogy az érmék koziil kivalaszthato 8 darab gy, hogy minden sorban és
oszlopban pontosan egy kivalasztott érme legyen.

4. A G graf v cstucsat nevezziik fontosnak, ha a v (és a ra illeszkedd élek) elhagyéséaval
kapott G’ grafra a(G') < a(G) teljesiil. Legfoljebb héany fontos csticsa lehet egy olyan
100 csucsu G grafnak, amelyre a(G) = 107 (Mas szoval: melyik k szamra teljesiil, hogy
létezik k£ fontos csicsot tartalmazo ilyen graf, de k£ + 1 fontos csticsot tartalmazé mar
nem?) (a(G) a G-beli fiiggetlen pontok maximaélis szamat jeloli.)

5. A 4 csticst teljes graf minden élét helyettesitsiik két parhuzamos éllel, majd a kapott
graf egyik élét osszuk fel egy ponttal. Hatarozzuk meg a végiil kapott (5 csicst és 13
éli) G graf x.(G) élkromatikus szamat. (Az él ponttal valo felosztésa azt jelenti, hogy
az {u,v} élt helyettesitjiik az {u,x} és {x, v} élekkel, ahol x egy 10j cstcs.)

6. Adjunk meg az aldbbi halozatban egy maximélis folyamot S-b&l T-be.

A g9 B a9

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaids 90 perc.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirdsa
kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe II.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2016. marcius 24.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az atmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a
leirt 1épések egy maximaélis pontszédmot éré megoldés vazlatdnak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsol6dd gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazésa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban val6ban szerephez
jut). Annak mérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az atmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérd jo megoldas termé-
szetesen maximaélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit bele, igy a dolgozatokra
osztalyzatot nem adunk.

1. Egy BME hallgaté Neptun-kodja egy olyan, 6 karakterbdl &llo sorozat, amelynek minden tagja az
angol abécé 26 betdjének egyike, vagy a 0,1,...,9 szamjegyek valamelyike. Hany olyan Neptun-kod
létezik, ami legfoljebb két szamjegyet tartalmaz?

(A végeredmény szamszeri értékét megadni nem kell; azonban a megoldasbodl ki kell deriiljon, hogy
hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szamologéppel, ami csak a négy alapmiiveletet ismeri.)

* ko ok ok Xk

Héarom eset lehetséges: egy keresett Neptun-kod tartalmazhat 0, 1 vagy 2 szamjegyet.
Ha 0 szamjegyet tartalmaz, vagyis minden tagja bet, akkor a lehet&ségek szama (példaul az ismétléses

varidcionél tanultak szerint) 26°. (1 pont)
Ha 1 szamjegyet tartalmaz, akkor ennek a helyét 6-féleképpen valaszthatjuk meg, majd magét a szam-
jegyet 10-féleképpen. (1 pont)

Veégiil a fennmarad6 5 helyet 265-féleképpen tolthetjiik fel bettikkel (hasonloan a fenti esethez).(1 pont)
Igy az 1 szamjegyet tartalmazo kodok szama 6-10 - 26° (hiszen az els6ként mondott 6 eset mindegyikét
10-feleképp folytathattuk és az igy kapott 6- 10 eset mindegyikében 26° tovabbi lehetség volt).(1 pont)
Ha a kod 2 szamjegyet tartalmaz, akkor ezeknek a helye (g) = % = 15-féleképp valaszthato ki.(1 pont)
A szamjegyek helyének ismeretében, hasonléan az 1 szamjegyet tartalmazd kodoknal irtakhoz,
102 - 26*-féleképpen tolthetjiik ki a kodot. (1 pont)
Tehat a 2 szamjegyet tartalmazo kodok szama 15 - 102 - 262, (1 pont)
Igy a legfoljebb 2 szamjegyet tartalmazé Neptun-kodok szama 26° 4 6 - 10 - 26° + 15 - 10? - 26.(3 pont)
Nem jar pontlevonés azért ha a megold6 a hatvanyok értékét nem fejti ki szorzas formajaban.

2. A 6 cstcsi G graf hurokélt nem, de t6bbszoros éleket tartalmazhat. Tudjuk, hogy G barmely két
cstucsanak a foka kiilonb6zs. Minimélisan hany éle van G-nek? (Azaz: milyen k egészre teljesiil, hogy
létezik a feltételeknek megfelels k éld graf, de k-nal kevesebb éld mar nem?)

* ok ok ok Xk



Mivel minden fokszam kiilonb6zs, ezért G-ben a fokok Gsszege legalabb 0+ 1+ 2+ 3 +4 4+ 5 = 15 kell

legyen. (1 pont)
Azonban a fokok sszege az élszam kétszerese, igy ez paros. Ezért a fokszamosszeg legalabb 16,(2 pont)
amibdl kévetkezGen G éleinek szama legalabb 8 (a fokszamosszeg fele). (2 pont)

8 éld, ilyen tuljadonsagn graf viszont méar létezik, egy példat mutat az alabbi abra:
° ° ° % (4 pont)
Ezért a keresett minimalis élszam a 8. (1 pont)

Ha a megold6 nem talal egy, a feltételeknek megfelel§ grafot, de azt megallapitja, hogy abban a foksza-
mok (a korabbiakbol kovetkezSen) csak 0, 1, 2, 3, 4 és 6 lehetnek, akkor ezért a graf konstrualasaért

jaré 4 pontbol 1-et megkaphat.
A ' B

3. Sikbarajzolhato-e a jobbra lathato graf? Ha igen, rajzoljuk le a sikba ugy, /
hogy az élei egyenes szakaszok legyenek; ha nem, akkor bizonyitsuk ezt be.

H I

* % * * %
Hagyjuk el a gratbol az {A, H}, {B,C} és a {G, [} éleket. (2 pont)
A keletkezs grafban A, C' és H foka 2 lesz, az ezekbe mend éleket ,olvasszuk Ossze” egyetlen éllé; az
eredményt az alabbi abra mutatja. (2 pont)

B

%

I
A kapott graf a K33, mert a B, E és I csucsok mindegyike szomszédos a D, G és I csticsok mindegyi-

kével (és a kapott grafnak tovabbi éle nincs). (2 pont)
Mivel a feladatbeli graf tartalmaz K3 s-mal topologikusan izomorf részgrafot, ezért a Kuratowski-tétel
(annak a ,konnyt irdnya”) szerint nem sikbarajzolhato. (4 pont)

Megjegyezziik, hogy a feladat grafjaban szamos més moédon is talalhatunk K3 3-mal topologikusan izo-
morf részgrafot, a fenti csak egy a lehet&ségek koziil. Egy masik példaul a koévetkezs: hagyjuk el az
{A,B}, {D, F} és {G, 1} éleket, majd a 2 fokava valt A, D és F' cstcsokba mend éleket olvasszuk Ossze.
A fenti pontozas ugy értendd, hogy 6 pont jarhat a K3 s-mal topologikusan izomorf részgraf kimu-
tatasaért (akkor is, ha az csak egy — pontos és minden részletre kiterjed§ — rajz formajaban torténik)
és 4 pont jarhat azért, ha a megold6 ebbdl a helyes kévetkeztetést levonja. Ebb6l a 4 pontbdl azonban
legfoljebb 3 megadhato akkor is, ha a megoldénak nem sikeriilt ugyan K3 s-mal topologikusan izomorf
részgrafot talalni, de a megoldashol egyértelmt, hogy pontosan tudta, mit keres. Erre utalhat példéaul,
ha egy egyébként sikertelen probalkozas hibajat felismeri, vagy ha helyesen megindokolja, hogy K5-tel
topologikusan izomorf részgrafja miért nem lehet a feladatbeli grafnak. Természetesen mindez csak
arra az esetre vonatkozik, ha a Kuratowski-tétel helyes alkalmazaséara iranyuld szandék a dolgozatbol
nyilvanvalo, tobbféleképpen értelmezhets vagy nem vildgos céllal késziilt abrakért nem adunk pontot.

4. Az abran egy kiralyi palota alaprajza lathat6. A kiraly minden 1 1

reggel az A jeld lakosztalyabol sétara indul a palotaban. A fejébe A I B I C
veszi, hogy séta kozben minden ajtén pontosan egyszer szeretne — = L T L —T
atmenni. Ha ez sikeriilne neki, a séta végpontjat jelolné ki tron- #D_L E 1 F g JHG?
teremnek. De mivel sosem sikeriil, az udvari bélcs azt tanacsolja, H T I T ]
hogy falaztassa be az egyik ajtot. Van-e a palotaban olyan ajto, I I

aminek a befalazasa utan mar létezik a kiraly vagyainak megfelel6 séta? Ha igen, melyik szobabol lehet
a tronterem? (Az abra a befalazas el6tti allapotot mutatja.)



A P graf csucsai legyenek a palota szobai és P élei feleljenek meg az ajtoknak. A kérdés az, hogy P-nek
van-e olyan éle, amit elhagyva a kapott grafban lesz (az A cstucsbodl indulo) Euler-ut; ha pedig igen,

akkor melyik cstcs lehet ennek az Euler-utnak a masik végpontja (vagyis a tronterem)? (3 pont)
A tanult tételbol kovetkezik, hogy P-bdl a keresett él elhagyasa utéan (nulla vagy) kettd kivétellel min-
den csucs foka paros kell legyen. (1 pont)

Egy él elhagyasa a két végpont fokanak a paritasat valtoztatja meg. Mivel jelenleg az A, F', G és H
cstcsok foka paratlan és ezek koziil csak az F és a G szomszédosak, ezért az elhagyando él (vagyis a

befalazando ajto) csak az F' és G kozotti lehet. (2 pont)
Az {F,G} él (ajto) elhagyasa utan kapott graf nyilvan 6sszefiiggs (1 pont)
és benne csak az A és a H foka pératlan, ezért van benne Euler-ut. (1 pont)

Ennek a végpontjai csak a paratlan foku pontok lehetnek (az Euler-ut létezésére tanult feltétel sziiksé-
gességének indoklasa kapcsan tanultak miatt — illetve mert az Euler-ut végpontjaitol eltekintve minden
csucs fokanak parosnak kell lennie, hiszen az Euler-uit bejarasa soran minden ,bejarathoz” tartozik egy
Jkijarat”). Igy a tronterem csak H lehet. (2 pont)
A feladat megoldhato a kérdés grafelméleti dtfogalmazasa nélkiil is, ha az Euler-utrél tanultak alkalma-
zasa helyett a konkrét esetben tjraalkotjuk a vonatkozo gondolatmenetet. Valoban: a bolcs altal javasolt
ajto befalazasa utan a kiraly lakosztalya és tronterem kivételével minden szobanak péros sok ajtaja kell
legyen, hiszen ahanyszor a kiraly a séta soran belép egy szobaba, annyiszor ki is kell lépnie. Igy érvelve
azonban sziikségessé valik az A-bol H-ba vezets és (az F és G kozottit kivéve) minden ajtot érintd séta
konkrét megadasa — hiszen grafelméleti hattér nélkiil nem hivatkozhatunk az ide tartozo tételre. Ha egy
megoldo ezt elmulasztja, de ettdl eltekintve az imént irthoz hasonld, meggy6z6 érvelést ir arra, hogy
az F' és G kozotti ajto, valamit H mint tronterem az egyetlen szoba jové lehetGség, az ezért legfljebb
7 pontot kaphat. Ha viszont egy megoldo csak konkrét példat ad meg az A-bol H-ba vezets, {F, G}
elhagyasa uténi sétara, de nem zarja ki mas lehetGség 1étezését, az ezért legfoljebb 3 pontot kaphat.

5. A G egyszert, sikbarajzolhato grafban minden pont foka legalabb 4 és a pontosan 4 foku csiicsok
szama 5. Mutassuk meg, hogy G-ben nincs Euler-kor.

* ok ok ok Xk

Indirekt tegyiik fel, hogy G-ben van Euler-kor. Ekkor a tanult tétel szerint G-ben minden pont foka

paros. (1 pont)
Igy az 5 darab 4 foku csticson kiviil minden maés cstics foka legalabb 6 kell legyen. (2 pont)
Ezért G-ben a pontok fokénak Osszege legalabb 5 -4 + (n —5) - 6 = 6n — 10 (ahol n a G csucsainak
szamat jeloli). (3 pont)

Mivel a fokszamosszeg egyenls az élszam kétszeresével, ezért GG éleinek széma legalabb 3n — 5.(2 pont)
Ez ellentmond annak a tanult tételnek, hogy egyszertd, sikbarajzolhaté grafnak legfoljebb 3n — 6 éle
lehet. Ez az ellentmondés tehéat bizonyitja a feladat allitasat. (2 pont)
Megjegyezziik, hogy mivel a megoldasban hasznalt, az egyszerd és sikbarajzolhato grafok élszaméara
vonatkozo tétel csak a legalabb 3 csticsii grafokra igaz, ezért egy valoban hianytalan gondolatmenethez
n > 3 indoklasa is hozzatartozna. Ez nyilvan igaz, hiszen a 4 foku pontok létezésébdl még n > 5 is
azonnal kovetkezik. Ennek ellenére, az n > 3 indoklasanak hidnyaért nem vonunk le pontot.

6. A 201 csicst G egyszeri grafban a v cstcs kivételével minden pont foka legalabb 101. A v csticsrol
csak annyit tudunk, hogy nem izolalt pont (vagyis a foka legalabb 1). Mutassuk meg, hogy G-ben van
Hamilton-1t.

* ko ok ok Xk

Hagyjuk el G-bdl a v csticsot (nyilvan az éleivel egyiitt), a kapott grafot jelolje G'. (2 pont)
G’-nek 200 cstucsa van és minden pontjanak foka legalabb 100 (hiszen v elhagyasaval a megmaradt
pontok foka legfoljebb 1-gyel csokkent). (2 pont)
Ezért Dirac tétele miatt G’-ben van egy C' Hamilton-kor. (2 pont)

Ebbdl pedig konnyen kovetkezik a feladat allitasa: ha v-bdl egy tetszdleges w szomszédjara l1épiink,
majd w-bdl indulva bejarjuk a C kort (kivéve annak utolso, w-be visszavezets élét), akkor épp G egy
Hamilton-utjat kapjuk. (4 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe II.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2016. aprilis 28.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az atmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldaséanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a
leirt 1épések egy maximaélis pontszémot éré megoldés vazlatdnak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsol6dd gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazésa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban val6ban szerephez
jut). Annak mérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az atmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérd jo megoldas termé-
szetesen maximaélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit bele, igy a dolgozatokra
osztalyzatot nem adunk.

1. A 12 csucsa G graf csucshalmaza legyen V(G) = {januar, februdr, . .., december} (vagyis G csicsai
a honapok nevei). Két cstics akkor legyen szomszédos G-ben, ha a két megfelel6 honap nevének utolso
bettje kiilonboz6 vagy a két honap napban mért hossza kiilonboz6 (vagy esetleg mindketts). (Igy példaul
G-ben a januar szomszédos a februarral, a marciussal és az aprilissal is, de a decemberrel mar nem.)
Hatérozzuk meg a G graf x(G) kromatikus szaméat. (A februart tekintsiik 28 naposnak.)

* ko ok ok Xk

G-ben a februar minden mas csticcsal szomszédos (hiszen a hossza minden més honaptol kiilonbo6zd).
Mivel a tobbi honap mindegyikének hossza 30 vagy 31 nap, az utols6 bettje pedig R vagy S, ezért a
maradék 11 honap 4 csoportra oszthato: R végid 30 naposak, R végi 31 naposak, S végli 30 naposak
és S végi 31 naposak. Mind a 4 csoport nemiires, lehetséges példak sorra a szeptember, az oktober, az
aprilis és a majus. (2 pont)
Mivel az egy csoportba tartozé cstcsok nem szomszédosak G-ben, ezért G-nek egy helyes 5 szinnel vald
szinezését kapjuk, ha ennek a 4 csoportnak 4 kiilon szint biztositunk, a februart pedig egy 6todik szinnel
szinezzlik meg. (3 pont)
G tartalmaz 5 pontu klikket is: ilyet kapunk, ha a februar mellé mind a 4 emlitett csoportbdl egy-egy
csticsot véalasztunk. Igy példaul {februar, aprilis, majus, szeptember, oktéber} klikk G-ben. (3 pont)
Az 5 pontu klikk bizonyitja, hogy G 4 szinnel nem megszinezhetd, igy x(G) = 5. (2 pont)

2. A 8 cstiesu teljes grafnak hagyjuk el 4, egy cstcsra illeszkedd élét. Intervallumgraf-e a kapott graf?
X ok k% %

Legyen v; az a kozos cstics, amelyre a négy elhagyott él illeszkedett, az elhagyott élek masik végpontjai
legyenek sorra vy v3, v4 és v, a graf tovabbi hdrom cstcsa pedig vg, v7 és vs.

Feleltessiik meg a v; cstcsnak a szamegyenesen az [1;2] intervallumot, a vy v3, vy és vs csticsoknak a
[3; 4] intervallumot (vagyis annak négy példanyat), a vg, v7 és vg csticsoknak pedig az [1; 4] intervallumot
(annak egy-egy példanyat). (4 pont)
Mivel a felsorolt intervallumok koziil az [1;2] és a [3;4] nem metszd, de az [1;4] a tobbit metszi (vala-
mint a [3;4] és az [1;4] kiilonb6z6 példanyai koziil barmely kettd nyilvan metszd), ezért a megadott 8
intervallum &ltal reprezentalt intervallumgraf épp a feladatban definialt graf. (4 pont)
Igy a valasz igen, a szoban forgo graf intervallumgraf. (2 pont)



3. Hasznaljuk Tutte tételét annak igazolasara, hogy az aldbbi grafban nincs teljes péarositas. (Tutte
tétele arra vonatkozo sziikséges és elégséges feltételt ad, hogy egy tetszGleges graf tartalmaz-e teljes
parositast.)

Hagyjuk el a grafbol az F és az F' csticsokat (az éleikkel egyiitt). Ekkor a maradék graf a C' és H izolalt
csucsokbol, valamint az A, B és D, illetve a GG, I és J csticsok alkotta harom csticsu teljes grafokbol

all. (4 pont)
Ez azt jelenti, hogy a 2 cstics elhagyasa utan kapott grafnak 4 paratlan komponense van, (3 pont)
igy Tutte tételének a feltétele sériil, vagyis az eredeti grafban nincs teljes pérositas. (3 pont)

Mivel ez a feladat kimondottan a Tutte-tétel alkalmazasat kéri a megoldotol, ezért (rész)pontszamot
is csak az ebbe az irdnyba mutatoé lépésekért lehet adni. A Tutte-tétel alkalmazasa nélkiil, kézvetleniil
is konnyt belatni, hogy a feladatbeli grafban nincs teljes parositas — azonban egy ilyen gondolatmenet
onmagéban nem ér pontot. Ha példaul egy megoldd olyasmit ir, hogy a C' és H cstcsok parjai csak
E és I lehetnek, de ezutan mér az ABD és GIJ haromszogekbdl is legfoljebb csak egy-egy él vehets
be a parositasba, akkor ez interpretalhato ugy is, hogy a megoldo (tudtén kiviil) a feladatbeli grafra
vonatkozoan ,jijra felfedezte” a Tutte-tétel feltételét; mégis, ha a megoldésbol nem dertil ki egyértelmten,
hogy ennek a ténynek a megoldé is tudatdban van, akkor ez a gondolatmenet nem ér pontot. Mas a
helyzet természetesen, ha a megoldo felismeri a Tutte-feltétel sériilését, majd (a feladat megoldasanak
szempontjabol egyébként sziikségtelentil) az adott grafra vonatkozoan elmagyarazza, hogy ez miért zarja
ki a teljes parositas létezését; egy ilyen megoldas nyilvan maximalis pontszamot érhet. Ha egy megold6
nem tesz emlitést a keletkez6 komponensek péaratlansagarol és csak annyit mutat meg, hogy két pont
elhagyasa utédn 4 komponens keletkezik, az ezért a fenti pontozas szerinti elsé 4 pontot kaphatja meg.

4. A G egyszerd graf v csiucsanak foka 2, minden mas pont foka 3. Hatarozzuk meg a G graf x.(G)
élkromatikus szamat.

R SR S

Mivel G egyszert és benne a maximalis fokszam 3, ezért Vizing tétele miatt y.(G) < 4. (2 pont)
Tegyiik fel indirekt, hogy G élei megszinezhetk 3 szinnel és a (2 foku) v cstcsra illeszkedd egyik él szine
legyen a piros. Mivel minden 3 fokd u cstics esetében az u-ra illeszkedd 3 élen mindhérom szin meg kell
jelenjen, ezért minden cstcsra pontosan egy piros él kell illeszkedjen. (2 pont)
Igy a piros élek teljes parositast alkotnak G-ben. (2 pont)
Masrészt viszont ismert, hogy a G-beli fokszamok Gsszege paros (az élszam kétszerese), igy a paratlan
foku csicsok szama paros. Ezért a 3 foku cstucsok szama péros, igy G Gsszes csicsainak szama (v-vel

egylitt) paratlan. (2 pont)
Mivel paratlan csticsszamu grafban nyilvan nem létezhet teljes parositas, ellentmondéasra jutottunk. Igy
G élei nem szinezhetSk meg 3 szinnel, vagyis x.(G) = 4. (2 pont)

A 3 szinnel val6 élszinezés lehetetlensége megmutathato a kovetkezdképpen is. Legyen a G csticsainak
szama 2k + 1 — hiszen a fenti megoldasbol kideriilt, hogy az paratlan. Ekkor a G-beli fokok Osszege
(2k) -3+ 2 =6k + 2, igy a G élszama 3k + 1. G egy tetsz6leges élszinezésében minden szin legfoljebb
k-szor hasznélhato, hiszen az azonos szini élek parositast alkotnak G-ben és egy k + 1 éld parositashoz
mar 2k + 2 csucs kellene. Ezért 3 szinnel legfoljebb 3k él volna megszinezhets, ami tehat kevesebb az
Osszes élek szamanal.



5. A G(A, B; E) paros graf két pontosztalya legyen A = {ay,a9,...,a101} és B = {b1,ba, ..., bi01}-
Minden 1 <+¢ <101 és 1 < 5 < 101 esetén a; akkor legyen szomszédos bj-vel, ha i - j paros. Hatarozzuk
meg v(G), a fiiggetlen élek maximalis szamanak, valamit o(G), a lefogo élek minimalis szamanak értékét
és adjunk meg G-ben egy maximalis fiiggetlen élhalmazt és egy minimalis lefogd élhalmazt.

* ko ok ok Xk

G-ben kénnyen megadhato egy 100 éli fiiggetlen élhalmaz (avagy parositas): példaul M = {{ai,bs},

{(Zg,bg},..., {aloo,blol}}. (1 pOIlt)
Az X ={as, a4, as,...,a100, b2, b4, b6, - . .,b100} halmaz lefogd ponthalmaz G-ben, hiszen i - j (akkor és)
csak akkor paros, ha i és j koziil legalabb az egyik paros. (3 pont)
Mivel | X| = 100, ezért a tanultak szerint G-ben nem lehet 100-nal nagyobb méreti fiiggetlen élhalmaz.
Igy v(G) = 100 (és a fenti M pérositds maximalis). (2 pont)
Gallai tétele szerint v(G) és o(G) Osszege a cstucsok szama, igy o(G) = 102. (1 pont)

A tanultak szerint 102 elemii lefog6 élhalmazt kapunk, ha egy 100 éld (vagyis maximaélis) parositashoz
hozzavessziink két tovabbi élt agy, hogy ezzel a péarositéas altal le nem fogott két cstcs is lefogotta véljon.
Igy példaul a fenti M pérositas az ajg; és by csucsokat hagyta fedetleniil, ezért M U {{alol, ba}, {as, bl}}

minimaélis lefogo élhalmaz. (3 pont)
Egy 100 pontt lefog6 ponthalmaz megadasan kiviil mas lehetség is van arra, hogy megmutassuk, hogy
egy 100 éli parositas maximalis. Lehet példaul hivatkozni arra, hogy mivel az X = {ay,as,...,a101}

halmazra N(X) = {bs, by, ..., b100}, ezért a Hall-feltétel sériil, igy G-ben nem lehet A-t lefedd, vagyis
101 éli parositas. De azt sem nehéz megmutatni, hogy egy megadott 100 éld parositasra nézve G-ben
mar nincs javito ut, igy a tanult tétel szerint az maximalis.

6. Adjunk meg a jobbra lathaté halézatban egy maximalis folyamot
(S-bél T-be).

Az alabbi abran lathato folyam értéke 21. (3 pont)
Az ugyancsak az abran lathato vagas (tehat az {S, A, F, G} halmaz és a maradék cstcsok kozott futo
¢élek halmaza) értéke (tehat az {S, A, F, G} halmazbol a maradék cstcsok halmazaba meng élek Gsszka-

pacitisa) szintén 21. (4 pont)
Mivel tetszéleges folyam értéke legféljebb akkora lehet, mint tetszéleges vagas értéke, ezért a 21 értékd
vagas bizonyitja, hogy a 21 értéki folyam maximaélis. (3 pont)

Az utols6 3 pont tehat annak jar, aki (érdemben) indokolja, hogy a megadott folyam maximalis. (Példaul
az ,a Ford-Fulkerson tétel miatt a folyam maximalis” mondat — tovabbi kiegészités hijan — nem tekin-
tend6 (érdemi) indoklasnak.) A folyam maximalitdsa mellett lehet annak megmutatésaval is érvelni,
hogy a 21 értéki folyamhoz tartozo (helyesen felrajzolt) segédgrafban mar nincs javito t.




Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi Gtmutato
2016. majus 9.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az atmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldéaséanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldésanak részletes leirasa; a
leirt 1épések egy maximélis pontszémot éré megoldés vazlatdnak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az itmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Az dtmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérs jo6 megoldéas termé-
szetesen maximaélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit bele, igy a dolgozatokra
osztéalyzatot nem adunk.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara

1. Egy fagylaltozoban 26 féle fagylaltot arulnak. Egy vendég négy kehelynyi fagylaltot rendel, mindet
sajatmaganak. Azt kéri a felszolgalotol, hogy mind a négy kehelyben harom gomboc fagylalt legyen és
egy-egy kelyhen beliil mindig csupa kiilonb6z6 fajta. Az nem zavarja, ha ugyanazt a fajta fagylaltot
kiilonb6z6 kelyhekben akar tobbszor is megkapja, de azt hatérozottan kéri, hogy azért semelyik két
kehely tartalma ne legyen teljesen azonos. Héanyféleképpen szolgalhatjak ki a vendéget? (A kelyheken
beliil a gombocok sorrendje nyilvan k6zémbos — és mivel mind a négy kelyhet ugyanaz a vendég kapja,
ezért a kelyhek sorrendje sem szamit. Azt viszont kiilonb6z6 esetnek tekintjiik, ha ugyanazok a fajta
fagylaltok méashogyan vannak szétosztva a négy kehelyben.)

(A végeredmény szamszerd értékét megadni nem kell; azonban a megoldasbol ki kell dertiljon, hogy
hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szamologéppel, ami csak a négy alapmiiveletet ismeri.)
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Mivel a kelyheken beliil a gombocok sorrendje kozombos, ezért egyetlen haromgombocos kehely elkészi-

tésére a lehetdségek szama (%) = (1 pont)
= 2220 — 2600. (2 pont)

A vendég kérése nem mas, mint hogy a haromgombodcos kelyhekre vonatkozo 2600 lehet6ség koziil a fel-
szolgélo valasszon ki 4 kiilonbozot (a felszolgalandokat ), amelyeknek a sorrendje ismét kézombos. (3 pont)

Ezért a vendég kérésének a teljesitésére vonatkozo lehetGségek szama (26400) = (3 pont)
_ 2600-2599-2598-2597 (1 pont)
= 1.2:3-4 : p

Természetesen nem jelent pontlevonast, ha egy megoldo (236) értékét nem szamitja ki, hanem (példaul)

26
valamilyen jelolést vezet be ra és ezt hasznalva fejezi ki ((i)) értékét.

2. Minimalisan hany éle kell legyen egy olyan 10 csicsi egyszert grafnak, amelynek van 3 darab 9
foku cstucsa? (Azaz: milyen k egészre teljesiil, hogy létezik a feltételeknek megfelels k éli graf, de k-nal
kevesebb éld mar nem?)



Ha G ilyen graf, akkor a 9 foku csiicsai minden mas cstccsal szomszédosak (hiszen G egyszerti).(1 pont)
Mivel G-nek van 3 darab 9 foku csiicsa, ezért G-ben minden pont foka legalabb 3. (1 pont)
Igy a G-ben a pontok fokszamosszege legalabb 7 -3 4 3 -9 = 48, (2 pont)
igy az éleinek szama (vagyis a fokszamosszeg fele) legalabb 24. (2 pont)
Ez egyben ttmutatast is ad arra, hogy egy 24 élt, a feltételeknek megfelel§ grafot hogyan készitsiink el:
ha V(G) ={v1,...,v10} és a vy, v, v3 csicsokat Osszekotjiik mindegyik masikkal (beleértve egymast is),
de ezeken kiviil nem huzunk be a grafba tovabbi élt, akkor épp egy 24 éld, a feltételeknek megfelels G
grafot kapunk (hiszen vy, vy, v3 foka 9 lesz és a G-beli fokszamosszeg 7 -3 + 3 -9 = 48). (3 pont)
Igy tehat az ilyen tulajdonsagu grafok minimalis élszama 24. (1 pont)

3. Van-e Ko 10-nek, a ,,10 haz, 10 kat” grafnak olyan feszit6faja, amelyben minden cstics foka paratlan?
(A Kjp10 grafnak tehat 20 csicsa van és ha ezek koziil 10-et haznak, a maradék 10-et kutnak nevezziik,
akkor a grafban minden haz minden kuttal dssze van kotve egy éllel, de a grafnak tovabbi éle nincs.)
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Legyen K19 csticshalmaza {hy, ..., hio, k1,...,kio}, ahol a h;-k a hazaknak, a k;-k a kutaknak felelnek
meg. Legyen F' a K0 egy tetsz6leges feszit6faja (amelynek a csticshalmaza tehat azonos Kygq0-ével).

Mivel F egy 20 cstucsu fa, ezért 19 éle van. (2 pont)

F minden éle egy héazat kot dssze egy kuttal (hiszen F' élei Kyg9-nek is élei). (1 pont)

Ezért F' éleinek szamat kapjuk, ha (példaul) a hazak (F-ben vett) fokszamait Gsszeadjuk (hiszen ezzel

F minden élét pontosan egyszer szamoljuk meg, mégpedig annak a ,héz” végénél). (3 pont)

Mivel 10 darab péaratlan egész Osszege paros volna, vagyis nem lehetne 19-cel egyenls, ezért a héazak

fokai kozott kell legyen péaros szam is. Igy tehat K 10,10-nek nincs ilyen feszitéfaja. (4 pont)
A

4. Sikbarajzolhato-e a jobbra lathato graf? Ha igen, rajzoljuk le a sikba tgy, B D
hogy az élei egyenes szakaszok legyenek; ha nem, akkor bizonyitsuk ezt be.
H I
x x % % %
Hagyjuk el a grafbol az {A, B}, {A, E} és {E, H}, éleket. (2 pont)
A keletkezs grafban A, B és H foka 2 lesz, ezeket ,olvasszuk Ossze” egyetlen éllé: (2 pont)
C
D
I
A kapott graf a K5 (az 5 csicsu teljes graf), mert barmely két cstucsa szomszédos. (2 pont)
Mivel a feladatbeli graf tartalmaz Kjs-tel topologikusan izomorf részgrafot, ezért a Kuratowski-tétel
(annak a  konnyt iranya”) szerint nem sikbarajzolhato. (4 pont)

Megjegyezziik, hogy a graf K s-mal topologikusan izomorf részgrafot is tartalmaz (példaul a {A, B},
{C,E},{D,E}, {E, H} és {F, I} élek elhagyasaval, majd a kapott masodfoku pontok Gsszeolvasztasaval

kaphatunk ilyet), igy a feladatnak més j6 megoldasa is van.
A

5. a) Van-e Euler-kor a jobbra lathato grafban? Ha igen, adjunk meg egyet;
ha nem, akkor bizonyitsuk ezt be.

b) Van-e Euler-ut a jobbra lathaté grafban? Ha igen, adjunk meg egyet;
ha nem, akkor bizonyitsuk ezt be.



O SR S

a) Mivel a B és H pontok foka paratlan, ezért (a tanultak szerint) a grafban nincs Euler-kor.(2 pont)

b) A grafban van Euler-ut: példaul ha az éleket B +A —-D -1 - H - B —-C - A— E —
C -F—F—D—F—I— FE— H sorrendben jarjuk be. (8 pont)
Ha egy megold6 nem ad meg Euler-utat, de hivatkozva arra, hogy a B és H csicsokon kiviil minden
pont foka paros és a graf sszefliggd megmutatja, hogy a tanult tétel szerint van benne Euler-ut, az a b)
részért jaro 8 pontbol 3-at megkaphat (amelybdl 1 pont veszteséget jelentsen az Osszefiiggéség emlitésének
elmulasztéasa). Tovabbi 1 pontot kaphat az a megoldé, aki az Euler-ut létezésén kiviil azt is megmutatja,
hogy annak a végpontjai csak B és H lehetnek.

6. A (8 x 8-as) sakktablarol valasszunk ki talalomra k& darab mez6t, ahol k& > 10 tetsz6leges. Bizonyit-
suk be, hogy barhogyan is valasztottuk a mezéket, azok megszamozhatok 1-t6l k-ig gy, hogy ha két
kivalasztott mezdé (él mentén) szomszédos, akkor a sorszamaik kiilonbsége mindig legalabb 2.
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A G graf cstcsai legyenek a kivalasztott mezdk és két cstcs akkor legyen 6sszekdtve G-ben, ha a megfeleld
mez6k nem élszomszédosak a sakktablan. (2 pont)
A feladat annak megmutatasa, hogy G-ben van Hamilton-ut. Valoban: ha egy Hamilton-ut mentén
haladva sorban megszdmozzuk a mezdket 1-t6l k-ig, akkor az egymaés utan kévetkezd sorszamoknak meg-
felels csticsok G-ben 6ssze vannak kotve, vagyis a sakktabla megfelel6 mez&i nem élszomszédosak; igy az
élszomszédos mezdparok sorszamai kozti kiilonbség valoban mindig legalabb 2. (4 pont)
Mivel a sakktabla egy mezGje legféljebb 4 masikkal élszomszédos, ezért G minden csiicsa sajatmagan
kiviil legfoljebb masik 4-gyel nincs sszekotve. Ezért G-ben minden pont foka legalabb & — 5. (2 pont)
Mivel k£ > 10 miatt k—5 > g, ezért a Dirac-tétel szerint G-ben van Hamilton-kor. Igy persze Hamilton-tit
is van, ami tehat az allitast bizonyitja. (2 pont)
Erdemes megemliteni, hogy a feladatnak van a Dirac-tételt nem hasznalé (de cserébe tobb kreativitast
igényls) megoldasa is. Egy lehet&ség példaul a kovetkezd: a kivalasztott mezsk koziil el@szor soroljuk fel
a (sakktabla szinezése szerint) sotéteket, majd a vilagosakat. Mivel azonos szinii mezdk sosem élszom-
szédosak, csak arra kell vigyaznunk, hogy az utols6 s6tét mezs se legyen élszomszédos az elsé vilagossal.
Mivel egy kiilonb6z6 szint, de nem élszomszédos mezdpér 1étezése mar 6 kivalasztott mezs esetén is
garantalt, ezért a feladat allitasa mar k > 6 esetén is igaz.

Zarthelyi feladatok — a MASODIK zarthelyi potlasara

1. A G graf csucsai legyenek az 5 hosszusagu bitsorozatok (vagyis csupa 0 és 1 tagokbol allo sorozatok).
Két bitsorozat akkor legyen szomszédos G-ben, ha pontosan egy helyen térnek el egymastol. Paros graf-e
a G graf?
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Az A csiuicshalmazt alkossédk a paros sok 1-est tartalmazo bitsorozatok, a B halmazt alkossak a paratlan

sok 1-est tartalmazok. (3 pont)
Mivel egy bit megvaltoztatasa az 1-esek szamanak paritdsat is megvaltoztatja, ezért G minden éle A-beli
bitsorozatot kot 6ssze B-belivel. (4 pont)
Ezért G péaros graf. (3 pont)

A feladat joval bonyolultabban, de megoldhato6 arra valo hivatkozéssal is, hogy G nem tartalmaz paratlan
kort és ezért paros graf. Egy ilyen megoldés (beleértve a vonatkozo tételre vald hivatkozést is) csak akkor
érhet pontot, ha a megoldé meggy6zGen érvel a paratlan kor nem létezése mellett. (Egy lehetGség példaul
a kovetkezG: ha egy bitsorozatbol sajatmagaig akarunk jutni a G élei mentén haladva, akkor minden bitet
péros sokszor kell megvaltoztatnunk, hogy a végén az eredetivel azonos legyen; igy minden kor hossza
paros szamok Osszege, vagyis paros.)



2. A G graf csucshalmaza legyen a V(G) = {1,2,...,30} halmaz. Az z,y € V(G) cstcsok akkor legye-
nek szomszédosak G-ben, ha az x és y szamok kiilonbsége legalabb 7. Hatarozzuk meg a G graf x(G)
kromatikus szamat.
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G-ben 5 csucsu klikket alkotnak az 1,8, 15,22, 29 cstcsok (hiszen barmely kettd szomszédos, mert a kii-

l6nbségiik legalabb 7). (3 pont)
Ez (a tanultak szerint) bizonyitja, hogy G 5-nél kevesebb szinnel nem szinezhetd meg. (2 pont)
5 szinnel viszont megszinezhets: kapjak az 1,2,...,7 csticsok az els6 szint, a 8,9, ..., 14 csiicsok a ma-
sodikat, stb., a 29, 30 cstcsok az 6todiket. (2 pont)
Ez a szinezés jo: az azonos szint csucsok kiilonbsége mindig legfeljebb 6, igy sosem szomszédosak.(2 pont)
Mivel G 5 szinnel megszinezhetd, de kevesebbel nem, ezért x(G) = 5. (1 pont)
3. A G(A,B;E) paros graf két pontosztalya legyen 1 0 0 0 0 O 1 0
A:{al,ag,...,ag} és B:{bl,bg,...,bg}. Minden 0 0 0 1 0 0 1 0
1<i1<8¢és1<j<8esetén az a; akkor legyen szomszédos o 0 1 0 1 1 0 1
bj-vel, ha a jobbra lathat6 matrix ¢-edik soranak és j-edik 1 0 0 1 0 0 0 0
oszlopédnak keresztez6désében allo elem 1-es. Hatarozzuk o1 0 0 1 1 1 1
meg v(G), a fliggetlen élek maximalis szamanak, valamint 1 0 01 0 0 1 0
o(G), a lefogd élek minimalis szaméanak értékét és adjunk 1 0 01 0 0 0 0
meg G-ben egy maximalis fiiggetlen élhalmazt és egy o 1 1 1 1 0 0 1

minimaélis lefogd élhalmaszt.
x x % % %

G-ben koénnyen megadhato egy 6 éli fluggetlen élhalmaz (méas néven péarositas): példaul

M = {{al, bl}, {CLQ, 67}, {CL3, b5}, {(1,4, b4}, {CL5, bQ}, {ag, bg}} (1 pont)
Az X = {as,as,ag, by, by, by} halmaz lefog6 ponthalmaz G-ben (ez a feladatban megadott méatrixbol
kénnyen ellendrizhets: a megfelel§ sorok és oszlopok egyiitt minden 1-est tartalmaznak). (3 pont)
Mivel | X| = 6, ezért a tanultak szerint G-ben nem lehet 6-nal nagyobb méreti fiiggetlen élhalmaz. Igy
v(G) =6 (és a fenti M parositds maximalis). (2 pont)
Gallai tétele szerint v(G) és o(G) Osszege a cstucsok szama, igy o(G) = 16 — 6 = 10. (1 pont)

A tanultak szerint 10 elemi lefogd élhalmazt kapunk, ha egy 6 éli (vagyis maximalis) parositas-
hoz hozzavessziink 4 tovabbi élt ugy, hogy ezzel a parositas altal le nem fogott 4 cstcs is lefo-
gotta valjon. Igy példaul a fenti M parositas az ag,ar, bg, bs csiicsokat hagyta fedetleniil, ezért példaul
M U {{as, b1}, {az, b1}, {as, bs}, {as, bs}} minimalis lefogo élhalmaz. (3 pont)
Megjegyezziik, hogy a maximalis parositast és a minimalis lefogd ponthalmazt természetesen érdemes az
el6adason tanult algoritmussal keresni; azonban (ahogy az a fentiekbdl latszik) egy teljes értékd megol-
déshoz nem feltétleniil sziikséges ennek a 1épéseit dokumentélni.

4. A G egyszeri graf kromatikus szama x(G) = 3 és G cstcsainak van olyan 3 szinnel valo szinezése,
amelyben az egyik szint csak egyetlen csics kapja. Mutassuk meg, hogy 7(G) < v(G) + 1 (ahol v(G) a
G-beli fiiggetlen élek maximalis szamat, 7(G) a lefogd pontok minimalis szamat jeldli).

X % % % X
Vegytik G-nek egy olyan (a feladat szerint 1étezd) 3 szinnel valo szinezését, amelyben az egyik szint csak

a v csucs kapja.

( )
igy G’ paros graf. (2 pont)
Ebbdl a Kénig-tétel szerint v(G') = 7(G’) kovetkezik. (2 pont)

' ( )

Ha egy G'-beli X (minimalis, vagyis 7(G’) méretii) lefogo ponthalmazhoz hozzavesszuk v-t, akkor G-beli

lefogd ponthalmazt kapunk. Valoban: X lefogja G’ éleit, a v pedig a G tobbi élét. (2 pont)
Ebbdl tehat 7(G) < 7(G') + 1 kovetkezik. (1 pont)
Mindezek sszevetésébol: 7(G) < 7(G') + 1 =v(G') + 1 < v(G) + 1, amivel az allitast belattuk.(1 pont)



5. A G graf csticshalmaza legyen a V(G) = {1,2,...,30} halmaz. Az z,y € V(G) cstuicsok akkor legyenek
szomszédosak G-ben, ha x # y és az x - y szorzat oszthatd 7-tel. Hatarozzuk meg a G graf x.(G)
élkromatikus szamat.

* ko ok ok Xk

G-ben az 7, 14, 21, 28 csucsok szomszédosak az Gsszes tobbivel (igy egymassal is), de a grafnak tovabbi

éle nincs (lévén 7 prim). (1 pont)
Igy a G-beli maximalis fokszam 29. Ezért (a tanultak szerint) x.(G) > 29. (1 pont)
Megadjuk G egy helyes élszinezését 29 szinnel; ebbdl tehat x.(G) = 29 kévetkezni fog. (1 pont)
Vélasszuk G éleit kétfelé: az Ey élhalmazt alkossak a {7, 14, 21,28} csticshalmazon beliil futo élek, az o
élhalmazt pedig a tobbi. (1 pont)
A Gy = (V(G), Ey) graf paros graf, hiszen minden éle egy 7-tel oszthato szamot kot dssze egy 7-tel nem
oszthatoval. (1 pont)
Igy Kénig tanult tétele miatt x.(G2) = A(Gy). (2 pont)
A(Gs) = 26, mert a 7-tel oszthatoé szamok mind a 26 darab 7-tel nem oszthatoval Gssze vannak kétve,
de a 7-tel nem oszthato szamok foka csak 4. Tehat Ey élei megszinezhetSk 26 szinnel. (1 pont)

Az Ey élei a {7, 14,21, 28} cstucshalmazon 4 csticsu teljes grafot alkotnak. Ezért Fy konnyen megszinezhetd
3 szinnel: példaul ha a {7,14}, {21, 28} éleket az els6 szinnel, a {7,21},{14, 28} éleket a masodik szinnel,
a {7,28}, {14, 21} éleket a harmadik szinnel szinezziik. (1 pont)
E és Fy fenti szinezéseibdl pedig valoban konnyen kialakithato G egy helyes élszinezése 29 szinnel: ilyet
kapunk, ha az E)-hez hasznélt 26 szint paronként kiilonbozének valasztjuk az Fs-h6z hasznalt 3 tovabbi
szint6l. (1 pont)

6. Legyen adott egy G iranyitott graf, az s € V(G) rogzitett cstics és a ¢ : E(G) — RT kapacitasfiiggvény.
Tegytik fel, hogy barmely ¢ € V(G), t # s cstcs esetén az s-bdl t-be vezetd maximalis folyam értéke
legalabb 100 és a t-bdl s-be vezet6 maximalis folyam értéke is legaldbb 100. Mutassuk meg, hogy ekkor
barhogyan valasztjuk az u,v € V(G), u # v cstucsokat, az u-bol v-be vezeté maximalis folyam értéke is
legalabb 100.

b S S

Valasszuk meg tetszélegesen az u,v € V(G), u # v csiucsokat. Megmutatjuk, hogy minden uv-vagas
kapacitasa legalabb 100. Ebb6l a Ford-Fulkerson tétel értelmében kovetkezni fog, hogy az u-bol v-be

vezetd maximaélis folyam értéke is legalabb 100. (1 pont)
Vegyiink tehat egy olyan X C V/(G) cstucshalmazt, amelyre u € X és v ¢ X és vizsgaljuk az X és a
maradék cstcsok kozott futod élek alkotta C' vagast. (1 pont)

Két eset lehetséges: s € X vagy s ¢ X.
Az els6 esetben a t = v vélasztassal a feladat szovege szerint azt kapjuk, hogy az s-bél v = t-be vezetd

maximalis folyam értéke legalabb 100. (2 pont)
Mivel C egyben st-vagas is (hiszen s € X és v =t ¢ X), ezért a Ford-Fulkerson tétel értelmében C'
kapacitasa valoban legalabb 100. (2 pont)
Az s ¢ X eset ehhez hasonlo: ekkor a t = u valasztéassal a feladat szovege azt (is) allitja, hogy a t-bél
s-be vezeté maximalis folyam értéke legalabb 100. (2 pont)
Mivel C' most ts-vagas (hiszen u =t € X és s ¢ X), ezért a Ford-Fulkerson tétel megint garantalja, hogy
C kapacitasa legalabb 100. (2 pont)

Ezzel tehat valoban minden uv-vagasrol belattuk, hogy a kapacitasa legalabb 100, igy az allitast belattuk.



