Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Zarthelyi feladatok
2013. marcius 21.

1. Legyenek a G graf csicsai egy 5 X 5-0s sakktédbla mez6i és két kiilonboz6 csics
akkor legyen Osszekotve G-ben, ha a megfelel6 mezk kozos él mentén szomszédosak.
A (24 csucst) Gy grafot agy nyerjitk G-bdl, hogy a sakktabla egyik sarkdnak megfelels
csticsot (az éleivel egyiitt) elhagyjuk G-bol. A (23 csticst) Gy grafot hasonloan nyerjiik
G-bdl, csak két atellenes sarkot hagyunk el.

a) Van-e G1-ben Hamilton-kor? b) Van-e Gy-ben Hamilton-kor?

2. Létezik-e olyan két sorit A méatrix, amelynek minden eleme az 1,2, ..., 30 szamok
valamelyike, A barmely két szomszédos oszlopaban allo négy elem péaronként kiilonbozé
és barhogyan valasztjuk az x1, x2, y1, yo paronként kiilonbozs, 1 és 30 kdzotti szamokat,
A-nak pontosan egy olyan, egymés melletti oszlopokbol allo 2 x 2-es részmatrixa van,
amelynek az egyik oszlopaban xy és xo, a masikban y; és yo all (valamilyen sorrendben)?

3. Hatarozzuk meg az aldbbi G graf kro- 4. A 2013 csticstu G egyszerd grafnak van
matikus szamat, x(G)-t és adjuk meg G 2009 darab 2011 fokud csticsa. Mutassuk
egy jo szinezését x(G) szinnel! meg, hogy G perfekt!
5. A G(A, B; E) egyszert, paros grafban
|A| = |B| = n (valamely n > 1 egészre)
és barmely nemszomszédos u € A és
v € B cstucsok esetén d(u) + d(v) > n

A
A teljesiil. Mutassuk meg, hogy G-ben van
4& teljes parositas!
)«

6. a) Hatérozzuk meg az alabbi halozatban az {S, F, F'} cstcshalmaz és a maradék
csticsok kozott vezetd élek alkotta vagas értékét (mas néven kapacitésat)!
b) Adjunk meg a hélozatban egy maximalis folyamot (S-bsl T-be)!

S (15) A
B
2|C 'r D|(9)
E
F @) G

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkez adatokat: név, Neptun-kéd, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges miniméalis pontszam 24. A munkaidé 90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
Zarthelyi feladatok
2013. 4prilis 25.

1. Az alabbi matrix egy hurokélmentes, iranyitott graf illeszkedési matrixa. Adjuk meg

a hidnyzo (O-val jelolt) elemeket és rajzoljuk le a grafot!

1 O 01
0 -1 0O 0O
o 1 -1 0

2. A legalabb négy ponta G graf barmely két, nemszomszédos pontja kozott talalhato
G-ben harom, paronként éldiszjunkt at. Mutassuk meg, hogy G-nek barmely két szom-

szédos pontja kozott is talalhato harom, paronként éldiszjunkt ut!

3. Egy egész szam 222-vel vett osztéasi maradéka 4-gyel kisebb, mint a szam
60-szorosdnak a 222-vel vett osztasi maradéka. Milyen maradékot adhat ez a szam

222-vel osztva?

4. Egy n egész szam 3 maradékot ad 82-vel osztva. Milyen maradékot adhat az n szdm

182-vel osztva?
5. Hany olyan n egész szam van 1 és 100 kozott, amelyre (n+51!)°>—1 oszthato 53-mal?

6. Legyen H = {a,b,c,d, p,q,r, s} és értelmezziik a H halmazon a * miiveletet az alabbi

miveleti tabla szerint:

xla b ¢ d p q r s
alb g d r a p s c
blg p r s b a c d
cls r b a ¢ d p ¢q
dic s q b d r a p
pla b ¢ d p q r s
glp a s ¢ q b d r
rid ¢ p q r s b a
s|lr d a p s ¢ q b

(A miveleti tabla hasznalata magatol értet6dd: az x+y miivelet eredménye az z-nek meg-
felels sor és az y-nak megfelels oszlop keresztezédésében talalhato. Igy példaul g * ¢ = s
és bx g = a.) Dontsiik el, hogy a H halmaz csoportot, illetve Abel-csoportot alkot-e a
miiveletre nézve, ha azt mar tudjuk, hogy * asszociativ! (Az asszociativitdst tehat nem

kell ellendrizni.)

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kiovetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaidé 90 perc.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szémitaselrrileetbe II.
Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara
2013. majus 16.

1. A G graf cstcshalmaza legyen V(G) = {1,2,...,20}. Az x,y € V(G) cstcsok
akkor legyenek szomszédosak G-ben, ha x # y és x - y oszthato 3-mal vagy 5-tel (vagy
mindkettGvel).

a) Van-e G-ben Hamilton-ut?

b) Van-e G-ben Hamilton-kor?

2. A G graf csucshalmaza legyen V/(G) = {100,101, ...,200}. Az z,y € V(G) csucsok
akkor legyenek szomszédosak G-ben, ha = # y és (x,y) > 10 (ahol (z,y) az x és y
legnagyobb kozos osztojat jeloli). Hatédrozzuk meg G kromatikus szaméat, x(G)-t.

3. Hatarozzuk meg egy 6 csicsi kor komplementerének élkromatikus szamat!

4. A G perfekt graf tartalmaz 2013 csicsa kort. Igaz-e feltétleniil, hogy G tartalmaz
3 cstcsu kort?

5. A G(A,B;E) paros graf két pont-
osztalya legyen A = {ay,a9,...,a9} &3 (
B ={by,by,...,bg}. Minden 1<i<9
és 1 < 7 < 9 esetén az a; akkor legyen

———

szomszédos bj-vel, ha a jobbra lathato
matrix i-edik sordnak és j-edik oszlopanak

keresztez6désében 4allo elem 1-es. Adjunk

SO = OO = OO
—_ —_ R O ) O~ kO
O OO OO = OO
S OO OO = OO -
O R P R R R~~~ OO
= === OO == O
SO, OO = OO -
O OO OO OO -
SO R OO = O

N—

meg G-ben egy maximalis parositast és egy \

minimélis lefogod csticshalmazt!

6. Legyen adott egy G iranyitott graf, az s € V(G) cstcs és a ¢ : E(G) — R*
kapacitasfiiggvény. Jellje minden v € V(G), v # s esetén m(v) az s-bdl a v-be vezets
maximalis folyam értékét. Tegyiik fel, hogy valamely t € V(G) csticsra m(t) = 100,
de minden v € V(G), v # s,t esetén m(v) > 100. Mutassuk meg, hogy ekkor a t-be

érkez6 élek osszkapacitasa 100.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatdan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszdm 24. A munkaidé 90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamologép (vagy mas segédeszkéz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.

Zarthelyi feladatok — a VA SODIK zarthelyi potlasira

2013. majus 16.

1. Az alabbi matrix egy egyszert, osszefliges graf szomszédossagi matrixa. Adjuk meg
a hianyzo (O-val jelolt) elemeket és rajzoljuk le a grafot!

o o0 o o O

o O o o o

g o o o 0

o 1 0 0O 0

0O O O O O
2. Legyen G egy hurokélmentes, iranyitatlan graf és s € V(G) egy rogzitett csucs.
Jelolje minden v € V(G), v # s esetén \(v) az s-bdl a v-be vezets, paronként éldisz-
junkt utak maximalis szamat. Tegyiik fel, hogy valamely t € V(G) cstcsra A(t) = 10,
de minden v € V(G), v # s,t esetén A(v) > 10. Mutassuk meg, hogy ekkor ¢ foka 10.

3. Egy egész szamra teljesiil, hogy 37n + 9 és n + 10 azonos maradékot ad 235-tel

osztva. Mi lehet ez a kozos maradék?

4. Egy n egész szam 3 maradékot ad 72-vel osztva. Milyen maradékot adhat 102-vel
osztva a 2n + 7 szam?

5. Mi az utolso két szamjegye a 11-es szamrendszerben a (10-es szamrendszerben felirt)
4140
42

szamnak?

6. A G (tetsz6leges) csoport a, b, ¢ és d (kiilonboz6) elemeire fennallnak az a x b = a,
cxd=0bés axc=d osszefiiggések (ahol a G miiveletét *-gal jeloltiik). Dontsiik el,
hogy az aldbbi allitasokra melyik all fenn a kovetkezd lehet&ségek koziil:

(i) az allitas biztosan igaz;

(11) az &llitas biztosan hamis;

(iii) az allitas lehet igaz is és hamis is (G és a, b, ¢, d valasztéasatol fiiggben).

a) ¢t € {a,b,c, d}

b) cxa € {a,b,c,d}

c) dxa€{a,b,cd}

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimélis pontszam 24. A munkaidé 90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamologép (vagy mas segédeszkéz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.

Zarthelyi feladatok — az FuluS O zérthelyi potlasara
2013. majus 24.

1. Legyen G tetszbleges n csicsi, egyszerd graf. Mutassuk meg, hogy létezik olyan leg-
foljebb n + 2 csicst G egyszerti graf, amelyre teljesiil, hogy G'-nek van Euler-kore és G
feszitett részgrafja G'-nek.

2. Hatéarozzuk meg az aldbbi G graf kroma- 3. Legkevesebb hany élt kell hozzavenni az
tikus szamat, x(G)-t és adjuk meg G egy alabbi grathoz ahhoz, hogy a kapott graf-
jo szinezését x(G) szinnel! ban legyen Hamilton-kor?

A B A B C D E

F G I J

4. A 10 cstcst G egyszerd gratban az u és
v nemszomszédos pontok foka 4, a tobbi 8

G H pont foka 1. Hatarozzuk meg x.(G)-t, G
komplementerének élkromatikus szamaét.

5. Legyen G paros graf és e = {u, v} egy éle G-nek. [gazak-e mindig az alabbi allitasok?
a) Ha van olyan maximaélis elemszdmu péarositas G-ben, amely e-t tartalmazza, akkor

nincs olyan minimaélis elemszamu lefogd ponthalmaz G-ben, amely u-t és v-t is tartalmazza.
b) Ha nincs olyan minimalis elemszému lefogd ponthalmaz G-ben, amely u-t és v-t is

tartalmazza, akkor van olyan maximalis elemszamu parositas G-ben, amely e-t tartalmazza.

6. a) Hatarozzuk meg az alabbi halozatban az {S, C, F'} csticshalmaz és a maradék cstcsok
kozott vezets élek alkotta vagas értékét (més néven kapacitasat)!

b) Adjunk meg a halozatban egy maximalis folyamot és egy minimalis értékd vagast (S
és T kozott)!

S (5) A
B

(4) (8)

F ™ G

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkez6 adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti gya-
korlatvezet neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaidg 90 perc.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa kdzben
szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.

Zarthelyi feladatok — a MASODIK zarthelyi potlasara

2013. méajus 24.

1. A G egyszeri gratban a v csiics foka 100, a v-vel szomszédos pontok foka
49, az Osszes tobbi csics foka 50. Bizonyitsuk be, hogy 50 sajatértéke a G

szomszédossagi matrixanak.

2. A G graf csucshalmaza legyen V(G) = {vy, v, ..., v100}. Tegyiik fel, hogy
barmely 1 <7 < 5 ¢és 6 < 5 < 100 esetén v; és v; kozott létezik 5 darab,
paronként (a végpontoktol eltekintve) pontdiszjunkt ut. Kévetkezik-e ebbdl,

hogy G Otszordsen pontosszefiiggs?

3. Milyen maradékot adhat egy egész szam 274-gyel osztva, ha a 97-szerese
11 maradékot ad 274-gyel osztva?

4. Hany olyan n egész szam van 1 és 1000 kozott, amelyre igaz, hogy n-nek

van olyan tObbszorose, amelynek az utolsé harom szémjegye 0017

5. Milyen maradékot adnak 51-gyel osztva az alabbi szamok?
a) 47 - 48 - 49 - 50
b) 26%
¢) 50!

6. Legyenek a H halmaz elemei azok az egyszeri grafok, amelyeknek a cstics-
halmaza az {1,2,...,2013} halmaz. Barmely Gy, Gy € H grafok esetén jelolje
G x Gy € H azt a grafot, amelyet tgy nyeriink, hogy G és Gy élhalmazat
egyesitjiik, majd az igy kapott grafbol toroljiik az esetlegesen keletkezd par-

huzamos élek mindkét példanyat. Csoportot alkot-e H a * miiveletre nézve?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkezs adatokat: név, Neptun-kod, Neptun
szerinti gyakorlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaid6
90 perc.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat
megirasa kozben szamologép (vagy mas segédeszkdz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe II.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2013. mércius 21.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az atmu-
tatd minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodd gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
gy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldésért, amelybdél a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az atmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérs j6 megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Legyenek a G graf csticsai egy 5 x 5-0s sakktébla mezgi és két kiilonbo6z6 csics akkor legyen Gsszekdtve
G-ben, ha a megfelel mezGk kozos él mentén szomszédosak. A (24 csicst) G grafot agy nyerjiik G-bol,
hogy a sakktéabla egyik sarkanak megfelel cstcsot (az éleivel egyiitt) elhagyjuk G-bol. A (23 csicsi)
G, grafot hasonloan nyerjiikk G-bdl, csak két atellenes sarkot hagyunk el.

a) Van-e G;-ben Hamilton-kor? b) Van-e G5-ben Hamilton-kor?

S SR SR S

a) G1-ben van Hamilton-kor, ilyet mutat példaul az alabbi &bra. (5 pont)

b) A sakktébla szokasos (a fenti abran is lathato) szinezését alapul véve Ga-ben 12 sotét és 11 vilagos

mez6 van (vagy forditva) és szomszédsag csak kiilonb6zd szinti mezok kozott fordul eld. (2 pont)
Igy a 11 vilagos mez6t elhagyva a maradék grafnak 12 komponense lesz (mindegyik egy-egy izolalt
csucs), igy Go-ben a tanult tétel miatt nincs Hamilton-kor. (3 pont)

Természetesen nem sziikséges a b) feladatban a tanult tételt hasznédlni: mondhatjuk azt is, hogy mivel
a mezGk szinei egy feltételezett Hamilton-kér mentén haladva véltakoznak, ezért az 1. és a 23. mez6
szine azonos, igy nem lehetnek szomszédosak. Vagy akar hivatkozhatunk arra is, hogy mivel G5 paros
graf, ezért nem lehet benne paratlan kor, igy Hamilton-kor sem.

2. Létezik-e olyan két sori A matrix, amelynek minden eleme az 1,2,...,30 szamok valamelyike, A
barmely két szomszédos oszlopaban all6 négy elem paronként kiilonboz6 és barhogyan valasztjuk az x4,
T2, Y1, Yo paronként kiilonbozs, 1 és 30 kozotti szamokat, A-nak pontosan egy olyan, egymas melletti
oszlopokbol all6 2 x 2-es részmétrixa van, amelynek az egyik oszlopdban x; és x5, a masikban y; és ys
all (valamilyen sorrendben)?



* ko ok % Xk

Legyen G az a graf, amelynek csticsai az {1,2,...,30} halmaz kételemii részhalmazai és két csiics akkor
szomszédos G-ben, ha a megfelel§ részhalmazok diszjunktak. (2 pont)

A feladatbeli A matrix pontosan akkor létezik, ha G-ben van Euler-ut (vagy Euler-kor). Valoban, A
minden oszlopa épp G egy-egy csticsanak felel meg (hiszen az oszlopban allo két elem kiilonb6z6 és
a sorrendjiik k6zombos) és az egymas utan kovetkezd oszlopok diszjunkt részhalmazoknak, vagyis G-
beli éleknek felelnek meg. Tovabba a feladat szovege szerint G minden élének megfelels két diszjunkt

részhalmaz pontosan egyszer jelenik meg A-ban, mint szomszédos oszloppar. (4 pont)
G-ben egy tetszGleges csiics foka (228) = 378, hiszen a csicsnak megfelel§ részhalmaz két elemétsl
kiilonb6z6 28 elembdl ennyiféleképp lehet kételemi részhalmazt kivalasztani. (2 pont)

G Osszefiiggd, hiszen ha két részhalmaz nem diszjunkt (vagyis a megfelels csticsok nem szomszédosak),
akkor barmely, mindkett6t6l diszjunkt, kételemii részhalmazon keresztiil vezet koztiik 2 éld ut.(1 pont)
Mivel G 6sszefiiggs és minden csiicsanak foka paros, ezért van benne Euler-kor, igy a kérdéses A méatrix
letezik. (1 pont)

3. Hatarozzuk meg az alabbi G graf kromatikus szamat, x(G)-t és adjuk meg G egy jo szinezését x(G)

szinnel!
A

N\
a2\

S S R S

Megmutatjuk, hogy G csiicsai nem szinezhetGk meg 3 szinnel. Tegyiik fel ugyanis indirekt, hogy mégis.
Ekkor barmely G-beli hdromszog cstcsain fel kell hasznalnunk mindharom szint. Valasszuk példaul az
A, F, T haromszoget: legyen A piros, F kék, I z6ld. Ekkor G biztosan piros, hiszen mér van kék és zold
szomszédja. Hasonloéan: H kék, mert mér van piros és zold szomszédja. Ekkor viszont E-nek mar van

mindhéarom szini szomszédja, igy nem kaphat szint; ellentmondas. (6 pont)
Négy szinnel viszont mar megszinezhet6k G csicsai, példaul igy: legyen D, E és F piros; A és G kék;
B és 1 z6ld; és C és H sarga. (3 pont)
Mivel G 4 szinnel megszinezhetd, de 3-mal nem, ezért x(G) = 4. (1 pont)

Ha egy megold6 nem adja meg G egy helyes szinezését, hanem ehelyett a négyszintételre hivatkozik,
az az utolsd 4 pontbol csak 1-et kaphat meg (a x(G) = 4 allitas helyes indoklasaért). Megjegyezziik,
hogy a harom szinnel nem szinezhetdség indokolhatd valamivel révidebben is: példaul az F, C, B, E, I
5 pontu kor szinezéséhez biztosan kell 3 szin, de mivel az A cstics szomszédos a kér minden csicséaval,
ezért mindegyikt6l kiilonbo6z6 szint kell legyen.

4. A 2013 cstcsu G egyszeri grafnak van 2009 darab 2011 fok csiicsa. Mutassuk meg, hogy G perfekt!

I SR S S

G (G komplementere) egy 2013 csticsti egyszer( graf, amelynek van 2009 darab 1 foki csticsa.(2 pont)
Ezért G nem tartalmazhat legalabb 5 pontd paratlan kort, vagy annak komplementerét feszitett rész-
grafként, hiszen 1 foku csics ilyen feszitett részgrafban nyilvan nem lehet, 1-nél nagyobb foku csticsboél

pedig csak 4 lehet. B (3 pont)
Igy a ,nagy perfekt graf tétel” szerint G perfekt, (3 pont)
amibdl Lovasz tétele szerint kivetkezik, hogy G is perfekt. (2 pont)

Megjegyezziik, hogy a feladat a ,nagy perfekt graf tételre” valo hivatkozas nélkiil is megoldhato: eh-
hez csak azt kell megfigyelni, hogy egy 1 foku csics hozzéavétele sem w(G), sem x(G) értékét nem
befolyasolja — feltéve, hogy ezek értéke legalabb 2.



5. A G(A, B; E) egyszert, paros grafban |A| = |B| = n (valamely n > 1 egészre) és barmely nemszom-
szédos u € A és v € B cstcsok esetén d(u) 4+ d(v) > n teljesiil. Mutassuk meg, hogy G-ben van teljes
parositas!

EOIE 3 * Xk
Mivel |A| = |B| = n, ezért azt kell megmutatnunk, hogy van (példaul) A-t lefedd parosités. (1 pont)
Ehhez a Hall-tétel szerint azt kell belatnunk, hogy barmely X C A részhalmazra [N (X)| > |X|. Tegyiik

fel ezért indirekt, hogy valamely X C A-ra ez nem teljesiil: | X| =k, de |[N(X)| <k — 1. (2 pont)
Vélasszuk az u € A és v € B csucsokat ugy, hogy u € X és v ¢ N(X) teljestiljon. (1 pont)
Mivel v ¢ N(X), ezért v nemszomszédos X-belivel, igy egyrészt u és v nemszomszédos, (1 pont)
masrészt v csak az n — k elemszama A \ X halmaz cstcsaival lehet szomszédos. Ezért d(v) < k
(hiszen G egyszeri graf). (2 pont)
Hasonloan, u csak N(X)-beliekkel szomszédos, igy d(u) < k — 1. (1 pont)

Tehat u és v nemszomszédos és d(u) + d(v) < (k— 1)+ (n — k) = n — 1, ami ellentmond a feladat
feltételének. Ez az ellentmondas bizonyitja a Hall-feltétel teljesiilését és ezzel a feladat allitasat.(2 pont)

6. a) Hatarozzuk meg az alabbi halozatban az {S, E, F'} cstucshalmaz és a maradék csiicsok kozott
vezet§ élek alkotta vagés értékét (méas néven kapacitésat)!
b) Adjunk meg a halézatban egy maximalis folyamot (.S- bol T-be)!
. (15)

14
|

* ok ok ok Xk

a) Az {S, E, F'} halmazbol kilépé élek: 574, S@, @, ﬁ, ﬂ és F@ Ezeknek az Osszkapacitasa,
vagyis a vagas értéke (kapacitasa) pedig 15 +6 +3 4+ 3+ 21 + 4 = 52. (3 pont)
b) Az alabbi dbran lathato folyam értéke 24. (A 0 folyamértékeket nem jeloltiik.) (2 pont)
Az ugyancsak az abran lathato vagas (tehat az {S, A, D,G} halmaz és a maradék csicsok kozott
futo élek halmaza) értéke (tehat az {S, A, D, G} halmazbol a maradék csicsok halmazaba mend élek

4

s

G

Osszkapacitasa) szintén 24. (3 pont)
Mivel tetszéleges folyam értéke legfoljebb akkora lehet, mint tetszéleges vagas értéke, (1 pont)
ezért a 24 értéki vagés bizonyitja, hogy a 24 értékd folyam maximaélis. (1 pont)

Az utols6 2 pont tehat annak jar, aki (érdemben) indokolja, hogy a megadott folyam maximalis.
(Példaul az ,a Ford-Fulkerson tétel miatt a folyam maximalis” mondat — tovabbi kiegészités hijan —
nem tekintendd (érdemi) indoklasnak.) A folyam maximalitasa mellett lehet ugy is érvelni, hogy a 24
értéki folyamhoz tartozo (helyesen felrajzolt) segédgrafban mar nincs javito ut.
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Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2013. aprilis 25.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az
utmutatoé minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez
rendelt részpontszamokat kozli. Az atmutatoénak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak
részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdk.

Az Gtmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel
a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrasa azok
alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megol-
dasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az atmutatoban feltiintetett pontszam a
fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito
hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybél a dolgozatban leirt gon-
dolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az utmutatoéban
szereplé részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérs jo
megoldés természetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Az aldbbi méatrix egy hurokélmentes, iranyitott graf illeszkedési matrixa. Adjuk meg a hianyzo
(O-val jelolt) elemeket és rajzoljuk le a grafot!

1 a 0 1

0 -1 O O

O 1 -1 0
x % k% %

P

darab (—1)-es talalhato, az Gsszes t6bbi elem 0. Ez alapjan mar a matrix minden hidnyzo eleme
megallapithato:

1 0 0 1
0 -1 1 -1 (5 pont)
-1 1 -1 0
A métrix ismeretében pedig a graf mar (definicio szerint) rekonstrualhato: ha vy, vy, illetve vs jeloli

sorban lefelé haladva a matrix sorainak megfelels csticsokat és hasonlbéan ey, ..., e az oszlopoknak
megfelels éleket, akkor az alabbi grafot kapjuk:

(%1
€a & (5 pont)
.,

Ha egy megold6 felcseréli a matrixbeli 1-esek és (—1)-esek szerepét (és igy a fenti abrahoz képest
minden élt forditva rajzol), az ezért 1 pontot veszitsen.



2. A legalabb négy ponti G graf barmely két, nemszomszédos pontja kozott talalhaté G-ben
harom, paronként éldiszjunkt ut. Mutassuk meg, hogy G-nek barmely két szomszédos pontja
kozott is talalhaté harom, paronként éldiszjunkt tt!

* ok ok ok Xk

Legyenek s és t szomszédos pontjai G-nek és tegyiik fel indirekt, hogy ezek kozott nem létezik
harom, paronként éldiszjunkt at G-ben. Ekkor Menger megfelels (iranyitatlan grafbeli éldiszjunkt
utakra vonatkozo) tétele szerint kell legyen G-ben két olyan él — jeldlje ezeket e; és es — amelyek
az 0sszes, s és t kozotti utat lefogjak. (Megjegyezziik, hogy e; és ey egyike nyilvan az s és t kozotti
él kell legyen — de ez a megoldas szempontjabol kozombos. ) (2 pont)
Ekkor az e; és ey elhagyasaval kapott G graf méar nem Osszefiiggs, igy a csicsai szétoszthatok a V)
és V5 nemiires halmazokra gy, hogy G'-nek nincs Vi-beli cstcsot Va-belivel Gsszekotd éle.(2 pont)
Ha most v; € V] és vy € Vi, tetsz6legesek, akkor nyilvin nem lehet vy és vy koz6tt hérom,
paronként éldiszjunkt at G-ben, mert e; és ey a vy és vy kozotti utakat is lefogjak. (2 pont)
Ezért (a feladat feltétele szerint) vi-nek és vo-nek szomszédosaknak kell lennitik G-ben. (2 pont)
Mivel ez barmely v; € V; és vy € V5 csucesparrdl elmondhatd, ezért G-ben legalabb |Vi] - |V3
olyan ¢lnek kell lenni, ami V;-beli cstcsot kot Ossze Va-belivel. Ez azonban ellentmondas: egyrészt
V1| 4+ |Va| > 4 miatt |V - |V| > 3, masrészt V] és Vs kozitt G-ben csak az e; és ey élek mehetnek.
Ez az ellentmondas bizonyitja a feladat allitasat. (2 pont)

3. Egy egész szam 222-vel vett osztasi maradéka 4-gyel kisebb, mint a szdm 60-szorosdnak a 222-vel
vett osztasi maradéka. Milyen maradékot adhat ez a szam 222-vel osztva?

S S S SR

A keresett szamot n-nel jellve a feladat szovege szerint n = 60n —4 (mod 222). ( )
Atrendezve az 59n =4 (mod 222) lineéris kongruenciat kapjuk. ( )
4-gyel szorozva: 236n = 16 (mod 222), vagyis 14n = 16 (mod 222). (1 pont)
2-vel osztva: Tn =8 (mod 111), ahol (2,222) = 2 miatt kellett a modulust 2-vel osztani.(1 pont)
16-tal szorozva: 112n = 128 (mod 111), vagyis n =17 (mod 111). ( )
Ebb6l n =17 (mod222) vagy n =17+ 111 = 128 (mod 222). (1 pont)
Ellen6rzéssel kideriil, hogy a 17 hamis gyok (ami a 4-gyel szorzas miatt jott be, ami nem ekviva-
lens lépés, mert (222,4) > 1). Igy a megoldds n = 128 (mod 222) (vagyis a kérdéses szam 128
maradékot adhat 222-vel osztva). (3 pont)
A linearis kongruencia nagyon sokféleképp megoldhaté jol (akar hamis gyokot behozo 1épés nélkiil
is). Aki a fenti megoldast, vagy mas, hamis gyokot behozo megoldast ad, de nem foglalkozik a
hamis gyok kisziirésével, az értelemszeriien 3 pontot veszitsen. Ha valaki csak azt ellenérzi, hogy
(59,222)|4, igy a kongruencidnak van megoldasa, de a megoldast kiszamolni nem tudja, az (az
atrendezéssel egyiitt) Osszesen 3 pontot kapjon. Szamolasi hibakért 1-1 pont vonando le, de a
maradék pontszam csak akkor jar, ha a hiba miatt a feladat nem lett 1ényegesen konnyebb.

4. Egy n egész szam 3 maradékot ad 82-vel osztva. Milyen maradékot adhat az n szdm 182-vel
osztva?

* ko ok ok Xk

A feladat azt kérdezi, hogy azn =3 (mod82),n =a (mod 182) kongruenciarendszernek milyen
a€{0,1,...,181} értékekre van megoldasa. (2 pont)
Az els6 kongruencidbol n = 82k 4 3 valamilyen k € Z esetén. ( )
Ezt a masodikba helyettesitve: 82k +3 =a (mod 182). ( )
Atrendezés utan a 82k = a — 3  (mod 182) linearis kongruencira jutunk. (1 pont)
A tanult tétel szerint ez pontosan akkor megoldhato, ha (82,182)|a — (2 )
Mivel (82,182) = 2, ezért ez azzal ekvivalens, hogy 2|a — 3, vagyis hogy a paratlan szam.(1 pont)
Tehé&t n barmilyen paratlan maradékot (1,3,5,...,181) adhat maradékul 182-vel osztva.(2 pont)
Természetesen nem jar pontlevonas azért, ha Valakl a fenti megoldas els6 mondatat nem firja le,
de a megoldéasbdl kideriil, hogy valojaban a paraméteres kongruenciarendszert oldja meg.
2



5. Hany olyan n egész szam van 1 és 100 kozott, amelyre (n + 51!)°* — 1 oszthaté 53-mal?

S S R S

Mivel 53 prim, ezért Wilson tétele szerint 52! = —1 (mod 53), (1 pont)
vagyis 52! =52 (mod 53). (1 pont)
Ezt 52-vel osztva: 51! =1 (mod 53), ahol a modulus (52,53) = 1 miatt nem valtozott. (1 pont)
Mindkét oldalhoz n-et adva, majd 52-edik hatvanyra emelve:

(n+511)°2 = (n+1)%? (mod 53). (1 pont)
Mivel 53 prim, ezért ¢(53) = 52, (1 pont)
igy az Euler-Fermat tétel miatt ¢®® = 1 (mod53) teljesiil minden 53-hoz relativ prim, vagyis
53-mal nem oszthato a-ra. (1 pont)

Osszevetve az eddigieket: ha n 4+ 1 nem oszthato 53-mal, akkor
(n+511)2=(n+1)2=1 (mod53),

vagyis (n + 511)° — 1 oszthat6 53-mal. (2 pont)
Ha viszont n + 1 oszthato 53-mal, akkor nyilvan (n + 1)%% is oszthat6 53-mal, igy a fentiek szerint
(n + 51!)°? is. Ezért ilyenkor (n + 51!)*2 — 1 nem oszthato 53-mal. (1 pont)
Kovetkezésképp 1 és 100 kozott 99 darab olyan n van, amelyre (n + 51!)52 — 1 oszthaté 53-mal:
az 52 kivételével mindegyik. (1 pont)

6. Legyen H = {a,b,c,d,p,q,r, s} és értelmezziik a H halmazon a x miiveletet az alabbi miiveleti
tabla szerint:

xa b ¢ d p q r s
a|lb g d r a p s c
blgq p r s b a ¢ d
cls r b a ¢ d p q
d|lc s q b d r a p
pla b ¢ d p q r s
q|p a s ¢ q b d r
r{id ¢ p q r s b a
s|r d a p s ¢ q b

(A miveleti tabla hasznalata magatol értet6ds: az « * y miivelet eredménye az z-nek megfelel
sor és az y-nak megfelels oszlop keresztezédésében talalhato. Igy példaul g+ c = s és b* ¢ = a.)
Dontsiik el, hogy a H halmaz csoportot, illetve Abel-csoportot alkot-e a * miveletre nézve, ha azt
méar tudjuk, hogy * asszociativ! (Az asszociativitast tehat nem kell ellendrizni.)

I SR S S

A miiveleti tablabol latszik, hogy *-ra nézve p egységelem, mert x * p = p* x = x minden © € H

elemre igaz. (2 pont)
Ezért a inverze ¢ (és viszont), mert a x ¢ = ¢ * a = p. Hasonloan latszik, hogy ¢ és r egymaés
inverzei, d és s is egymas inverzei és b és p sajatmaguk inverzei. (3 pont)
Mivel a miivelet asszociativ, van egységelem és minden elemnek van inverze, ezért (H,x*)
csoport. (2 pont)
Viszont * nem kommutativ: példaul a ¢ = d, de cxa = s. Igy (H,*) nem Abel-csoport.(3 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara

Pontozasi atmutatd
2013. majus 16.

Altalanos alapelvek.

A pontozési utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az atmu-
tatd minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az ttmutatonak nem céljo a feladatok teljes értékidi megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolédd gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphatd. Az atmutatoban szerepls
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérs jo6 megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. A G graf csicshalmaza legyen V(G) = {1,2,...,20}. Az =,y € V(G) csiucsok akkor legyenek
szomszédosak G-ben, ha x # y és x - y oszthato 3-mal vagy 5-tel (vagy mindkettével).

a) Van-e G-ben Hamilton-ut?

b) Van-e G-ben Hamilton-kor?

* ok ok ok Xk

G-bdl elhagyva a 3-mal vagy 5-tel oszthato szamokat csupa izolalt pontbol allo grafot kapunk.(3 pont
Ezzel 9 pontot hagyunk el (3,5,6,9,10,12,15,18,20) és a maradék grafnak 11 komponense lesz, (3 pont
ezért a tanult tétel értelmében nincs benne Hamilton-1t, (3 pont
igy Hamilton-kor sem. (1 pont

2. A G graf csicshalmaza legyen V(G) = {100, 101,...,200}. Az x,y € V(G) csticsok akkor legyenek
szomszédosak G-ben, ha x # y és (z,y) > 10 (ahol (x,y) az x és y legnagyobb kozos osztojat jeloli).
Hatarozzuk meg G kromatikus szamat, x(G)-t.

)
)
)
)

* ok % ok Xk

A 100,110, 120, ...,190, 200 csticsok 11 ponti klikket alkotnak G-ben, hiszen koziiliik barmely kettének

a 10 kozos osztoja. (4 pont)
11 szinnel viszont G csiicsai konnyen megszinezhet6k. Ugyanis szinezziik a 100, 101, ..., 109 cstcsokat
egy szinnel, a 110,111,...,119 cstcsokat egy kovetkezével, stb., a 190,191, ...,199 csticsok kapjik a
tizedik szint, végiil egyediil a 200 kapja a tizenegyedik szint. (2 pont)
Ez a szinezés jO lesz, hiszen azonos szinnel szinezett csticsok kiilénbsége mindig legféljebb 9, igy nem
lehet 9-nél nagyobb kozos osztojuk. (2 pont)
Mivel G-ben van 11 csicsu klikk, ezért y(G) > 11, (1 pont)
masrészt mivel G cstcsai 11 szinnel szinezhetdk, ezért x(G) = 11. (1 pont)



3. Hatarozzuk meg egy 6 cstucsu kor komplementerének élkromatikus szamat!

R S R S

Jelolje a kor cstcsait sorrendben koérbe haladva vy, v, ..., vg, a kor komplementerét G.

G-ben minden pont foka 3, igy x.(G) > 3. (3 pont)
Masrészt 3 szinnel G éleit konnyl megszinezni: a {vy,vs}, {va, v4}, {v3,v6} élek legyenek pirosak, a
{v1,v4}, {va,v6}, {vs,v5} élek kékek és a {vy,v3}, {ve, v5}, {vs4,v6} élek zbldek. (6 pont)
Tehat x.(G) = 3. (1 pont)

4. A G perfekt graf tartalmaz 2013 cstcsu kort. Igaz-e feltétleniil, hogy G tartalmaz 3 csticsu kort?

* ok ok % X

Mivel G-ben van pératlan (2013 csticsi) kor, ezért a tanult tétel értelmében nem paros graf, (2 pont)
igy x(G) = 3. (2 pont)
G perfekt, ezért x(G) = w(G), (2 pont)
igy w(G) > 3 is igaz. (2 pont)
Ezért G-ben van 3 pontu klikk, vagyis 3 pontu kor, igy az allitas igaz. (2 pont)

5. A G(A,B;E) paros graf két pontosztalya le-
gyen A = {ay,ay,...,a9} és B ={by,bs,...,bg}. Minden
1<1<96s1 <7 <9esetén az a; akkor legyen szomszé-
dos bj-vel, ha a jobbra lathaté matrix i-edik soranak és j-
edik oszlopanak keresztezédésében allo elem 1-es. Adjunk
meg G-ben egy maximélis parositast és egy minimalis le-
fogo csticshalmazt!

OO OO, OOoO -
— == O = O == O
SO OO O, OO
DO OO OO OO
O = = = === O
— === O O == O
OO OO, OOoO -
DO OO OO OO
OO OO EFEOF

* ko ok ok Xk

Az {ay,ay4,a7,bs,b5,b5,b9} lefogd ponthalmaz G-ben (ez a feladatban megadott méatrixbol kénnyen

ellendrizhetd). (4 pont)
G-ben kénnytd mutatni 7 éld parositast: példaul az {aq, b4}, {as,bs}, {as, bo}, {a4,b3}, {as, b2}, {as, b5}
és az {ar, by} élek. (3 pont)

A megadott lefog6 ponthalmaz, illetve parositas bizonyitja, hogy 7(G) S illetve v(G) > 7. Ebbdl
a v(G) < 7(G) Osszefliggés miatt kévetkezik, hogy v(G) = 7(G) = 7, vagyis a megadott lefogd
ponthalmaz minimalis és a megadott parositas maximalis. (3 pont)
Megjegyezziik, hogy a fenti nem az egyetlen 7 elemi lefogd ponthalmaz: {ai,as,as,az,bo, bs, b} is
ilyen. A maximélis parositiast és a minimélis lefogd ponthalmazt természetesen érdemes az eladason
tanult algoritmussal keresni; azonban (ahogy az a fentiekb6l latszik) egy teljes értékd megoldashoz
nem feltétleniil sziikséges ennek a lépéseit dokumentalni.

6. Legyen adott egy G iranyitott graf, az s € V(G) csics és a ¢ : E(G) — RT kapacitasfiiggvény.
Jelolje minden v € V(G), v # s esetén m(v) az s-bdl a v-be vezetd maximalis folyam értékét. Tegyiik
fel, hogy valamely ¢t € V(G) cstcsra m(t) = 100, de minden v € V(G), v # s,t esetén m(v) > 100.
Mutassuk meg, hogy ekkor a t-be érkezd élek Gsszkapacitasa 100.

* ko ok ok Xk

Mivel az s-b6l t-be vezetd maximalis folyam értéke 100, ezért a Ford-Fulkerson tétel miatt a minimélis
st-vagés kapacitasa is 100. Legyen C' egy 100 kapacitasi st-vagas. (2 pont)
Ha volna olyan v # t csiics, amely a C-beli élek elhagyasa utén t-vel egy oldalon van, akkor C' egyben
100 kapacitasa sv-vagas is volna, amib6l m(v) < 100 kdvetkezne. Ez ellentmond a feladatban irt
feltételnek, igy ilyen v nem lehet. (5 pont)
Igy C kapacitasa definicio szerint a t-be érkezs élek 6sszkapacitasa, amivel az allitast belattuk.(3 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
Zarthelyi feladatok — az MASODIK zarthelyi potlasara

Pontozasi atmutato
2013. majus 16.

Altalanos alapelvek.

A pontozési utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmu-
tatd minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az dtmutatonak nem céljo a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirésa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolédd gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrdsa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az atmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérs jo6 megoldas termé-
szetesen maximaélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Az alabbi matrix egy egyszert, Osszefiiggs graf szomszédossagi matrixa. Adjuk meg a hidnyzo (O-val
jelolt) elemeket és rajzoljuk le a grafot!

O 0 O 0 O

O O O O 0

O O O O O

o 1 0 O 0

0 O (I O O

k % * * *

Jelolje a graf csicsait az oszlopok és sorok sorrendjének megfelelGen vy, vs,. .., v5, a matrixot A.
Mivel a graf egyszerti, ezért nincs benne hurokél, igy a f6atl6 minden eleme 0. (1 pont)
A szomszédossagi matrix (irdnyitatlan graf esetén) a f6atlora szimmetrikus (hiszen a; ; és a;; is a v; és
v; kozti élek szdma). Ez alapjan a megadott 7 elem ,tiikorképe” kitolthetd. (2 pont)

Latszik, hogy v; és v; sordban és oszlopdban minden elem 0, kivéve a harmadikat, ami egyelGre is-
meretlen. Mivel azonban a graf osszefiiggs, vy és vs nem lehetnek izolalt cstucsok, vagyis mindkettd
szomszédos vs-mal. Ezek alapjan a1 3 = as1 = as3 = az; = 1. (2 pont)
Mar csak as3 és aso (koz0s) értéke nem ismert. Azonban ha vy és vz nem volnanak szomszédosak,
akkor a {vy,vs,v5} és a {vy, vy} csucshalmazok kiilon komponenseket feszitenének, a graf nem volna
osszefiiges. Igy ass = asq = 1. (2 pont)
A szomszédossagi matrix ismeretében pedig a graf mar lerajzolhato:

V4 (%)
(3 pont)
Ul. V3 ’U5.

2. Legyen G egy hurokélmentes, iranyitatlan graf és s € V(G) egy rogzitett cstcs. Jelolje minden
v € V(G), v # s esetén A(v) az s-bdl a v-be vezetd, paronként éldiszjunkt utak maximalis szamat.
Tegyiik fel, hogy valamely ¢t € V(G) cstcsra A\(t) = 10, de minden v € V(G), v # s, t esetén A(v) > 10.
Mutassuk meg, hogy ekkor t foka 10.



* ok ok % Xk

A(t) = 10 miatt s-bdl t-be nem létezik 11 darab paronként éldiszjunkt tt, ezért Menger megfelels tétele

miatt van G-ben egy 10 elemii Z élhalmaz, amely lefogja az s és t kozti utakat. (2 pont)
Z elhagyasa utan tehat a graf tobb komponensre esik és s és ¢ kiilonb6z6 komponensbe keriil. Jelolje
a t-t tartalmazo (Z elhagyasa utani) komponens csicshalmazat 7. (1 pont)
Z minden élének egyik végpontja T-ben van, kiilonben az s és t kozti utak 10-nél kevesebb éllel is
lefoghatok volnanak, ami ellentmond A(t) = 10-nek. (2 pont)
Ha létezne egy v € T, v # t csics, akkor Z az s és v kozotti utakat is lefognd, amibdl A(v) < 10
kovetkezne. Ez ellentmond a feladatban irt feltételnek, igy ilyen v nem lehet. (3 pont)
fgy 7 élei épp a t-re illeszkedd élek, vagyis t foka 10. (2 pont)

3. Egy egész szdmra teljesiil, hogy 3Tn + 9 és n + 10 azonos maradékot ad 235-tel osztva. Mi lehet ez
a kozos maradék?

I S R S

A keresett szamot n-nel jelolve a feladat szovege szerint 37n +9 =n+ 10 (mod 235). ( )
Atrendezve a 36n =1 (mod 235) linearis kongruenciat kapjuk. ( )
7-tel szorozva: 252n =7 (mod 235), vagyis 17n =7 (mod 235). ( )
14-gyel szorozva: 238n = 98 (mod 235), vagyis 3n = 98 (mod 235). (2 pont)
98 =333 (mod 235) miatt ugyanez 3n = 333 (mod 235) alakba is irhato. ( )
3-mal osztva: n = 111  (mod 235), ahol a modulus (3,235) = 1 miatt nem valtozott. ( )
Ebbél n+10 =121  (mod 235), igy a kézds maradék 121. (2 pont)

4. Egy n egész szam 3 maradékot ad 72-vel osztva. Milyen maradékot adhat 102-vel osztva a 2n + 7
szam?

* ko ok ok Xk

A feladat azt kérdezi, hogy azn =3 (mod72),2n+7=a (mod 102) kongruenciarendszernek milyen

a€{0,1,...,101} értékekre van megoldésa. (2 pont)
Az els6 kongruenciabol n = 72k + 3 valamilyen k € Z esetén. (1 pont)
Ezt a méasodikba helyettesitve: 2(72k + 3) + 7 = 144k + 13 =a (mod 102). (1 pont)
Atrendezés utan a 144k = a — 13 (mod 102) linearis kongruenciara jutunk. (1 pont)
A tanult tétel szerint ez pontosan akkor megoldhato, ha (144, 102)|a — 13. (2 pont)
Mivel (144,102) = 6, ezért ez azzal ekvivalens, hogy 6|a — 13, vagyis hogy a = 13 (mod6), azaz
a=1 (mod6). (1 pont)
Tehat 2n + 7 lehetséges maradékai 102-vel osztva a 6-tal osztva 1 maradékot ad6d szamok
(1,7,13,...,97). (2 pont)

Természetesen nem jar pontlevonas azért, ha valaki a fenti megoldés els6 mondatat nem firja le, de a
megoldéasbol kideriil, hogy valojaban a paraméteres kongruenciarendszert oldja meg.

40
4241

5. Mi az utolsé két szamjegye a 11-es szamrendszerben a (10-es szamrendszerben felirt) SzAam-

nak?
% % ok %k %

A feladat azt kérdezi, hogy 421" milyen maradékot ad 121-gyel osztva. ( )
Mivel p(121) = (112) = 112 — 11 = 110 ( )
6s (42,121) = 1, ( )
ezért az Euler-Fermat tétel miatt 42"° =1 (mod 121). ( )
Ezt tetsz6leges k > 1 egészre k-adik hatvanyra emelhetjiik: 421% = 1* =1 (mod 121). (1 pont)
Mivel p(110) = p(2-5-11) = 1-4-10 = 40 és (41,110) = 1, ( )
ezért az Euler-Fermat tétel miatt 41 =1 (mod 110). ( )
Ezért 41%0 = 110k + 1 valamely k > 1 egészre. Ebbgl 424" = 4210k+1 — 49110k . 49 ( )
Igy a fentebb latott 42'1%% =1 (mod 121) kongruencia miatt 424" =42  (mod 121). ( )
Ezért (42 = 3-11 + 9 miatt) 424" utolsé két szamjegye a 11-es szamrendszerben 39. ( )



6. A G (tetszleges) csoport a, b, ¢ és d (kiilonb6zd) elemeire fennédllnak az a x b = a, cxd = b és
a x ¢ = d osszefiiggések (ahol a G miiveletét x-gal jeldltiik). Dontsiik el, hogy az alabbi allitasokra
melyik all fenn a kévetkezs lehetségek koziil:

(i) az allitas biztosan igaz;

(7i) az allitas biztosan hamis;

(111) az allitas lehet igaz is és hamis is (G és a, b, ¢, d valasztasatol fiiggben).

a) ¢t € {a,b,c,d}

b) c¢xa € {a,b,c,d}

c)dxa€{a,b,c,d}

* ko ok ok Xk

Az a* b = a egyenlet mindkét oldalat balrol a—'-zel szorozva: a= ' * (axb) = a ' *a. Itt a™' x (a*b) =

(a'xa)xb=exb=>és a ' *a=e, ahol e az egységelemet jeloli. Tehat b = e. (1 pont)
Igy a c*d = b egyenletb6l (b = e-t hasznalva és balrol ¢~'-zel szorozva) kapjuk, hogy ¢! = d.(1 pont)
Ezért a ¢! € {a,b, c,d} allitas biztosan igaz. (1 pont)
Az axc = d-b6l ¢! = d-t hasznalva a xc = ¢! adodik. Ezt balrol c-vel szorozva: cxa*xc = c*xc ! =e.
Jobbrol c1-zel szorozva: cxaxcxc™! = exc™!, vagyis cxa = ¢, Mivel ¢™! = d, ezért a cxa € {a,b, c,d}
allitas is biztosan igaz. (3 pont)
A dxa € {a,b,c,d} allitas viszont lehet igaz is és hamis is, aminek igazolasara két példat mutatunk.
Legyen példaul (G, ) = (Z,+) (vagyis a feladatbeli csoportot valasszuk az egészek Osszeadassal vett

csoportjanak) és legyen a = —2, b = 0, ¢ = 1 és d = —1. Ekkor a feladatban irt harom Osszefiiggés
valoban teljesiil: ax b= (—2)+0=-2=q,cxd=1+(-1)=0=bésaxc=(-2)+1=—-1=d.
Viszont d xa = (—1) + (-2) = =3 ¢ {a, b, ¢, d}. (2 pont)

Masrészt legyen a (G, %) csoport a {0,1,2,3} halmaz a modulo 4 tsszeadassal (amit @-szal jeloliink).
Elsadasrol ismert, hogy ez (ciklikus) csoport. Legyen a = 2, b =0, ¢ = 1 és d = 3. Ekkor a feladatban
irt harom Osszefiiggés megint teljesiil: axb =200 =2=a,cxd =103 =0=0bésaxc=2d1 =3 =d.
Most viszont dxa=3®2=1=c € {a,b,c,d}. (2 pont)



