Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
Zarthelyi feladatok
2011. marcius 17.

1. Legkevesebb hany élt kell hozzavenni az aldbbi grathoz ahhoz, hogy a kapott grafban
legyen Hamilton-kor?

A B

G H

2. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan (tizes szdmrendszerben felirt) n szam, amelyben a
szomszédos szamjegyek Osszege sosem 9, viszont barhogyan is valasztunk két kiilonbo6zé
(0 és 9 kozotti) szamjegyet, amelyek Osszege nem 9, a két vilasztott szamjegy pontosan
egyszer fordul el6 n-ben szomszédos helyeken (valamilyen sorrendben).

3. Legyen G perfekt graf. Az alabbi allitasokrol dontsiik el, hogy feltétleniil igazak-e!
a) Ha G-bdl elhagyunk egy élt, a kapott graf is perfekt.
b) Ha G-hez hozzavesziink egy élt, a kapott graf is perfekt.
¢) Ha G-bdl elhagyunk egy csicsot (az Osszes élével egyiitt), a kapott graf is perfekt.
d) Ha G-hez hozzavesziink egy 1j csticsot és azt az Osszes meglévs csicesal 6sszekotjiik,
a kapott graf is perfekt.

4. 64 kockacukorbol épitettiink egy (4 x 4 x 4)-es nagyobb kockat (amelynek tehat az

élhosszusaga 4 kockacukornyi). A G graf csicsai legyenek a kockacukrok, két kiilonbozé

cstcs pedig akkor legyen szomszédos G-ben, ha a megfeleld két kockacukor kozos lap mentén

szomszédosak az épitményben. Hatarozzuk meg x.(G)-t, vagyis a G élkromatikus szamat!
A ® B @& C

5. Jelolje Gg azt a Mycielski-konstrukecio

altal készitett grafot, amelyre y(Gg) = 8.
Ekkor Gg-nak 191 csticsa van. Hatéroz- D
zuk meg v(Gy), vagyis a Gg-beli fiiggetlen

élek maximélis szdmanak értékét!

6. Adjunk meg a jobb oldalt lathato hé-
lo6zatban egy maximaélis folyamot (S-bdl
T-be) és egy minimélis vagast!

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkezé adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti gya-
korlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaids 90 perc.

A feladatok megoldésat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa kozben
szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
Zarthelyi feladatok
2011. aprilis 21.

1. Az aldabbi A métrix egy G iranyitatlan graf szomszédossagi méatrixa, a B
matrix pedig egy H hurokélmentes, iranyitott graf illeszkedési méatrixa. Adjuk
meg mindkét matrixban a hianyzo (O-val jelolt) elemeket és rajzoljuk le a G és
a H grafot!
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2. A G egyszerd, n cstucsu grafban barmely két, nemszomszédos cstcsra teljesiil,
hogy a fokszamaik Gsszege legalabb n+k — 2 (ahol k > 1 egész). Bizonyitsuk be,

hogy G k-szorosan Osszefliggd!

3. Milyen maradékot adhat egy egész szam 142-vel osztva, ha a 83-szorosa 1

maradékot ad 142-vel osztva?

32011

4. Mennyi maradékot ad 32°M-nel osztva 100 ?

5. Ertelmezziik a térvektorok R? halmazan a % miveletet a kovetkezsképpen:
(a,b,¢) = (de, f) = (a+d,b+e,ae+c+ [)
Déntsiik el, hogy R? csoportot alkot-e *-ra nézve!

6. Legyen GG véges csoport és g és h két tetszbleges elem GG-ben. Mutassuk meg,
hogy o(g-h) = o(h-g)! (A G-beli miiveletet --tal jeloltiik, o pedig az elem rendjét
jeloli.)

A dolgozatra kérjiik jol olvashatdan felirni a kovetkez$ adatokat: név, Neptun-kod, Neptun
szerinti gyakorlatvezeté neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaidd
90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat
megirasa kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.

Zarthelyi feladatok — az FuluS O zarthelyi potlasara
2011. majus 9.

1. Egy banketten 50 vendég vesz részt, 2. Az alabbi grafnak mely éleire teljesiil,
mindegyikiik legalabb 5 embert ismer hogy azt a gratbol elhagyva a kapott (15
a tobbiek kozil. (Az ismeretségek kol- éld) graftban van Euler-ut?

csonosek.) A vendégek koziil barhogyan is A B

valasztunk 3-at, 4-et vagy 5-0t, ezek nem

tudnak letilni egy kor alaku asztal koré ugy,

hogy mindenki mindkét szomszédjat is- H C

merje. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az 6sszes

vendég le tud ilni egy 50 f6s, kor alaka

asztal koré tgy, hogy barmely két, egymés

mellett iil6, de egymast nem ismerd ember-

nek legyen a vendégek kozt kozos ismerdse! d E

3. Tekintsiik azokat az intervallumokat a szamegyenesen, amelyeknek mindkét végpontja
1 és 100 kozotti egész szam, a hosszuk legalabb 1 és legfoljebb 4, valamint legalabb az
egyik végpontjuk paros szam. Hatarozzuk meg az ezek altal meghatarozott intervallum-
graf kromatikus szamat!

4. Legyen G az a graf, amelyet egy 2011 pontu korbdl kapunk tgy, hogy mindegyik élét
helyettesitjiik két parhuzamos éllel. Hatérozzuk meg G élkromatikus szamét!

) o ) ( 0100010
5. A G(A, B; E) paros graf két pontosztalya legyen A = 1111101
{CLl,CLQ,...,CL(;} és B = {bl,bg,...,b7}. Minden 1 SZS 6, 1 S 0100110
J < T esetén az a; akkor legyen szomszédos bj-vel, ha a jobbra 1011011
lathatd matrix 7-edik soranak és j-edik oszlopanak keresztezd- 0000110
désében &ll6 elem 1-es. Van-e G-ben A-t lefeds péarositas? \ 0100100 )
6. Adjunk meg az alabbi héalozatban egy maximalis folyamot (S-bdl T-be)!

F @ G @ T

A dolgozatra kérjiikk jol olvashatéan felirni a kiévetkezs adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaidd 90 perc.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.

Zarthelyi feladatok — a MM A SODIK zarthelyi potlasira

2011. méjus 9.

1. Igaz-e, hogy az aldbbi graf
a) 4-szeresen élosszefliggd;

b) 4-szeresen pontosszefiiggs?

2. A 100 cstcst, hurokélmentes G graf szomszédossagi matrixat jelolje A. Mutassuk meg,
hogy ha az A" méatrix fsatlojaban allo elemek sszege 107-nél kisebb, akkor G-nek van

olyan csucsa, amelynek a foka legfoljebb 9.

3. Egy n egész szamra teljestil, hogy 50n és n + 1 azonos maradékot ad 178-cal osztva.

Mi lehet ez a kozos maradék?

4. Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan pozitiv egész n szam létezik, amelyre 2011" —1

oszthato n-nel!

5. Legyen H = {(a,b) : a,b € R,a # 0} a nem az z-tengelyre es6 sikvektorok halmaza.
Ertelmezziik H-n a * miiveletet a kovetkezéképpen:

(a,b) x (¢,d) = (ac,ad + b)

Dontsiik el, hogy H csoportot alkot-e x-ra nézve!

6. Bizonyitsuk be, hogy 50 elemi Abel-csoportban nem létezhet két olyan, egymastol és
az egységelemtdl kiilonbozo elem, amelyeknek a négyzete egyarant az egységelem!

A dolgozatra kérjiikk jol olvashatoan felirni a kiévetkez6 adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaidd 90 perc.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara
2011. majus 17.

1. Legkevesebb hany élt kell hozzavenni az aldbbi grathoz ahhoz, hogy a kapott grafban
legyen Hamilton-kor?

He |

2. Létezik-e olyan (véges) szémsorozat, amelyre az alabbi harom feltétel mindegyike
teljesiil:
1. a sorozat minden tagja az 1,2, ..., 100 szdmok valamelyike;
2. a sorozat barmely két, szomszédos tagja koziil az egyik mindig osztoja a mésiknak;
3. barhogyan is valasztunk az 1,2,...,100 szamok koziil két olyat, amelyek koziil az
egyik osztdja a masiknak, pontosan kétszer fordul els, hogy a két valasztott szdm a
sorozatban egymas mellett all (valamilyen sorrendben)?

3. Hatarozzuk meg az alabbi graf kroma- 4. Legyen G az a graf, amelyet egy 2011
tikus szamét! pont teljes grafbol kapunk tgy, hogy mind-
egyik élét helyettesitjiik két parhuzamos él-
lel. Hatérozzuk meg G élkromatikus szamat!

5. Legyen G paros graf, a G-beli maximélis
fokszamot jelolje A. Mutassuk meg, hogy
G-ben létezik olyan M pérositas, amely az

osszes A foku pontot lefogja (vagyis minden
A foku pontra illeszkedik M-beli él)!

6. Adjunk meg az alabbi halozatban egy minimélis ST-vagast!

F ®&® 6 1 T

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kdvetkezs adatokat: név, Neptun-kod.
Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaidd 90 perc.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.

Zarthelyi feladatok — a MM A SODIK zarthelyi potlasira

2011. méajus 17.

1. Egy G iranyitatlan graf esetén jelolje 3 - G azt a grafot, amelyet G-bdl kapunk ugy,
hogy mindegyik élét helyettesitjiik harom parhuzamos éllel. Dontsiik el, hogy igazak-e az
alabbi allitasok!

a) Ha G 0Osszefiiggs graf, akkor 3 - G 3-szorosan élosszefiiggd graf.

b) Ha G Osszefiiggs, legalabb 4 cstucsu graf, akkor 3 - G 3-szorosan pontosszefiiggs
graf.

2. Legyen G iranyitatlan, hurokélmentes graf és legyen H egy olyan iranyitott graf,
amelyet G-bdl nyeriink gy, hogy mindegyik élét iranyitjuk (valamelyik irdnyba). Legyen
tovabba B a H illeszkedési matrixa. Rajzoljuk le a G grafot, ha tudjuk, hogy a B - BT
matrix az alabbi:

1 -1 0 0
-1 2 -1 0

T _
B-B = 0o -1 2 -1
0 0 -1 1

(BT a B matrix transzponaltjat jeloli.)
3. Milyen maradékot adhat az n egész szam 202-vel osztva, ha 53n — 1 oszthato 202-vel?

4. Mi az utolso két szamjegye a 9-es szamrendszerben a (10-es szamrendszerben felirt)

18
2019 szamnak?

5. Egy négyzetet onmagaba vivs tengelyes tiikrozéseket jelolje t1, to, 5 tq ty
3 és ty az dbra szerint. Jelolje tovabba a négyzet kézéppontja kortili
a sz0gU (pozitiv, vagyis az oramutato jarasaval ellentétes forgasirany
szerinti) elforgatast f,. Adjuk meg az alabbi miiveletek eredményét
a D, diédercsoportban!

a) ty -ty b) t3* ¢) (foge)?OM

6. Legyen g és h a 60 elemd G Abel-csoport kiilonb6z6, de egyarant 3 rendd elemei.
Bizonyitsuk be, hogy h = g%

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kdvetkezs adatokat: név, Neptun-kod.
Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaidd 90 perc.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselmeéletbe I1.
Zarthelyi feladatok — pontozési utmutato
2011. méarcius 17.

Altalanos alapelvek.

A pontozési utmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az itmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirdsa; a
leirt lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdk.

Az utmutatdban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
gy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazésa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldéasa volna kaphato. Az utmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérd jo megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Legkevesebb hany élt kell hozzavenni az alabbi grafhoz ahhoz, hogy a kapott grafban legyen Hamilton-
kor?

A B

Az A és H csucsokat elhagyva a maradék grafnak 3 komponense lesz (a {B, D}, a {C, F} és a {G,E}

élek). (3 pont)
Igy (a tanult tétel szerint) a grafban nincs Hamilton-koér. (2 pont)
Azonban (példaul) az {E, F'} élt hozzavéve a grafthoz abban méar lesz Hamilton-kor (példaul az F, C,
H, B, D, A, G, E, F sorrendben). (4 pont)
Igy minimalisan 1 élt kell a grafhoz venni, hogy legyen benne Hamilton-kor. (1 pont)

2. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan (tizes szamrendszerben felirt) n szam, amelyben a szomszédos
szamjegyek Osszege sosem 9, viszont barhogyan is valasztunk két kiilonbozs (0 és 9 kozotti) szamjegyet,
amelyek 6sszege nem 9, a két valasztott szamjegy pontosan egyszer fordul el6 n-ben szomszédos helyeken
(valamilyen sorrendben).

x ok ok kX

Legyen G az a graf, amelynek cstcsai a 0,1,...,9 szamjegyek, két kiillonboz6 cstics pedig pontosan
akkor szomszédos G-ben (egyetlen él mentén), ha a megfelels szamjegyek Osszege nem 9. (2 pont)

A feladat megoldasahoz azt kell belatnunk, hogy G-ben van Euler-ut (vagy Euler-kor). Ugyanis ebben
az esetben az Euler-utat végigjarva és az ut soran érintett szamjegyeket sorban leirva épp a kivant

tulajdonsagu szamot kapunk. (4 pont)
G nyilvan 6sszefiiggs: ha két csics nem szomszédos, mindig van kozos szomszédjuk. (2 pont)
G-ben minden pont foka 8 (mert sajatmagan kiviill még egy szamjeggyel nem szomszédos: azzal, amelyik
6t 9-re egésziti ki). (1 pont)

Mivel minden fokszam paros és G 6sszefliggd, a tanult tétel szerint G-ben valoban van Euler-kor. (1 pont)
(A megoldashoz elvileg hozzatartozna, hogy az Euler-kor bejarasat nem a 0-tol kell inditani, hogy az
elsG leirt szamjegy ne 0 legyen; ennek elhagyéaséért nem vonunk le pontot.)



3. Legyen G perfekt graf. Az alabbi allitasokrol dontsiik el, hogy feltétlentl igazak-e!

a) Ha G-bdl elhagyunk egy élt, a kapott graf is perfekt.

b) Ha G-hez hozzavesziink egy élt, a kapott graf is perfekt.

c) Ha G-bdl elhagyunk egy csticsot (az Gsszes élével egyiitt), a kapott graf is perfekt.

d) Ha G-hez hozzavesziink egy 1j csticsot és azt az Osszes meglévs csuicesal Osszekotjik, a kapott
graf is perfekt.

* ok ok ok ok

a) Az allitas hamis. Ha igaz volna, az 5 pontu teljes grafbol — ami definicié szerint nyilvan perfekt —
egyesével éleket elhagyva mindig perfekt grafokat kapnank. Ez azonban nem igy van: az 5 pontt kor

(ami K5-bdl 5 ¢l elhagyasaval megkaphato) nem perfekt. (2 pont)
b) Az allitas hamis. Egy 5 pontu ut nyilvan perfekt graf (példaul mert paros graf), de a végpontjait
Osszekotve mar nem perfekt grafot kapunk. (2 pont)
c) Az allitas igaz. A kapott graf minden F' feszitett részgrafja G-nek is nyilvan feszitett részgrafja, igy
arra x(F) = w(F) fenn kell alljon G perfektsége miatt. (2 pont)

d) Az allitas igaz. Legyen a hozzavett 1 csics v, a v-vel kiegészitett graf G’. Legyen F’ a G’ egy
feszitett részgrafja. Ha v ¢ V(F"), akkor F’ feszitett részgrafja G-nek is, igy x(F’) = w(F"). Ha viszont
v € V(F'), akkor F'-bél v-t elhagyva a kapott F-re x(F) = w(F) ismét igaz, mert F' mar feszitett
részgrafja G-nek. Azonban x(F') = x(F') 4+ 1, mert v szine minden més csticsétol kiilonbozs kell legyen
és w(F') = w(F) + 1, mert barmely F-beli klikk kiegészithets v-vel. Igy x(F") = w(F"') is igaz.(4 pont)

4. 64 kockacukorbol épitettiink egy (4 x 4 x 4)-es nagyobb kockat (amelynek tehéat az élhossztusaga
4 kockacukornyi). A G graf csucsai legyenek a kockacukrok, két kiilonboz6 cstics pedig akkor legyen
szomszédos G-ben, ha a megfelel§ két kockacukor kozos lap mentén szomszédosak az épitményben.
Hatérozzuk meg x.(G)-t, vagyis a G élkromatikus szamaét!

* ok ok ok ok

G-ben a maximaélis fokszam 6: barmely, nem a nagy kocka felszinére illeszkeds kockacukor 6 mésikkal
szomszédos (és 6-nal tobbel nyilvan egy sem lehet). (3 pont)
G paros graf. Ugyanis képzeljiik az épitményt 4 egymésra helyezett, (4 x 4)-es kockacukorrétegnek
és mind a 4 réteget szinezziik a sakktédbla mezGihez hasonléan, de az egymasra kovetkezd rétegeken
mindig felcserélve a vilagos és sotét szerepét. Ekkor GG csucsait valoban tgy osztottuk két osztalyra,
hogy egyiken beliil sem vezet él. (4 pont)
[gy az el6adason tanult tételbl (miszerint paros grafra y.(G) = A(G)) kévetkezéen x.(G) = 6.(3 pont)
A fenti tételre valo hivatkozas helyettesithetd azzal is, ha megadjuk a graf éleinek egy 6 szinnel valo
szinezését.

5. Jelolje Gg azt a Mycielski-konstrukcio altal készitett grafot, amelyre x(Gs) = 8. Ekkor Gg-nak 191
csucsa van. Hatarozzuk meg v(Gg), vagyis a Gg-beli fliggetlen élek maximaélis szamanak értékét!

x ok ok ok Xk

v(Gg) < 95, hiszen 96 parhoz méar 192 csucsu graf kellene. (1 pont)
Teljes indukcioval megmutatjuk, hogy minden k£ > 3-ra Gj-ban van olyan parosités, amely csak egyetlen
csucsot hagy parositatlanul.

Ebbdl mar kévetkezni fog, hogy v(Gs) = 95. (1 pont)
k = 3-ra ez nyilvan igaz, hiszen G3 egy 5 pontu kor. (1 pont)

Tegyiik fel, hogy Gr-ban adott egy M parosités, ami egyediil az = csiicsot hagyja szabadon. Gy q-et
ugy kapjuk, hogy G} minden v csticsdhoz felvesziink egy 1j v’ csticsot, ezt 0sszekotjiik v minden Gj-beli
szomszédjaval, végiil egy tovabbi w cstcsot Osszekotiink az Osszes v’ tipusu ponttal.

Az M parositas minden {u, v} élét helyettesitsiik az {u,v'} és az {u/, v} élekkel. (4 pont)
A kapott parositds csak harom pontot hagy szabadon: z-et, 2'-t és w-t. Azonban 2’ és w szomszédos,
igy az elgbbit az {2/, w} éllel kiegészitve valoban olyan péarositast kapunk, ami csak egyetlen Gy 1-beli
cstcsot (z-et) hagy szabadon. (3 pont)



6. Adjunk meg a bal oldalt lathato halozatban egy maximalis folyamot (S-bél T-be) és egy minimalis
vagast!

A fenti, jobb oldali abréan lathato folyam értéke 14. (A 0 folyamértékeket nem jeloltiik.) (3 pont)
Az ugyancsak az abran lathato vagas (tehat az {S, A, B, F, I} halmaz és a maradék csicsok kozott
futo élek halmaza) értéke (tehéat az {S, A, B, F, I'} halmazbol a maradék cstucsok halmazaba mend élek

osszkapacitasa) szintén 14. (4 pont)
Mivel tetszdleges folyam értéke legfoljebb akkora lehet, mint tetszéleges vagés értéke, (1 pont)
ezért a 14 értéki vagas bizonyitja, hogy a 14 értékd folyam maximalis (1 pont)
¢és a 14 értékd folyam bizonyitja, hogy a 14 értéki vagas minimalis. (1 pont)

Az utols6 3 pont tehat annak jar, aki (érdemben) indokolja, hogy a megadott folyam, illetve vagas
maximaélis, illetve minimélis. (Példaul az ,a Ford-Fulkerson tétel miatt a folyam maximalis, a vagas
minimalis” mondat — tovabbi kiegészités hijan — nem tekintendd (érdemi) indoklasnak; aki csak ennyit
ir, az utolsé 3 pontbol 1-et kapjon.) Lehet tigy is érvelni, hogy a 14 értéki folyamhoz tartozo (helyesen
felrajzolt) segédgrafban mar nincs javito 1t, tehat a folyam maximalis.



Bevezetés a szamitaselmeéletbe I1.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zéarthelyi potlasara

Pontozasi atmutatod
2011. majus 9.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi ttmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
tato minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az ttmutatonak nem célja a feladatok teljes értékd megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolédéd gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hatéaskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletért, részmegoldasért, amelybdél a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Az atmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérd jo megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatéra 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Egy banketten 50 vendég vesz részt, mindegyikiik legalabb 5 embert ismer a tobbiek koziil. (Az
ismeretségek kolesonosek.) A vendégek koziil barhogyan is valasztunk 3-at, 4-et vagy 5-6t, ezek nem
tudnak letilni egy kor alaki asztal koré ugy, hogy mindenki mindkét szomszédjat ismerje. Bizonyitsuk
be, hogy ekkor az Gsszes vendég le tud iilni egy 50 f&s, kor alaka asztal koré ugy, hogy barmely két,
egymés mellett 1il6, de egymast nem ismerd embernek legyen a vendégek kozt kozos ismerGse!
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Legyen GG az a graf, amelynek csticsai a vendégek és az élek az ismeretségeknek felelnek meg.

Legyen tovabba H az a graf, amelynek cstcsai ismét a vendégek, de két vendég akkor szomszédos
H-ban, ha ismerik egymast, vagy van kozos ismerdsiik. A feladat azt megmutatni, hogy H-ban van
Hamilton-kor. (1 pont)
Legyen v tetszéleges vendég. A feladat szerint van legalabb 5 ismerdse, ezek H-ban (is) szomszédai.
Tovabba v minden ismerdsének van v-n kiviil legalabb 4 ismerdse, akikkel v szomszédos H-ban.(2 pont)
A felsorolt legalabb 5 4 4 -5 = 25 H-beli szomszéd koziil barmely ketts kiillonbozd, hiszen ha v két
ismerGse kozott volna ismeretség az egy 3 hosszi, ha v egy ismerGse és egy ,masodismerGse” kozott
volna ismeretség, az egy 4 hosszi kort jelentene G-ben; a feladat szerint ezek nem fordulnak elé.(5 pont)
A H egyszerii graf tehat 50 pontt és minden pont foka legalabb 25, igy a Dirac-tétel miatt valéban
van benne Hamilton-kor. (2 pont)
(Megjegyezziik, hogy a megoldasban nem hasznéaltuk ki azt a feltételt, hogy a grafban — a feladat
szovege szerint — 5 hossszisagu kor sincs.)

2. Az alabbi grafnak mely éleire teljestil, hogy azt a grafbol elhagyva a kapott (15 éld) grafban van
Euler-ut?
A B



* ok ko ok ok

A grafban a paratlan foku pontok: A, C', E és G. (
Az {A, E} élet elhagyva A és E foka parosra valtozik (
és a maradék graf osszefiiggd is lesz, (1 pont
igy a tanult tétel szerint lesz benne Euler-tit. (
Azonban {A, E}-n kiviil méas ¢l nem felel meg a feladat feltételének: mivel {A, E'} az egyetlen olyan él
a grafban, ami A, C, E és G kozil kot 6ssze kett6t, barmely més él elhagyasa utan e koziil a négy pont
koziil legalabb harom még paratlan foka marad (s6t: még egy tovabbi paratlan foku is keletkezik), igy
nem lesz a maradék grafban Euler-ut. (6 pont)

3. Tekintsiik azokat a zart intervallumokat a szdmegyenesen, amelyeknek mindkét végpontja 1 és 100
kozotti egész szam, a hosszuk legalabb 1 és legfoljebb 4, valamint legalabb az egyik végpontjuk paros
szam. Hatarozzuk meg az ezek altal meghatarozott intervallumgraf kromatikus szamat!
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Legyen G a feladatbeli graf. Az el6adason tanult tétel (miszerint az intervallumgrafok perfektek) miatt
X(G) = w(G). Igy x(G) helyett w(G)-t is meghatarozhatjuk. (1 pont)
Ha G-ben klikket alkot néhany cstics, akkor a megfelel§ intervallumok kozil barmely kettd metszd;
vagyis a klikkek az egy adott szamot tartalmazo intervallumok halmazanak felelnek meg. Igy a kérdés
az, hogy legfoljebb hany k-t tartalmazo6 intervallum lehet G-ben, ha 1 < k£ < 100. (3 pont)
Ha k paros, akkor a 4 hossztiakbol legfoljebb 3 van ([k —4, k], [k — 2,k +2], [k, k+4]), a 3 hossziuakbol
legfoljebb 4 ([k — 3, k|, [k — 2,k + 1], [k — 1,k + 2], [k, k + 3]) a 2 hosszuakbol legfoljebb 2 ([k — 2, k],
[k, k + 2]) és az 1 hossziakbdl is legfoljebb 2 ([k — 1, k|, [k, k + 1]). (A ,legfoljebb” mindig arra utal,
hogy a felsorolt intervallumok 1-hez vagy 100-hoz kozeli k-kra kiloghatnak [1, 100]-bol.) (2 pont)
Ha £ paratlan, akkor a 3 és 1 hosszu intervallumok esetében nincs valtozas, de a 4 és 2 hossztuiak szama

eggyel-eggyel kisebb: [k — 3,k + 1] és [k — 1,k + 3], illetve [k — 1,k + 1]. (2 pont)
Kovetkezésképp a k-t tartalmazo intervallumok maximaélis szama 11 (ami 6 és 96 kozotti paros k-kra
kovetkezik be), igy w(G) = x(G) = 11. (2 pont)

Megjegyezziik, hogy a hidnytalan megoldéshoz elvileg hozzatartozna annak indoklasa is, hogy a fenti
megoldésban elegendd egész k-kat vizsgalni; ennek elmulasztasaért azonban nem vonunk le pontot. A
feladat megoldhato tgy is, hogy a grafban mutatunk egy 11-es klikket (a fentiek szerint pl. az 50-
et tartalmazo intervallumok) és egy 11 szinnel valo helyes szinezést (pl. az 1 hosszuakat felvaltva 2
szinnel szinezziik, a 2 hossztiakat ugyanigy 2 djabb szinnel, a 3 hossztakat ciklikusan valtogatva 4
szinnel, a 4 hosszuiakat ugyanigy 3 szinnel). Ha igy indoklunk, az intervallumgrafok perfektségére nem
kell hivatkozni.

4. Legyen GG az a graf, amelyet egy 2011 pontt korbsl kapunk gy, hogy mindegyik élét helyettesitjiik
két parhuzamos éllel. Hatarozzuk meg G élkromatikus szamét!
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G minden élszinezésében barmely szint legfoljebb 1005-sz6r hasznalhatunk (hiszen 1006, azonos szin

élhez 2012 cstucs kellene). (2 pont)
Ezért 4 szin nem lehet elegendd egy helyes élszinezéshez: igy 0sszesen 4-1005 = 4020 élet szinezhetnénk
meg, pedig G-nek 2 - 2011 = 4022 éle van. (3 pont)

Megadjuk G egy élszinezését 5 szinnel. Bontsuk fel G élhalmazat két 2011 hosszu korre (a ,kiilsé
korre” és a ,belss korre”). Mindkettd megszinezhets harom szinnel példaul tgy, hogy két szint felvaltva
hasznélva megszineziink 2010 élet, a harmadik szint pedig csak egyszer hasznaljuk (amikor ,a kor
zarul”). Azonban G élszinezésekor a 3 + 3 szinhez képest sporolhatunk egy szint, ha a  kiilsg” és a
,bels¢” koron is a fenti szinezést hasznaljuk, de a két esetben a harmadik, egyszer hasznalatos szint
azonosnak valasztjuk (legyen ez példaul a zold). Ez konnyen megtehetd, ha a két koron vett szinezést
elforgatjuk egymaéashoz képest gy, hogy a két zold él ne legyen szomszédos. (5 pont)
Megmutattuk, hogy G élszinezéséhez 5 szin sziikséges, de ennyi elégséges is, ezért x.(G) = 5.
Megjegyezziik, hogy mivel G nem egyszerd graf, ezért a tanult Vizing-tétel nem alkalmazhato ra, igy
a fenti megoldasban a szinezés megadasa nem keriilhetd meg.



5. A G(A,B;E) paros graf két pontosztalya legyen A =
{ai,a9,...;a6} és B = {b,by,...,b;}. Minden 1 <1i <6,
1 < j < Tesetén az a; akkor legyen szomszédos b;-vel, ha a jobbra
lathatoé matrix ¢-edik soranak és j-edik oszlopanak keresztezddé-
sében allo elem 1-es. Van-e G-ben A-t lefeds parositas?

OO = O = O
—_ O O = =
OO = O = O
OO = O = O
— _ Ok~ O
O === O
OO = O = O
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A maétrixbol kiolvashatd, hogy az ai, as, as és ag cstcsok minden szomszédja a bs, bs és bg cstucsok
koziil keriil ki (vagyis a Hall-tétel jeloléseit hasznalva N ({ay, as, a5, as}) = {b2, b5, b }). (5 pont)
Igy nyilvan nincs G-ben A-t feds pérositas, hiszen a felsorolt 4 csiics mindegyike nem kaphat part
a 3 rendelkezésre allo lehetségbdl. (Lehet a Hall-tétel trivialis iranyéara is hivatkozni, miszerint az
X = {ay,as, a5, a6} valasztassal |[N(X)| < |X]|, igy nincs A-t lefeds parosités.) (5 pont)
Megjegyezziik, hogy a fenti megoldas kulcsa nyilvan az {aq,as, as, ag} halmaz megtalalasa. Ez — te-
kintettel a graf ardanylag kicsi méretére — probélgatéassal sem nehéz, de az el6adason tanult javitoé utas
algoritmus is gyorsan ide vezet.

6. Adjunk meg az alabbi halozatban egy maximalis folyamot (S-bél T-be)!

A 3) B

F & ¢ @& 71

Az alabbi dbran lathato folyam értéke 30. (A 0 folyamértékeket nem jeloltiik.) (4 pont)
Az ugyancsak az abran lathato vagas (tehat az {S,C, B, E} halmaz és a maradék cstcsok kozott
futo élek halmaza) értéke (tehéat az {S,C, B, E'} halmazbol a maradék cstcsok halmazaba mend élek

Osszkapacitasa) szintén 30. (4 pont)
Mivel tetszdleges folyam értéke legfoljebb akkora lehet, mint tetszéleges vagés értéke, (1 pont)
ezért a 30 értéki vagas bizonyitja, hogy a 30 értékid folyam maximaélis. (1 pont)

Az utolsé 2 pont tehat annak jar, aki (érdemben) indokolja, hogy a megadott folyam maximaélis.
(Példaul az ,a Ford-Fulkerson tétel miatt a folyam maximalis” mondat — tovabbi kiegészités hijan —
nem tekintendd (érdemi) indoklasnak; aki csak ennyit ir, az utolsé 2 pontbol 1-et kapjon.) Lehet ugy
is érvelni, hogy a 30 értéki folyamhoz tartozo (helyesen felrajzolt) segédgrafban mér nincs javito tut,
tehat a folyam maximalis.

F 21 G 5@) T



Bevezetés a szamitaselmeéletbe I1.

Zarthelyi feladatok — az MASODIK zarthelyi potlasara

Pontozasi atmutatd
2011. majus 9.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi ttmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért
az utmutat6 minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait
és az ezekhez rendelt részpontszdmokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok
teljes értékd megoldasanak részletes lefrasa; a leirt 1épések egy maximélis pontszamot
éré megoldas vazlatanak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a
kapcsolodd gondolat egy attekinthets, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1é-
péseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok,
tételek puszta leirasa azok alkalmazéasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyéb-
ként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése,
hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan Gtletért, részmegoldéasért, amelybdl a dolgozatban le-
irt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato.
Az ttmutatoban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az dtmu-
tatoban leirttol eltérd jo megoldés természetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat
pontszama szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Igaz-e, hogy az alabbi graf
a) 4-szeresen élosszefiiggs;
b) 4-szeresen pontosszefiiggs?

a) A {B,C}, {E,F} és {H, I} élek elhagyasaval kapott graf nem 6sszefliggs, (2 pont)

igy a graf nem 4-szeresen élosszefiiggd. (4 pont)
b) Mivel a graf 4-szeres pontosszefiigglségébsl a 4-szeresen élosszefiiggdség is kovet-
kezne, ezért a graf 4-szeresen pontosszefliggd sem lehet. (4 pont)

(A b) feladat persze a definiciot hasznalva is megoldhato: példaul a B, F' és H pontok
elhagyasaval kapott graf nem osszefiiggd. )

2. A 100 csticst, hurokélmentes G graf szomszédosségi matrixét jelolje A. Mutassuk meg,
hogy ha az A'* matrix f6atlojaban allo elemek Gsszege 10°-nél kisebb, akkor G-nek van
olyan csucsa, amelynek a foka legfoljebb 9.
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Legyen V(G) = {v1,vs,...,vi00}. Az A f64atlojaban allo i-edik elem a v;-b6l sajatma-
gaba vezets, pontosan 14 éli élsorozatok szama. (1 pont)
Barmely v;-b6l indulva 14 éld, v;-be vezets élsorozatot kapunk, ha tetszélegesen meg-
valasztva a v;-re illeszkedd eq, es, ..., e; (nem feltétlen kiilonbozs) éleket, elGszor eq-en,
majd es-n, stb., végiil e;-en ,joda-vissza” haladunk. (4 pont)
Ha d(v;) = d, akkor ezzel d” kiilonboz6, v;-b6l v;-be vezetd élsorozatot kapunk. (3 pont)
Ha tehat indirekt feltessziik, hogy minden pont foka legalabb 10, akkor ezzel minden v;-re
legalabb 107, 6sszesen pedig legalabb 100 - 107 = 10° kiilénboz6 élsorozatot kapnank. Ez
ellentmond annak, hogy az A fsatlojaban allo elemek Gsszege 10%-nél kisebb. (2 pont)
(Megjegyezziik, hogy a fenti megoldasban d’ természetesen nem az dsszes v;-b6l v;-be
vezetS, 14 hosszisagi élsorozat szama; a megoldasban csupan annyit allitunk, hogy d”
darab ilyen élsorozatot még a leirt, nagyon specialis modon is talalhatunk.)

3. Egy n egész szamra teljesiil, hogy 50n és n + 1 azonos maradékot ad 178-cal osztva.
Mi lehet ez a kozos maradék?
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A feladat az 50n =n+1 (mod 178) lineéris kongruencia. (1 pont)
n-et levonva: 49n =1 (mod 178). (1 pont)
4-gyel szorozva: 196n =4 (mod 178), vagyis 18n =4 (mod 178). (1 pont)
2-vel osztva: 9n =2 (mod 89). (1 pont)
10-zel szorozva: 90n = 20 (mod 89), vagyis n =20 (mod 89). (1 pont)
Ebbél n = 20,109 (mod 178). (1 pont)

Ellen6rzés mutatja, hogy a 20 hamis gyok (ami a 4-gyel szorzasnal jott be), igy
n =109 (modl178). ( )
Ebb6l n+1=110 (mod178), igy a keresett kozos maradék a 110. (1 pont)
A linearis kongruencia nagyon sokféleképp megoldhaté jol (akar hamis gy6kot behozo
lépés nélkil is). Aki a fenti megoldast, vagy mas, hamis gyokot behozé megoldast ad,
de nem foglalkozik a hamis gyok kisztirésével, az értelemszertien 3 pontot veszitsen. Ha
valaki csak azt ellenérzi, hogy (49, 178)|1, igy a kongruencidnak van megoldésa, de azt
kiszdmolni nem tudja, az Osszesen (az els§ atrendezéssel egyiitt) 3 pontot kapjon. Sza-
molasi hibékért 1-1 pont vonando le, de a maradék pontszam csak akkor jar, ha a hiba
miatt a feladat nem lett lényegesen konnyebb.

4. Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan pozitiv egész n szam létezik, amelyre 2011" —1
oszthato n-nel!
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Olyan n egészeket keresiink, amelyekre 2011" =1 (modn). ( )

Legyen n 2-hatvany, vagyis n = 2¥ valamely k > 1-re. ( )

Ekkor p(n) = 2k — 2k=1 = 2k=1, (1 pont)

Mivel 2011 paratlan, (n,2011) =1, ( )
k—1

ezért az Buler-Fermat tétel miatt 201127 =1 (modn). ( )

( )

Ezt négyzetre emelve: 20112k =2011"=1 (modn).
Tehat mutattunk végtelen sok olyan pozitiv egészt (a 2-hatvanyokat), amelyekre az allitas
igaz. (1 pont)
Megjegyezziik, hogy a fenti megoldas azon miulik, hogy n-et 2-hatvanynak valasztjuk.
Azonban erre rdjonni nem nehéz: ha az Euler-Fermat tételbsl nyert kongruenciat hat-
vanyozva akarunk eljutni a feladatbeli 2011" = 1 (modn) allitashoz, akkor ebbdl a
@(n)‘n feltételhez jutunk. A ¢(n) képletébdl pedig nem nehéz észrevenni, hogy ez a 2-
hatvanyokra teljestil. (Egyébként go(n)|n a2F.3" k> 1,1> 0 alakt szdmokra igaz, igy
a 2-hatvanyokon kiviil is vannak megoldasai a feladatnak.)



5. Legyen H = {(a,b) : a,b € R,a # 0} a nem az y-tengelyre ess sikvektorok halmaza.
Ertelmezziikk H-n a % mitveletet a kévetkezGképpen:

(a,b) * (¢, d) = (ac,ad + b)

Dontstik el, hogy H csoportot alkot-e x-ra nézve!
* * * * *

Az asszociativitas ellendrzéséhez vegyiink harom H-beli elemet: (a,b), (¢,d), (e, f).
Ekkor ((a,b) * (c,d)) * (e, f) = (ac,ad + b) * (e, f) = (ace, acf + ad + b) és (
(a,b) % ((c,d) = (e, f)) = (a,b) * (ce,cf +d) = (ace,a(cf + d) +b), (
ami acf + ad + b = a(cf + d) + b miatt az asszociativitast igazolja. (
Van egységelem a #-ra nézve, mégpedig az (1,0), (
ugyanis (a,b) % (1,0) = (a-1,a-0+b) = (a,b) (1 pont
és (1,0) x (a,b) = (1-a,1-b+0) = (a,b). (
1 b
(
(
(

A tetszbleges (a,b) elemnek (-, —2) € H inverze lesz,

)
mert (a,b) * (1, =) = (1,-b+b) = (1,0)
¢s (2, —2) % (a,0) = (1,2 - 2) = (1,0).
Mivel a definicié minden feltétele teljesiil, ezért H *-ra nézve csoport. (1 pont
Az utols6é 1 pont annak jar, aki a korabbi szamolasaibol helyes kovetkeztetést von le
(akkor is, ha egy hibas szamolasbol arra kovetkeztet, hogy nem csoport). Megjegyezziik,
hogy a feladatbeli H zart #-ra, hiszen (a,b) € H és (¢,d) € H esetén a # 0, ¢ # 0, igy
ac # 0, vagyis (ac,ad +b) € H. Azonban H zartsagat a feladat szovege is allitja, amikor
x-ot miveletnek nevezi. Ezért ennek ellendrzéséért nem jar kiilon pont.

6. Bizonyitsuk be, hogy 50 elemti Abel-csoportban nem létezhet két olyan, egyméstol és
az egységelemtsl kiillonbozd elem, amelyeknek a négyzete egyarant az egységelem!

x ok ok k%

Tegyiik fel indirekt, hogy a® = e és b* = e egy 50 elemii G' Abel-csoport két kiilonbozd
elemére, ahol e az egységelem és a # e # b (és G miiveletét szorzassal jeloltiik).
Legyen ¢ = a-b. Ekkor ¢ # a, mert a = a-b-bdl balrol a~!-zel szorzassal e = b kovetkezne.

Hasonloan, ¢ # b. (1 pont)
Legyen H = {a, b, c,e}. Allitjuk, hogy H részcsoportja G-nek; ez viszont a Lagrange-tétel
miatt ellentmondas (hiszen 4 [50), amibél a feladat &llitasa kivetkezik. (3 pont)
H zart az inverzképzésre: ¢ = (ab)? = a*b® = e-e = e miatt ¢! = ¢ és hasonloan
al=aésbl'=b(ese!=e). (2 pont)

H zart a szorzasra is. Ez e-vel szorzasra nyilvan igaz, 2*> = e € H minden € H-ra fenn-
all, ab = ¢ definici6 szerint, igy (felhasznalva a mtvelet kommutativitasat is) elég az ac és
be szorzatokat ellenérizni. Ebb6l ac = a(ab) = a?b = eb = b és be = b(ab) = ab® = ae = a,
ami a zartsagot valoban mutatja. (3 pont)
Mivel pedig H zart a miiveletre és az inverzképzésre, ezért valoban részesoport. (1 pont)



