Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Pétzarthelyi feladatok — pontozasi utmutatéd
2025. majus 12.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az utmutaténak nem
célja a feladatok teljes értékit megoldasanak részletes leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré
megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az atmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodd gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az ttmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, gondolatért, amely egy megoldasban érdemi szerephez juthat
és amelybol a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldéasa volna
kaphaté. Ha egy megoldd egy feladatra tobb, egymastél lényegesen kiilonb6zo megoldast is elkezd, akkor
legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy
helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb
megoldasi kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazé is, tovabba a dolgozatbd6l nem dertl ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszédm 0).

Az atmutatoéban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Dontsiik el, hogy a jobbra lathato két graf izomorf-e egy-

massal.
Xk ok x %

A két graf izomorf, (0 pont)
amit példaul a cstcsoknak az aldbbi abran lathaté betiizésével lehet igazolni. (5 pont)
Ehhez azt kell ellenérizni, hogy a bal oldali graf barmely két csiicsa pontosan akkor szomszédos, ha a jobb
oldali graf azonosan betiizott két cstucsa szomszédos. (2 pont)
Az a cstcs szomszédai mindkét grafban b, ¢ és e. A b csiics szomszédai mindkét grafban a, d és f. Es igy
tovabb a tobbi csucsra is. (3 pont)
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Ha egy megoldénak nem sikeriilt ugyan megtaldlni egy izomorfizmust a két graf kozott, de a megoldasbol
egyértelmii, hogy pontosan tudta, mit keres, akkor a magyarazatért jaroé utolsé 2+3 pontbdl 2 megkaphat.
Természetesen mindez csak arra az esetre vonatkozik, ha a definici6 helyes alkalmazasara iranyulé szandék
a dolgozatbol nyilvanvald, tobbféleképpen értelmezheto vagy nem vilagos céllal késziilt abrakért nem adunk
pontot.



2. a) Létezik-e a jobbra lathaté grafban Hamilton-kor?
b) Létezik-e a jobbra lathaté grafban olyan Hamilton-kér, ami
nem tartalmazza a {c, d} élt?

* ok ok ok ok

a) A grafnak van Hamilton-kore; példaul az a,b,c,d,g,1,e,h, f,a sorrendben bejarva a pontokat
Hamilton-kort kapunk. (3 pont)
Pusztan annak kozlése, hogy van Hamilton-koér, nem ér pontot.

b) Az a kérdés, hogy a {c,d} él elhagydsdval kapott grafban van-e Hamilton-kor. (1 pont)
Ebbdl a graftbol a b, f, e, g csticsokat elhagyva a keletkezo grafnak 5 komponense lesz, (4 pont)
amibél az el6addson tanult tétel szerint kovetkezik, hogy nincs Hamilton-kore. (2 pont)

Ha a b) részben egy megoldé helyesen kimondja a vonatkozé tételt és a megoldasabdl vildgos, hogy meg-
kisérelte alkalmazni is, de nem talalt alkalmas elhagyand6é ponthalmazt, vagy egy rossz ponthalmazra
akarja alkalmazni a tételt, de vilagosan kideriil, hogy azt hiszi, hogy ez megteheto, annak 2 pont adhaté
a vonatkozé 4+2-b6l. Nem jar pont azonban az olyan megoldasi kisérletekért, amikben a megoldé (rajz-
ban és/vagy szovegben) dokumentalja azt a folyamatot, ahogyan sikerteleniil prébal rajzolni egy megfelels
Hamilton-kort — kivéve azt az esetet, ha a megoldasbdl kirajzoloédik egy vilagos terv az Osszes szoba jovo
eset lefedésére és ezeknek legalabb a jelentds részét a megoldas meggy6zoen ki is zarja.

3. A @ irdnyitatlan, egyszer(i graf csucshalmaza V(G) = {a,b,c,d,e, f, g, h}. A grafra lefuttattuk a BFS
algoritmust az a cstcsbdl inditva, melynek soran a cstcsokat az dabécé szerinti sorrendjikben értik el, és
az egyes csucsok el6z6(v) mutatdira az alabbiakat kaptuk. Legfeljebb mekkora lehet az e, illetve a h cstcs
fokszama G-ben?

Ekkor az el6z6(v) értékek alapjan a BFS-fa a kovetkezéképpen néz ki.

a
b c
d f
e
g h (1 pont)

(A feladat hidnytalan megoldasahoz persze nem sziikséges a BFS-fa felrajzolésa.)

Az e csics nem lehet szomszédos az a-val, ellenkezd esetben az e-t mar az a-bol bejartuk volna. (2 pont)
Hasonlbéan, a h csics nem lehet szomszédos az a,b,c,d,e csucsok egyikével sem, ellenkezd esetben a
h-t mar bejartuk volna kordbban (egész pontosan az elsé olyan cstcsbdl az a, b, ¢, d, e csticsok koziil,

amelyikkel h szomszédos). (2 pont)
Vagyis az e csics legfeljebb a b, ¢, d, f, g csticsokkal lehet szomszédos G-ben, azaz e fokszama nem lehet
5-nél tobb, (1 pont)
a h csucs pedig legfeljebb az f és g csticsokkal lehet szomszédos, azaz h fokszama nem lehet 2-nél tobb.

(1 pont)

Az pedig el6 is fordulhat, hogy az e fokszama 5 és a h fokszama 2, példaul abban az esetben, ha G az
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alabbi graf (hiszen ebben a grafban a BFS éppen tgy fut le, ahogy a feladat megadta). (3 pont)
Tehat az e cstuces fokszama legfeljebb 5, a h cstcsé pedig legfeljebb 2. (0 pont)

bc

f
R

4. Egy G = (A,B;FE) paros graf két pontosztilya legyen A = 001000100
{ai,as,...,as} és B = {by,ba,...,bg}. Minden 1 < i <8és1<;<9 001100000
esetén a; akkor legyen szomszédos b;-vel, ha a jobbra lathaté matrix ¢- 110011001
edik soranak és j-edik oszlopanak keresztezodésében allo elem 1-es. Ha- 000100100
tarozzuk meg v(G), azaz a fuggetlen élek maximalis szaménak, valamint 001000100

. (L 010010010
p(G), azaz a lefogd élek minimélis szamanak értékét, tovabba adjunk 001000100
meg G-ben egy maximadlis fliggetlen élhalmazt és egy minimalis lefogd 110001011

élhalmazt.
%k ok % ok

Az {a1, b3}, {ag, by}, {as, b1}, {as, b7}, {ae, ba}, {as, by} élhalmaz egy 6 elemii fiiggetlen élhalmaz, hiszen se-
melyik két élnek nincs kézos végpontja (az utébbi megallapitas hidnydért ne vonjunk le pontot), (1 pont)

tehat v(G) > 6. (1 pont)
Az a3, ag, ag, b, by, by cstcsok egy 6 elemii lefogd ponthalmaz, (1 pont)
mert a matrixban szereplé Osszes l-es az érintett sorok vagy oszlopok valamelyikében taldlhaté (vagyis
minden élnek legaldbb az egyik végpontja a felsoroltak kozott van). (1 pont)
Tehéat 7(G) < 6. (1 pont)
Innen a v(G) < 7(G) Osszefiiggés szerint v(G) = 7(G) = 6 adddik és igy a megadott fliggetlen élhalmaz
maximalis (a megadott lefogd ponthalmaz pedig minimalis). (2 pont)

A tanultak szerint ekkor a megadott maximalis parositas kiegészitheté egy minimalis lefogd élhalmazza
ugy, hogy minden, a parositas altal le nem fogott v csics esetén valasztunk egy tetszéleges v-re illeszkedo

élt, vagyis az {a17b3}7 {a27b4}7 {a:%, 51}, {a4,b7}, {06752}, {ag, bg}, {a5,b3}, {a77b3}, {a3,bs}, {a3, bﬁ}, {%;bs}
egy minimalis lefogé élhalmaz. (3 pont)

Aki csak a minimalis lefogd élhalmaz méretét hatérozza meg (pl. Gallai tétele segitségével), az az utolsé 3
pontbdl 1-et kapjon, csakigy, mint az, aki megtalalja ugyan a minimalis lefog6 élhalmazt, de a minimalitast
nem indokolja. A v(G) < 7(G) allitas helyett lehet (bar szitkségtelen) Kénig tételére is hivatkozni (miszerint
péaros grafban v(G) = 7(G)). A v(G) = 6 allitds indoklasaért jard dsszesen 5 pont viszont csak annak jar,
aki meggy6zben és vildgosan indokolja, hogy a megadott parositds maximalis. (Ures frazisok, mint példaul
,Kénig tétele miatt” nem érnek pontot.) Megjegyezziik, hogy a maximélis parositast természetesen lehet
az el6adason tanult javitéutas algoritmussal keresni; azonban (ahogy az a fentiekbdl latszik) egy teljes
értékli megoldashoz nem feltétleniil sziikséges ennek a 1épéseit dokumentalni. A parositas maximalitasanak
az indoklasat viszont alapozhatjuk az algoritmusra is: ha (meggy6zéen) megmutatjuk, hogy az adott
parositasra nézve nincs javitont, akkor a tanultak szerint az maximalis.

5. Egy G egyszerii grafban egy cstcs fokszama 1, az 0sszes tobbi cstuces fokszama pedig 2025. Hatarozzuk
meg G élkromatikus szamat.

* ok ok ok %

Mivel a graf egyszer(i, haszndlhatjuk Vizing tételét: x.(G) < A(G)+1, igy az élkromatikus szam legfeljebb

2026. (2 pont)
Aki nem emliti az egyszertiséget, az ezért 1 pontot veszitsen.

Hagyjuk el az els6fokt cstcsot, és legyen n az igy kapott graf csicsainak szama. (1 pont)
Ekkor egy cstcs fokszama 2024 lesz, az Osszes tObbié pedig 2025 marad, (0 pont)
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igy mivel a fokszamosszeg egyenld a graf élszamanak kétszeresével, azaz paros kell hogy legyen, ezért n
paratlan. ( )
Barmely élszinezésben az azonos szinii élek parositast alkotnak, ( )
igy legfeljebb (n — 1)/2 élbdl dllhatnak. ( )
2025 szinnel tehdt legfeljebb 2025(2"_1) = 2025n-2025 ¢let, tudunk jol kiszinezni, (1 pont)
( )
( )
( )

2
2025(n—1)+2024 1y
(n 2)+ = 2020n=1 gle van.

Igy legaldbb 2026 szinre van szitkség a graf élszinezéséhez,
a keresett élkromatikus szam tehat 2026.

a grafnak viszont

A x.(G) > 2025 allitasért nem jar pont. Aki viszont a 2026 szinnel szinezhet6ség megallapitdasa utén
erOfeszitéseket tesz annak belatasara, hogy 2026 szin kell is, az kaphat 1 pontot akkor is, ha ezek az
er6feszitések nem jarnak sikerrel.

Az annak indoklaséért jaré 1 pont, hogy az eredeti grafnak paros sok csticsa van (azaz, hogy n + 1 paros),
megszerezheto a kovetkezoképpen is. Felteheto, hogy az 1 foku csicsra illeszkedo €l szine piros. Mivel az
azonos végpontu élek mind kiilonboz6 szinliek, ezért a piros élek egy parositast alkotnak, és mivel csak
2025 szint hasznaltunk, ezért minden 2025 foku cstcsra is illeszkedik piros szinti él. Tehat a piros élek egy
teljes parositast alkotnak, és igy a grafnak paros sok cstcsa van.

Innentol az ellentmondas eléréséig jard 4 pont megszerezheto a kovetkezoképpen is. Legyen egy masik szin
a kék (0 pont). A kék élek altal alkotott parositas lefedi az 6sszes 2025 foku cstcsot (az 1 foku csticsot
viszont nem), és igy paros sok 2025 foku csticsa van a grafnak (2 pont), vagyis a grafnak osszesen péaratlan
sok cstcsa van, ami ellentmondas (2 pont).

6*. Az n cstcst G = (A, B; E) péros grafban minden A-beli cstics fokszdma 5 és minden B-beli csics
fokszdma 4. Hatdrozzuk meg a G-beli fiiggetlen élek maximdlis szamat, azaz v(G) értékét. (A vilasz
természetesen n értékétol fiigghet.)

* ok ok ok ok

Els6 megoldas. Mivel a graf paros, ezért az A-beli csticsok fokszamosszege, illetve a B-beli cstcsok
fokszamosszege is a graf élszamaval egyenlo, (
igy 5|A| = 4|B|, amibél | B| = n — |A| felhasznalaséval |A| = $n adédik. (
Hall tételének segitségével belatjuk, hogy G-ben van A-t fed6 parosités. (0 pont)
Legyen X C A tetsz6leges. Ha X = (), akkor N(X) = (), vagyis ekkor |X| < |N(X)|. ( )
Ha X # (), akkor jelolje mx az X és N(X) kozott mend élek szdmat. (
Mivel az X-re illeszkedd osszes él N(X)-be megy, ezért mx = 5| X]|. (

is lehetnek), igy mx < 4|N(X)]. ( )
Tehét 5/ X| < 4|N(X)|, azaz | X| < 2| N(X)| < [N(X)]. (2 pont)
Igy Hall tétele miatt létezik A-t fedd parositas, ( )
ami nyilvan maximélis, ¢s {gy v(G) = |A] = §n. ( )

Masodik megoldas. Mivel a graf paros, ezért az A-beli csicsok fokszamosszege, illetve a B-beli csicsok

fokszdmosszege is a graf élszaméval egyenld, (1 pont)
igy 5|A| = 4|B|, amibél | B| = n — |A| felhasznalaséval |A| = §n adodik. (1 pont)
Vagyis a grafnak 5|A| = 2n éle van. (1 pont)
Mivel minden cstcs legfeljebb 5 élt fog le, (1 pont)
ezért az osszes él lefogdsahoz legalabb (%n) /5 = gn csticsra van sziikség, (1 pont)
és igy 7(G) > 5n. (1 pont)
Mivel az A-beli csticsok egy lefogd ponthalmazt alkotnak, ezért 7(G) < |A| = jn. (1 pont)
fgy 7(G) = an. (1 pont)
Mivel a graf paros, ezért Kénig tétele miatt v(G) = 7(G) = jn. (2 pont)



