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Altaldnos alapelvek.

A pontozéasi utmutaté célja, hogy a javitdk a dolgozatokat egységesen értékeljék. A zarthelyiben egyes
feladatoknak tobb (1ényegesen nem eltérd) verzidja is megjelent. Az ttmutaté minden feladat egy
verzi6jahoz leirja (legaldbb) egy megoldasanak fébb gondolatait és kozli az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az tutmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirdsa;
a leirt 1épések egy maximélis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsol6dd
gondolat egy attekintheto, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy péld4ul az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazésa
nélkill nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az titmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembe-
vételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldésért, ami egy megoldasban érdemi szerephez
juthat és amibdl a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megol-
dasa volna kaphaté. Ha egy megold6 egy feladatra tobb, egymastél 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast
is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megol-
dasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithetd, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt
értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazo is,
tovabba a dolgozatbdl nem dertil ki, hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb
pontot éré megolddskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az Utmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az dtmutatoban
leirttél eltéro jo megoldas természetesen maximaélis pontot ér, bizonyitas nélkiil azonban csak az
eldadason szereplo tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Piréziaban lecserélték a rendszamokat, mindegyik 8 karakterbdl all és a karakterek mindegyike
az angol abécé 26 betlijének vagy a 10 szamjegynek az egyike. Ezen kivil csak egyetlen szabaly
vonatkozik a rendszamokra: mindegyik pontosan 3 szamjegyet tartalmaz. Hany rendszam készitheto
most Pirézidban? (A végeredmény szamszerii értékét megadni nem kell; azonban a megoldasbdl ki kell
deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szamologéppel, ami csak a négy alapmiiveletet
ismeri.)

* ok ok ok ok

El6szor valasszuk ki a 8 karakter koziil azt a 3-at, ahova a szamjegyek keriilnek. A lehetoségek szama

(az ismétlés nélkilli kombindciondl tanultak szerint) (§) = (1 pont)
= 878 = 56. (2 pont)
Ezutan a kijelolt hdrom helyen a szdmjegyeket 103-féleképp tolthetjiik ki, (1 pont)

mert az elsé 10-féle lehet, mind a 10 kezdést 10-féleképp folytathatjuk, az igy kapott 10%-féle esetet
pedig 10-féleképp fejezhetjitk be (vagy az ismétléses variaciénal tanultakra hivatkozassal). (1 pont)
Hasonlban, az 6t megmaradé helyen a betfiket 26°-féleképpen tolthetjiik ki. (1 pont)
A rendszamok szama igy végiil is 56 - 103 - 26°, (2 pont)
mert a (g) valasztas mindegyikéhez 103-féleképp vélaszthatunk szdmjegyeket és minden igy kapott
esethez 26°-féleképp valaszthatunk betiiket. (2 pont)
(g) konkrét értékét a feladat szovege szerint nem kell kiszamolni, a megfeleld részpontszam a kisza-
molas modjat mutato felirdasért jar. Ennek megfeleloen a végeredményt is elég ezzel megadni. Béar a
feladat szovege a négy alapmivelet haszndlatat engedélyezi, ne vonjunk le pontot a hatvany jelolés
hasznélataért.



2. Az r = 1,2,...,8 értékek kozil melyikre/melyekre igaz, hogy minden 16 csticsu, r-regularis,
egyszeri paros grafban van Euler-kérséta? (Egy graf r-regularis, ha minden csiicsanak foka r.)

* ook ok ok X

A tanultak szerint olyan grafban, melyben van péaratlan fokua cstics, nem lehet Euler-korséta, igy az
r =1,3,5,7 értékek nem megfelelsk. (1 pont)
Az r = 2 és r = 4 értékekre sem igaz az allitas, mert létezik olyan 16 cstcst, 2-regularis, illetve
4-reguldris egyszerti, paros graf, melynek egynél tobb (élt tartalmazd) komponense van, igy nincs

benne Euler-kérséta. (1 pont)
(Ne vonjunk le pontot azért, ha a megoldds nem tér ki arra, hogy a komponensek tartalmaznak élt.)
Az elébbire példa (masok mellett) két 8 csicsu kor unidjaként kapott graf, (1 pont)

az utébbira pedig két K, 4 teljes paros graf unidjaként el6allé graf. (A K44 graf mindkét pontoszta-
lyaban 4 cstcs van és minden olyan cstcspar szomszédos, aminek a tagjai kiilonb6z6é pontosztalyba
tartoznak.) (2 pont)
Az r =6 és r = 8 esetekben viszont a graf osszefiiggé kell legyen. Valéban, ha a két pontosztalyt A
és B jeloli és a € A tetszlleges cstcs, akkor a-val egy komponensbe kell tartozzon annak a legalabb
6 B-beli szomszédja, valamint ezek koziil egy tetszélegesnek az a-tol kiilonbozo, legalabb 5 A-beli
szomszédja is. Igy minden komponens legaldbb 12 csticst, vagyis a 16 csicsi G grafnak csak egy

komponense lehet. (3 pont)
Mivel az olyan 0sszefiigg6 grafoknak pedig, melyeknek nincs paratlan foku cstcsa, a tanultak szerint
van Euler-korsétaja, ezért az r = 6 és r = 8 esetekben az allitas igaz. (2 pont)

Az r = 8 esetben a graf osszefiiggdségét rovidebben, példaul a Dirac-tételre hivatkozassal is lehet
indokolni. Ha egy megoldé csak az r = 8 esetre mutatja meg az Osszefiiggoséget, akkor a megfelel6 3
ponthdl 1-et kapjon meg.

3. Egy 9 csticsu egyszeri grafnak 21 éle van. Mutassuk meg, hogy a grafban van paratlan kor.
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Jelolje a grafot G és tegytk fel, hogy G-ben nincs paratlan kor. (0 pont)
Ekkor a tanultak szerint G paros gréf kell legyen. (3 pont)
Ha G kisebbik pontosztalyaban x cstics van, a nagyobbikban pedig 9 — z, akkor az éleinek a szama
legfoljebb x - (9 — x) (3 pont)
(mert a graf egyszert). (0 pont)

A széba jové x = 0,1, 2, 3,4 értékekre tehat G élszama legfoljebb 0, 8, 14, 18, illetve 20. (1 pont)
G-nek tehat mindenképp legfoljebb 20 éle van, ami kevesebb a feladatban szerepld 21 élnél. Igy

G-nek csakugyan kell legyen paratlan kore. (3 pont)
000001001
4. A G = (A, B;E) paros graf két pontosztilya legyen 011110010
A:{al,ag,...,ag} és B:{bl,b27...,b9}. Minden 1<:<8 és 010000001
1 < j <9 esetén a; akkor legyen szomszédos b;-vel, ha a jobbra 010001000
lathato méatrix i-edik soranak és j-edik oszlopanak keresztezddésé- Lo1ro1o100
ben &all6 elem 1-es. Adjunk meg egy maximalis parositast és egy 010000001
maximalis fiiggetlen ponthalmazt G-ben. 100100110
010001001




Példéul M = {{a1,be}, {az,bs}, {as,bo}, {as, ba}, {as, bs}, {az,bs}} 6 élit pérositds G-ben (hiszen az
élei koziil semelyik kettének nincs kozos végpontja). (1 pont)
Az X = {as, a5, ay, by, bg, by} halmaz lefog ponthalmaz G-ben (ez a feladatban megadott matrixbél
kénnyen ellendrizhetd: a megfelelé sorok és oszlopok egyiitt minden 1-est tartalmaznak). (3 pont)

M létezése bizonyitja a v(G) > 6 allitast, X létezése pedig a 7(G) < 6 allitast. (141 pont)
Igy a tanult v(G) < 7(G) Allitds miatt G-re 6 < v(G) < 7(G) < 6. Ebbél v(G) = 6, vagyis a
megadott M pérositds maximalis. (1 pont)
Ugyanebbdl 7(G) = 6 is adédik, igy a(G) = |V(G)| — 7(G) = 17 — 6 = 11 a tanult (Gallairdl
elnevezett) tétel szerint. (1 pont)

11 cstcsu fiiggetlen ponthalmazt alkotnak az (X lefogé ponthalmazba nem tartozod)
{a1, a3, ay, ag, a7, by, bs, by, bs, by, bg} csicsok, mert ezek koziil semelyik ketté nem szomszédos. gy
ez maximalis fiiggetlen ponthalmaz G-ben. (2 pont)
A v(G) < 7(G) allitas helyett lehet (bar sziikségtelen) Kénig tételére is hivatkozni, ami szerint paros
grafban v(G) = 7(G). A v(G) = 6 allitas indoklasaért jaré Osszesen 3 pont viszont csak annak jar,
aki meggy6zben és vildgosan indokolja, hogy a megadott parositds maximalis. (Ures frazisok, mint
példaul ,Ko6nig tétele miatt” nem érnek pontot.) Megjegyezziik, hogy a maximadlis parositast és a
minimalis lefogd ponthalmazt természetesen érdemes az eldadason tanult javitéutas algoritmussal ke-
resni; azonban (ahogy az a fentiekbdl 1atszik) egy teljes értékii megoldashoz nem feltétleniil sziikséges
ennek a lépéseit dokumentdlni. Azonban a parositds maximalitasanak és a lefogé6 ponthalmaz mini-
malitdsdnak az indoklasat is lehet az algoritmusra alapozni: ha (meggyézéen) megmutatjuk, hogy
az adott parositasra nézve nincs javitont, akkor a tanultak szerint az maximaélis; ha pedig ebben az
esetben X az A-beli, a parositas altal lefedetlen csticsokbdl alternald tton elérheté B-beliekbdl és
az alternalé uton el nem érheté A-beliekbdl all, akkor az a tanultak szerint minimalis méretii lefogd
ponthalmaz.

5. Egy 5 cstcsu teljes graf egy Hamilton-korének az éleit helyettesitsiik két-két parhuzamos éllel.
Hatérozzuk meg az igy kapott (5 csticst és 15 élii) G graf x.(G) élkromatikus szamét.

X ok ok ok ok

El6szor megmutatjuk, hogy G élei megszinezhetok 8 szinnel. (0 pont)
Valasszunk el6szor a megduplazott élparok mindegyikébol egy-egy élt. Ezek egyiittesen egy 5 hosszu
kort alkotnak, igy nyilvan megszinezhetok 3 szinnel. Ha most ezeket az éleket elhagyjuk, akkor egy 5
csucsu teljes grafot kapunk. Mivel ebben minden pont foka 4 (és ez mar egyszer(i graf), ezért Vizing
tétele szerint az élei megszinezhetSk tovabbi 5 szinnel. Igy G éleit valoban megszineztilk Gsszesen

5+ 3 = 8 szinnel. (4 pont)
Vegyiik most G-nek egy tetszoleges, helyes élszinezését. Ebben minden szint legfoljebb két él kaphat
meg, mert harom, azonosan szinezett élnek 0sszesen mar 6 végpontja kellene legyen. (2 pont)
Mivel G-nek 6sszesen 15 éle van és minden szint csak kétszer hasznalhatunk, ezért legalabb 8 szinre
van sziikség egy helyes élszinezéséhez. (3 pont)
A fentiek szerint tehat x.(G) = 8. (1 pont)

A fenti pontozés szerinti elsé 4 pont természetesen jar azért, ha a megoldé megadja (lerajzolja) G egy
helyes élszinezését 8 szinnel. Mivel G nem egyszert graf, ezért rd a Vizing-tétel nem alkalmazhato,
igy egy 8 szinnel valo élszinezés 1étezése ezen a moédon nem indokolhatd, az ilyen probéalkozasokért
nem jar pont (de persze ettdl fiiggetleniil a 7 szinnel val6 élszinezés lehetetlenségéért jar6 részpontok
megadhatdk).



6*. a) Legyen G péros graf és M egy maximdlis méretli parositds G-ben. Igaz-e mindig, hogy M
megkaphato a paros grafokban maximalis méretii parositas keresésére szolgald javitéutas algoritmus
egy helyes futasanak az eredményeképpen, ha az algoritmust az tires parositastol inditjuk?

b) Legyen G irdnyitott graf, s,t € V(G) kiillonbo6z6 cstcsok, ¢ : E(G) — R U {0} kapacitdsfiigg-
vény, valamint legyen f egy maximaélis értéki folyam a (G, s, t, c) hél6zatban. Igaz-e mindig, hogy
f megkaphato a maximaélis folyam keresésére szolgdld javitéutas algoritmus egy helyes futasanak az
eredményeképpen, ha az algoritmust az azonosan nulla folyamtol inditjuk?

* ok ok ok %

a) Legyen M = {ey,...,e;}. Ekkor e; (a végpontjaival) 1 éli javitoutat alkot az tires pérosi-
tasra nézve és minden 2 < i < k esetén e; (a végpontjaival) ugyancsak 1 éli javitéutat alkot az
M; = {e,...,e;_1} parositasra nézve. (3 pont)
Igy sorra ezeket a javitéutakat vélasztva az algoritmus egy helyes futdsabél M-et kapjuk, vagyis a
valasz igen. (1 pont)

b) Itt a valasz mar nemleges, ezt egy ellenpéldaval mutatjuk meg. (0 pont)
Legyen V(G) = {s,t,v} és alljon G élhalmaza az e; = (s,v), ea = (v,t), e = (v,t) élekbol
(vagyis ey és ez parhuzamos élek). Legyen tovabba minden e élre c¢(e) = 1, valamint f(e;) = 1
és flea) = fles) = 3 (2 pont)
Ekkor f valoban folyam (mert megfelel a folyam definici6janak) és az értéke my = 1. (1 pont)
Réadasul f nyilvin maximalis folyam, mert az X = {s} vagas kapacitdsa 1, igy G-ben nem létezhet
1-nél nagyobb értékii folyam. (1 pont)

Azonban a javitéutas algoritmus nem adhatja f-et. Valoban, mivel minden él kapacitasa egész és az
eljarast az azonosan nulla folyamtél inditjuk, ezért a tanultak szerint az olyan folyammal all meg,
amiben minden élen a folyamérték egész. (2 pont)
A Db) feladatban természetesen sok més ellenpélda is adhat6. (A legkisebb ellenpélda az, amire
V(G) = {s,t} és G-nek egyetlen e éle van, egy s-re vagy t-re illeszkedé hurokél, amire f(e) = c(e) = 1.
Ez az ellenpélda azonban kicsit ,sportszertitlen”, ezért fentebb egy mésikat irtunk le.) Létezik olyan
ellenpélda is, amiben f megkaphat6 volna az algoritmus futasabol, de csak akkor, ha a segédgrafban
nem mindig a legrovidebb javitéutak egyikét valasztanank; mivel a tanultak szerint az eljaras soran
mindig egy legrévidebb javitéutat kell valasztani, ezért az ilyen példék is teljes értékiiek és maximalis
pontot érnek.



