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Grafok szinezése
Megoldasok

1. Konnyti a grafot két szinnel szinezni (pl. a BFS hasznélataval), tehat paros graf lesz. Ld. még a jegyzet 1.4.
Feladatat.

2. Jegyzet 1.9. Feladat.
3. Jegyzet 1.13. Feladat.

4. Az a) paros graf (konny(i megszinezni két szinnel a kor mentén felvdltva haladva), a b) nem, mert van benne
péaratlan (5 hosszi) kor.

5. A kromatikus szdm 4, a klikkszam 3. J6 szinezést kapunk 4 szinnel, ha a szemkozti csiicsokat azonosra festjik.
Azt, hogy harom szin nem elég, konnyl belatni. Legyenek ehhez a nyolcszog csiicsai sorban a, b, c,d, e, f, g, h.
Ekkor ha csak 3 sziniink van, a, b, ¢ kiilonbo6z8 szineket kell kapjon (mondjuk a : 1,0 : 2,¢ : 3). Ekkor d 1-es
szinl kell legyen, hiszen van 2-es és 3-as szinli szomszédja is, hasonloképp e 2-es, f 3-as kell legyen, g-nek pedig
mér nem taldlunk jé szint, hiszen 1l-es, 2-es és 3-as szini szomszédja is van.

Ez utobbi érvelés helyett megfigyelhetjiik, hogy barmely szinezésben barmely szin legfeljebb kétszer fordulhat
eld (miért?), igy a nyolc csticshoz nem elég harom szin. Harmas klikket konnyfi taldlni, nagyobb viszont nincs,
mert olyan cstcsok, amiknek a tavolsidga a nyolcszogdn nagyobb, mint kettd, nincsenek Gsszekotve. Lasd még
a jegyzet 1.9. Feladatat.

6. A kromatikus szam 8. Barmely sor vagy oszlop 8-as klikket alkot, igy ennyi szinre biztosan sziikség van.
J6 szinezést kapunk, ha az els6 sor mezoit rendre az 1,2,3,4,5,6,7,8 szinekkel szinezziik, a mésodik sor mezoit
rendre a 2,3,4,5,6,7,8,1 szinekkel, s.i.t. az utolso sorig, ahol a mez0k szine rendre 8,1,2,3,4,5,6,7. Az eddigiek
szerint 8 < w(G) < x(G) < 8, vagyis x(G) = 8.

7. A kromatikus szdm 11. Ekkora klikket alkotnak a {10,11,...,19,20} szdmok, Sket szinezziik kiilonb6z6
szinekkel. Kénnyen ellendrizhetd, hogy a 10-nél kisebb szamoknak is a 10 szinét, a 20-nal nagyobb szdmoknak
pedig a 20 szinét adva jé szinezést kapunk 11 szinnel. Mindezekbdl 11 < w(G) < x(G) < 11, vagyis x(G) = 11.
Ugyanennyi szint hasznal6 szinezést kapunk akkor is, ha a szamokat nagysag szerint névekvd vagy csokkend
sorrendben szinezziik mohén.

8. Legyenek a huszarok egy graf csicsai, él akkor legyen két huszar kozott, ha iitni tudjak egymast. A kapott
graf paros, mivel fehér mezén 4116 huszar csak fekete mezén all6 huszéart tud titni és viszont. Legyen a paros graf
egyik (mondjuk A) osztélydban a cstcsok szdma k, ekkor a mésik (mondjuk B) osztdlyban 7 — k csics lesz. Ha
minden huszar pontosan két mésikat tudna titni, akkor az A osztalybdl kimené élek szama 2k, a B osztalybdl
kimend élek szdma 2(7 — k) lenne. Mivel mindkét szdm a graf éleinek szdma (hiszen minden élnek pontosan
az egyik végpontja van A-ban, illetve B-ben is), egyenl6knek kéne lennitik, ahonnan k = % kovetkezne, ami
lehetetlen.

Alternativ megolddsként belathatjuk, hogy egy 2-reguldris graf (vagyis olyan graf, ahol minden fok 2) korok
unidja kell legyen, ami esetiinkben maga utdn vonné, hogy a grafban van paratlan kor (hiszen a korok hosszainak
Osszege a graf csticsszdma, vagyis 7), ez pedig ellentmondds.

9. Szinezziik a csticsokat mohdn gy, hogy eloszor azokra a csicsokra keritiink sort, melyek fokairél nem tudunk
semmit. Ezekbdl 100 darab van, igy erre legfeljebb 100 szint fogunk hasznélni. A maradék cstcsok szinezésekor
sem lesz sziikség soha 100-nal nagyobb sorszamu szinre, hiszen minden ilyen csiicsnak legfeljebb 99 a foka, tehét
a mar szinezett szomszédainak szdma sem lehet 99-nél nagyobb.

10. A gréafban kell legyen paratlan kor (nevezziik C-nek), ellenkezd esetben paros graf volna, igy nem lehetne
a kromatikus szdma 3. Konnyen lathatd, hogy C' minden csiicsot tartalmaz, kiilonben barmely rajta kiviil es6
cstucsot elhagyva még mindig lenne paratlan kor, vagyis a kromatikus szam nem csokkenne 2-re. Megmutatjuk
még, hogy a grafnak C élein kiviil mas éle nem is lehet. Barmely egyéb e él ugyanis két kisebb korre osztand
C-t, mégpedig tgy, hogy a két kornek egy koézos éle lenne, éspedig e, C élei pedig a két kor koziil pontosan
az egyikben szerepelnének. Igy a két kor hosszainak osszege kettével lenne nagyobb C hosszanél, vagyis a
kett6 koziil pontosan az egyik paratlan hosszi lenne. Ekkor a paros hossza kor egy, a paratlan hossziiban nem
megjelend csticsat elhagyva a grafbél, a kromatikus szam nem csokkenne 2-re, ami ellentmondés. Osszefoglalva:
a grafnak van egy paratlan kore, mely minden cstiicson atmegy és a grafnak mas éle nincs, igy a graf egy paratlan
kor kell legyen, ezek pedig csakugyan teljesitik is a feladatbeli feltételt.



