Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
1. zh, 2014.03.20.

1. Egy 59 cstcsu egyszertd grafban barmely két cstucs fokszamosszege 60-
nal nagyobb paros szam. Igaz-e, hogy a grafban biztosan van Euler-
korséta?

2. Egy szabalyos tizszognek behtzzuk az 0sszes legrévidebb atlojat. Hata-
rozzuk meg a kapott (10 cstcst, 20 éld) graf klikkszamat és kromatikus
szamat.

3. Legyen G 99 csucsu egyszert graf, melyben minden csics fokszama
ugyanannyi. Bizonyitsuk be, hogy G élkromatikus szama pératlan.

4. Egy adott intervallumrendszerhez tartozo intervallumgraf kromatikus
szama 10. Mutassuk meg, hogy ha az intervallumrendszerbdl torliink
néhany olyan intervallumot, melyek kozt semelyik haromnak nincs ko-
z0s pontja, akkor a visszamarado intervallumrendszerhez tartozo inter-
vallumgréf kromatikus szdma legalabb 8.

5. Egy paros graf két pontosztalya {aq,as,...,as} és {b1,bs,...,bs}. Az
a; és b; cstucsok kozt pontosan akkor van él, ha az alabbi tablazat <.
soranak j. eleme 1. Dontsiik el, hogy van-e G-ben teljes parositéas.

00100010
01010101
10111011
00101010
00101000
11101111
00001010
11101010

6. Egy G graf csicsai legyenek a 100-nal nem nagyobb pozitiv egészek.
Két kiilonb6z6 cstics pontosan akkor szomszédos G-ben, ha a hozzajuk
tartozo szamok szorzata oszthato 4-gyel vagy 9-cel (vagy mindkettd-
vel). Hatarozzuk meg o(G)-t (a fiiggetlen pontok maximalis szaméat) és
o(G)-t (a lefogo élek minimalis szamat).

Minden feladat 10 pontot ér. Részben helyes vagy nem teljes megoldésokért részpontszam
adhato, indoklas nélkiili eredménykozlésért pem jar pont. A dolgozatra mindenki irja ra
a nevét, a neptun-kodjat és a gyakorlatvezetGjének a nevét.



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
2. zh, 2014.04.24.

1. Adjunk meg egy maximaélis folyamot és egy minimélis vigast az alabbi
halozatban.

2. Huazzunk be 3 élet két diszjunkt 5 cstcsu teljes graf csicsai kozé tgy, hogy
a kapott G graf egyszert legyen. Igaz-e hogy G minden esetben
(a) haromszorosan Osszefiiggd?
(b) haromszorosan élosszefiiggs?
3. Oldjuk meg a
34r =6 (mod 98)
linearis kongruenciat.

64748

4. Hatérozzuk meg 4 25-tel vett osztasi maradékat.

5. Az n szam kettes szamrendszerbeli alakja 110100101101100011011. Hata-
rozzuk meg n" kettes szamrendszerbeli alakjanak utolsé négy jegyét.

D

. Legyen H = {(a,b) | a,b € R\ {0}} ¢s (a,b) * (c,d) = (ac, bd). Dontsiik el,
hogy (H, *) csoport-e.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges eléréséhez sziikséges minimalis pontszam 24. Részben
helyes vagy nem teljes megoldasokért részpontszam adhato, indoklés nélkiili eredménykdozlésért
nem jar pont. A dolgozatra mindenki irja ra a nevét, a neptun-kodjat és a gyakorlatvezet§jének
a nevét.



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
1. p6tzh, 2014.05.12.

1. Egy egyszerd graf fokszamsorozata 7,7,7,7,7.,7,7,7,7.77,7,2. Mutassuk
meg, hogy van a grafban 12 cstcsa kor.

2. BEgy egyszerd graf fokszamsorozata 6,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4. Mutassuk
meg, hogy van a grafban paratlan kor.

3. Egy paros graf két pontosztalya {aq,as,...,as} és {b1,ba,...,bs}. Az
a; és b; csiicsok kozt pontosan akkor van él, ha az alabbi tablazat ¢-edik
soranak j-edik eleme 1. Dontsiik el, hogy van-e G-ben teljes parosités.

00110110
11011011
01000001
01001001
01001000
11101111
11101001
00001001

4. Egy 20 cstcsu teljes grafbol toroljiik

(a) egy haromszog
(b) egy 3 éld parositas

éleit. Hatarozzuk meg mindkét esetben a kapott graf kromatikus sza-
mat.

5. Egy G graf csicsai legyenek a 100-nal nem nagyobb pozitiv egészek. Két
kiilonb6z6 cstics pontosan akkor szomszédos G-ben, ha a megfelels egé-
szek relativ primek (vagyis legnagyobb kézos osztojuk 1). Hatarozzuk
meg v(G)-t (a fiiggetlen élek maximélis szamat), p(G)-t (a lefogo élek
minimalis szamat), a(G)-t (a fiiggetlen pontok maximalis szamat) és
7(G)-t (a lefogd pontok minimalis szamét).

6. Egy hat élbsl allo C' kort tartalmazo graf élkromatikus szama 10. Mu-
tassuk meg, hogy ha toroljik a gratbol C' éleit, akkor a kapott graf
élkromatikus szama legalabb 8.

Minden feladat 10 pontot ér. Részben helyes vagy nem teljes megoldasokért részpontszam
adhato, indoklas nélkiili eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozatra mindenki irja ra
a nevét, a neptun-kodjat és a gyakorlatvezetGjének a nevét.



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
2. p6tzh, 2014.05.12.

1. Adjunk meg egy maximaélis folyamot és egy minimélis vigast az alabbi
halozatban.

(N}

. Egy 10 csticsu teljes gratbol torliink két nem csatlakozo élet. Hatarozzuk
meg azt a legnagyobb k szamot, melyre a kapott graf k-szorosan Osszefiiggd.

. Legyen n tetszoleges egész szam. Hatarozzuk meg a 3n? —2n+1ésn?—n

w

szamok legnagyobb kozos osztojat.

4. Adjuk meg az Osszes olyan pozitiv egész n-et, melyre p(n) = 17.

5. Oldjuk meg az
53x =3 (mod 89)
linearis kongruenciat.
6. Hatarozzuk meg az Gsszes olyan n egész szamot, melyre n’ — n oszthato

9-cel.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges eléréséhez sziikséges minimalis pontszam 24. Részben
helyes vagy nem teljes megoldasokért részpontszam adhato, indoklés nélkiili eredménykozlésért
nem jar pont. A dolgozatra mindenki irja ra a nevét, a neptun-kodjat és a gyakorlatvezetGjének
a nevét.



Bevezetés a szamitaselméletbe II.
alairaspotlo vizsga
az 1. zh poétlasara, 2014.05.22.

1. Egy egyszert grafban a cstcsok fokszamai rendre 6,6,6,6,6,6,6,6,6,5,1.
Mutassuk meg, hogy van a gratban Hamilton-ut.

2. Hatarozzuk meg azt a legnagyobb n szamot, melyre el6fordulhat, hogy
egy n csucsiu egyszerd graf és a komplementere is paros graf.

3. Egy G graf csicsai legyenek a 100-nal nem nagyobb pozitiv egészek.
Két kiilonb6z6 cstics pontosan akkor szomszédos G-ben, ha a megfe-
lelg egészek kiilonbségének abszolit értéke legalabb 3 és legfeljebb 9.
Hatarozzuk meg G kromatikus szamét.

4. Egy 20 cstcsu teljes grafbol toroljiik egy négy cstucsu kor éleit. Hata-
rozzuk meg a kapott graf kromatikus szamaét.

5. Egy G graf csiicsai legyenek a 100-nal nem nagyobb pozitiv egészek. Két
kiilonb6z6 cstics pontosan akkor szomszédos G-ben, ha a megfelels egé-
szek legnagyobb kozos osztoja pontosan 2. Hatérozzuk meg v(G)-t (a
figgetlen ¢élek maximalis szamat) és 7(G)-t (a lefogd pontok minimalis
szamat).

6. Egy egyszerd grafban a csticsok fokszamai rendre 5,5,5,5,5,5,5,5,5,4,3.
Hatarozzuk meg a graf élkromatikus szamat.

Minden feladat 10 pontot ér. Részben helyes vagy nem teljes megoldasokért részpontszam
adhato, indoklas nélkiili eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozatra mindenki irja ra
a nevét, a neptun-kodjat és a gyakorlatvezetGjének a nevét.



Bevezetés a szamitaselméletbe II.
alairaspotlo vizsga
a 2. zh pétlasara, 2014.05.22.

—_

. A G graf haromszorosan Osszefiiggs, de nem négyszeresen Osszefiiggs. Mu-
tassuk meg, hogy létezik két csicsa, melyek kozt a pontdiszjunkt utak ma-
ximalis szdma pontosan harom.

2. Egy 10 cstcst teljes gratbol torliink két nem csatlakozo élet. Hatarozzuk meg
azt a legnagyobb k szdmot, melyre a kapott graf k-szorosan élosszefiiggd.

3. Egy n egész szam haromszorosa 5 maradékot ad 20-szal osztva. Milyen ma-
radékokat adhat n 30-cal osztva?

4. Adjuk meg az Osszes olyan pozitiv egész n-et, melyre ¢(n) = 46.

5. Oldjuk meg a
146z =4 (mod 234)

linearis kongruenciat.

42

6. Hatarozzuk meg az Osszes olyan n egész szamot, melyre n* — n oszthato

41-gyel.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges eléréséhez sziikséges minimalis pontszam 24. Részben
helyes vagy nem teljes megoldasokért részpontszam adhato, indokléas nélkiili eredménykozlésért
nem jar pont. A dolgozatra mindenki irja ra a nevét, a neptun-kodjat és a gyakorlatvezet§jének
a nevét.



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2014. mércius 20.

Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
tato minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes
leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcso-
l6d6 gondolat egy attekinthets, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok al-
kalmazésa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban
valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az itmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek fi-
gyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletért, részmegoldasért, amelybél a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldéasa volna kaphato. Az utmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatoban lefrttol eltérd jo megoldas ter-
mészetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Egy 59 csicsi egyszer grafban barmely két csics fokszamdsszege 60-nal nagyobb paros szam.
Igaz-e, hogy a grafban biztosan van Euler-korséta?
* * * * *

Elgszér megmutatjuk, hogy a grafban minden fokszam péaros. Ha ugyanis lenne paratlan foka cstcs,
akkor a fokszamosszegek paritasara vonatkozd feltétel miatt az Osszes tobbi fokszam is paratlan

lenne, (2 pont)
ez viszont lehetetlen, hiszen a grafnak 59 cstcsa van, s igy az Osszes csics fokszamosszege (ami a
graf élszamanak kétszerese) paratlan lenne. (3 pont)
A grafra teljesiilnek az Ore-tétel feltételei: egyszert (1 pont)
és barmely két nem szomszédos csiucs fokosszege (s6t, barmely két csics fokosszege) legalabb a
csiucsok szama (s6t, legalabb eggyel t6bb is), (1 pont)
igy az Ore-tétel szerint létezik Hamilton-kore, (1 pont)
tehat a graf osszefiiggs. (1 pont)
A tanultak szerint ha egy Osszefiiggé grafban minden csics foka paros, akkor 1étezik Euler-korsétaja,
a valasz a feladat kérdésére tehat igenld. (1 pont)

2. Egy szabalyos tizszognek behuzzuk az Gsszes legrovidebb atlojat. Hatérozzuk meg a kapott (10
cstcest, 20 éli) graf klikkszamat és kromatikus szamat.

R SR SR S

Haromszoget konnyd mutatni a grafban, a klikkszam tehat legalabb 3. (1 pont)
Tegyiik fel, hogy létezik 4 cstcsa klikk is, legyen ennek egyik csicsa C. A klikk t&bbi csicsanak
C grafbeli szomszédai kozt kell lennie, amik a tizszogoén vett két szomszéd és két masodszom-
széd. (1 pont)
Az ezen cstcsok altal meghatarozott feszitett részgraf azonban egy 3 élbél 416 t, ami nem tartalmaz
haromszoget, igy semelyik harom sem lehet koziiliik benne a feltételezett 4 cstucsu klikkben, ami



ellentmondaés. (1 pont)

A graf klikkszama tehat pontosan 3. (1 pont)
A graf kromatikus szama 4, ennek igazolasara mutatni kell egy jo 4-szinezést és be kell latni, hogy
3 szin nem elég. (1 pont)
J6 4-szinezés: (1 pont)
A tizszOgon vett barmely 3 egymés utani cstics 3 kiilonb6zé szint kell kapjon, (1 pont)

igy ha meg tudnank szinezni a grafot 3 szinnel, akkor a (tizszogén) harmadszomszédos csticsok
azonos szintek kéne, hogy legyenek, azaz azonos szint lenne az 1.,4.,7. cstcs, a 2.,5.,8. cstcs, illetve

a 3.,6.,9. csucs. (2 pont)
Ekkor azonban a 10. csics a 3 szin egyikével sem szinezhetd, tehat 3 szin nem elég a graf szinezésé-
hez. (1 pont)

Megjegyzés: a kromatikus szamra vonatkozod alsd becslés persze az @ = 3 belatasan keresztiil is
egyszer(i, de mivel a xy > = egyenlGtlenség az el6addson nem szerepelt, aki hasznélja, annak persze
igazolnia is kell.

3. Legyen G 99 csiicst egyszert graf, melyben minden cstics fokszdma k > 0. Bizonyitsuk be, hogy
G élkromatikus szama paratlan.

Természetesen x.(G) > k. (1 pont
Mivel a graf egyszert, alkalmazhatjuk Vizing tételét, (1 pont
azaz X.(G) < A(G)+1=k+1. (1 pont

)
)
)
Barmely grafban az 0sszes fokszamot Osszeadva az élek szaméanak kétszeresét, vagyis paros szamot
kapunk, (1 pont)
azaz 99k paros és igy k is az. ( )
Igy azt kéne belatnunk, hogy az élkromatikus szam nem k, hanem k + 1. (1 pont)
Ha x.(G) = k lenne, akkor minden csiicshoz csatlakozna minden szinosztalybol él, ( )
hiszen minden csticshoz k él csatlakozik és ezek kozt nem lehet két azonos szind. (

Az egy adott szinhez (mondjuk az 1-eshez, ha egyaltalan van nem iires szinosztaly, ami k > 0-bol
kivetkezik — e megallapitas hidnyaért ne vonjunk le pontot) tartozo élek altal alkotott részgrafban
ekkor minden pont foka pontosan egy lenne (vagyis az élek teljes péarositast alkotnanak), ami
lehetetlen, mert a részgrafban a fokosszeg 99 lenne (avagy paratlan csicsi grafban nincs teljes
parosités). (1 pont)

4. Egy adott intervallumrendszerhez tartozo intervallumgraf kromatikus szama 10. Mutassuk meg,
hogy ha az intervallumrendszerbdl toérliink néhany olyan intervallumot, melyek kozt semelyik ha-
romnak nincs kozos pontja, akkor a visszamaradé intervallumrendszerhez tartozo intervallumgraf
kromatikus szama legalabb 8.

X ok k% % %
Tegyiik fel indirekten, hogy a kromatikus szam legfeljebb 7 és probéljuk az eredeti grafot a maradék
graf egy 7-szinezésének segitségével megszinezni. (2 pont)
Ha ezt meg tudjuk tenni gy, hogy a torolt intervallumoknak megfelel§ csiicsoknak elég két szin,
melyek az elsG 7-t6l kiilonbdznek, akkor ellentmondéasra fogunk jutni, hiszen ekkor elég lenne 9 szin

az eredeti graf szinezéséhez. (3 pont)
A torélt intervallumokhoz tartozé intervallumgraf a feltétel szerint nem tartalmaz haromszoget, a
klikkszama tehat legfeljebb 2. (2 pont)

Mivel az el6adason tanultak szerint az intervallumgrafok kromatikus szama és klikkszama azonos,



a torolt intervallumoknak megfelel§ csicsok szinezéséhez valoban elegendd két szin. (3 pont)

5. Egy paros graf két pontosztalya {a1, as, ..., as} és {b1,bs,...,bs}. Az a; és b; csticsok kozt pontosan
akkor van él, ha az alabbi tablazat i. soranak 7. eleme 1. Dontsiik el, hogy van-e G-ben teljes parositas.

—_ O = OO = OO
_ o= OO OO
—_— O = === O
e e e e i = R )

SO OO O == O
OO = OO OO = O
— = O = O
OO OO == O

* ok ok ok Xk

A matrixbol lathato, hogy az aq, a4, as, a; csticsok minden szomszédja a bs, bs, by csticsok koziil keriil

ki, azaz N({a1, a4, as,a7}) C {bs,bs, b7} (valojaban az egyenlGség is teljesiil, persze). (5 pont)
Igy nem létezhet a grafban az dsszes a;-t feds parositas, hiszen a felsorolt 4 cstics mindegyike nem
kaphat part a 3 rendelkezésre allo lehetGséghdl. (4 pont)
Ezek szerint teljes parositas sem létezik a grafban. (1 pont)

6. Egy G graf csticsai legyenek a 100-nal nem nagyobb pozitiv egészek. Két kiilonboz6 csiics pontosan
akkor szomszédos G-ben, ha a hozzajuk tartozé szamok szorzata oszthatd 4-gyel vagy 9-cel (vagy
mindkettével). Hatarozzuk meg a(G)-t (a fiiggetlen pontok maximalis szaméat) és o(G)-t (a lefogod
élek minimélis szamat).

* * * * *

Erdemes elGszor a graf szerkezetét megallapitani. Jeloljiik az 1 és 100 kozti paros, 3-mal oszthato,
4-gyel oszthatd, 9-cel oszthaté szdmok halmazéit rendre P-vel, H-val, N-nel, K-val, a tobbi 1 és
100 kozti szam halmazat (vagyis a paratlan, harommal nem oszthaté szamokat) pedig M-mel. P és
H (50, illetve 33 elemi) klikket alkotnak (melyeknek 16 kozos eleme van). E két klikken beliil az
N-beli és a K-beli csticsok a graf minden cstcsaval Gssze vannak kétve (6nmagukat leszamitva), M

elemei pedig (csak) az N-beli és a K-beli csucsokkal vannak Gsszekotve. (2 pont)
P-bél és H-bol nyilvan legfeljebb egy-egy cstics keriilhet be fiiggetlen ponthalmazba, (1 pont)
M elemei viszont mind bekeriilhetnek (ha P-bdl és H-bol N-en, illetve K-n kiviili cstcsot valasz-
tunk), (2 pont)

igy a maximalis fiiggetlen ponthalmaz mérete | M|+ 2 = 100 — (50 + 33 — 16) + 2 =35. (1 pont)
A minimalis lefogd élhalmazhoz célszerdi minél nagyobb parositast taldlnunk. A 33 M-beli pontot
csak N és K elemeivel tudjuk parositani, ezért érdemes megszamolni, hogy ezek hédnyan vannak:
|IN| = 25, |K| = 11, a két halmaz metszetében (36-tal oszthato szamok) pedig két elem van, vagyis

INUK| = 34. (1 pont)
Igy a 33 M-beli pontot mind 6ssze tudjuk parositani N és K elemeivel, (2 pont)
a maradék csucsokon pedig az eddig latottak alapjan nyilvan lesz teljes pérositds, vagyis
a grafnak maganak is van teljes pérositasa, azaz v(G) = 50. Innen Gallai tétele alapjan
o(G) =100 — v(G) = 50. (1 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe II.
Zarthelyi feladatok — pontozasi Gtmutato
2014. aprilis 24.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi Gtmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az dtmu-
taté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az Gtmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthets, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a
dolgozatban. Tgy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok al-
kalmazéasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban
valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az itmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek fi-
gyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphat6. Az itmutatoéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérd jo megoldas ter-
meészetesen maximaélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Adjunk meg egy maximalis folyamot és egy minimalis vagast az alabbi hal6zatban.

Jo folyam, j6 indoklas a maximalitasra 5 pont, jo vagas, j6 indoklas a minimalitasra szintén 5 pont.
Picit hidnyos indoklas esetén 1-1 pontot vonjunk le, nagyobb hidny esetén ennél tébbet (tipikus
példa: j6 folyam, jo vagas, semmi indoklas - ez max. 6 pont, ha viszont a két érték nem egyezik,
akkor ennél joval kevesebb). Ha valaki a javitoutas algoritmust hasznalja, de hibazik (és ezért nem
jon ki megoldas), akkor max. 2-3 pontot kaphat a folyam részre, ha kideriil, hogy hogy keresne
minimalis vagast, akkor erre is adhaté max. 2-3 pont. Ha a hiba(k)rol nem deriil ki, hogy széamolasi
vagy elvi hiba, akkor szigoriian jarjunk el, azaz tekintsiik elvinek.

2. Huzzunk be 3 élet két diszjunkt 5 csticsu teljes graf csicsai kozé ugy, hogy a kapott G graf egyszerti
legyen. Igaz-e hogy GG minden esetben

a) haromszorosan Osszefliggs?

b) haromszorosan élosszefliggs?

* * * * *
a) Ha a harom tjonnan behtizott élnek van kozos csicsa, akkor ezt a csicsot elhagyva G nyilvan

szétesik, tehat nem lehet haromszorosan Osszefiiggs (s6t, kétszeresen Osszefiiggs sem). (3 pont)
Természetesen mas jo ellenpélda is van.



b) Megmutatjuk, hogy G Osszefiiggé marad, ha két tetszéleges élét elhagyjuk, a b) 4llitas tehat
igaz. Ha a két élet ugyanabbol az 5 csicsu teljes grafbol hagyjuk el, az akkor is Gsszefiiggé marad,

hiszen barmely két cstics kozt volt 4 éldiszjunkt Gt, amibdl legalabb 2 meg is maradt. (3 pont)
Maésrészt a harom tjonnan behuzott él koziil legalabb egy minden esetben megmarad, (2 pont)
igy a két él elhagyasa utan a két 5 cstcsu (eredetileg) teljes graf egy-egy csticsa kozott vezet
él. (1 pont)
Mivel lattuk, hogy a két rész maga is Gsszefiiged, G tetszéleges két csticsa kozott a két él elhagyasa
utan is van 1t, ezzel az allitast belattuk. (1 pont)

3. Oldjuk meg a

linearis kongruenciét.

98 és 34 Inko.-ja 2, ez osztja a 6-ot, igy lesz megoldas (mégpedig 2 darab modulo 98, de ezt nem

muszaj itt megallapitani). (1 pont)
Osszuk le a kongruenciat 2-vel, ekkor az eredetivel ekvivalens 17x = 3  (mod 49) kongruenciat
kapjuk. (1 pont)
Ezt a linearis kongruenciat Euklideszi algoritmussal oldjuk meg. Tudjuk, hogy 492 =
0 (mod 49). (1 pont)
Innen 152 =492 —2- 172 =0—-2-3 (mod 49). (2 pont)
[gy 22 =172 — 152 =3 — (—=2-3) (mod 49), (2 pont)
ahonnan z = 150 — 7-2x = (-2-3) = 7-(3—(-2-3)) (mod 49), (2 pont)
azaz t = —69 =29 (mod 49). (1 pont)

Ha nem esik sz6 arrol, hogy Fuklideszi algoritmussal dolgozunk, akkor meg kell indokolni, hogy a
kapott megoldas miért j6 és miért nincs mas megoldas. Ezek hidnyaért 1-1 pontot vonjunk le. A
megoldast ugyanakkor nem muszaj modulo 98 is megadni, a feladat szovege szerint ez nem elvaréas.
Természetesen 172 =3 (mod 49) megoldasa masképp is lehetséges, pl.
mivel 3 és 49 relativ primek, ( )
a kongruenciat 3-mal szorozva az eredetivel ekvivalens ( )
51lx =9 (mod 49) kongruenciat kapjuk, ahonnan 2z =9 (mod 49). (3 pont)
A jobb oldalhoz a modulust hozzdadva 2x = 58 (mod 49). ( )
Mivel 2 és 49 relativ primek, ( )
az x =29 (mod 49) kongruencia is ekvivalens az eredetivel. ( )

4. Hatérozzuk meg 46*7" 25-tel vett osztasi maradékat.

I S S S

Mivel 46 és 25 relativ primek,

az Euler-Fermat tétel szerint 469 =1 (mod 25).

©(25) =25 — 5 = 20.

Most tehat a 4748 szam 20-szal vett osztasi maradékara vagyunk kivancsiak.
Mivel 47 és 20 is relativ primek,

az Euler-Fermat tétel szerint 47929 =1 (mod 20).

20 =225, igy (20) = (4—2) -4 =38,

tehat 4748 = (47%)° 20-szal osztva 1 maradékot ad.

Tgy 46*7"° = 462%*1  (mod 25) valamely k egészre.
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Mivel 462 =1 (mod 25), a 46*7" szam 25-tel vett osztasi maradéka kongruens 46-tal modulo 25,
azaz a keresett maradék 21. (1 pont)

5. Az n szam kettes szamrendszerbeli alakja 110100101101100011011. Hatarozzuk meg n" kettes
szamrendszerbeli alakjanak utolsé négy jegyét.

* ko ok ok Xk

Az utols6 négy jegy meghatirozasihoz az iskolaban tanultak szerint a kérdéses szam 16-os osztasi
maradékat kell megtalalni. (1 pont)
Ha k-val jeloljiik n 16-os osztasi maradékat, akkor nyilvan £" = n™ (mod 16). ( )
Esetiinkben n kettes szamrendszerbeli alakjabol k& = 11, ( )
tehat 11™ 16-0s osztasi maradékara vagyunk kivancsiak. Mivel 11 és 16 relativ primek, (1 pont)
az Euler-Fermat tétel szerint 11916 =1 (mod 16). ( )
16 = 24, igy p(16) = 8, tehat az n szam 8-cal vett osztasi maradékat kell megkeresni. ( )
A kettes szamrendszerbeli alak szerint (vagy a 16-os maradékbol) ez 3, ( )
gy 11" = 118%+3  (mod 16) valamely k egészre. Mivel 113 =1 (mod 16), a 11" szdm 16-tal vett

osztési maradéka kongruens 113-nal modulo 16. (1 pont)
Mivel 11? = 121 9 maradékot ad 16-tal osztva, 113 =11-9=99 =3 (mod 16), a keresett maradék
tehat 3, (1 pont)
az utols6 négy szamjegy pedig igy 0011. (1 pont)

6. Legyen H = {(a,b) | a,b € R\ {0}} és (a,b) % (¢,d) = (ac, bd). Dontsiik el, hogy (H, *) csoport-e.

R SR S S

(a,b),(c,d) € H esetén (a,b) * (c,d) € H, igy * miivelet a H halmazon. (2 pont)
((a,0) % (¢, d)) * (e, f) = (ac, bd) * (e, f) = (ace, bdf)
és (a,b) x ((c,d) x (e, f)) = (a,b) x (ce, df) = (ace, bdf), igy a * miivelet asszociativ H-n. (2 pont)
Mivel (1,1) * (a,b) = (a,b) és (a,b) * (1,1) = (a,b), az (1, 1) elem egységelem. (2 pont)
Ha (a,b) € H, akkor a és b sem lehet 0, igy az i és % szamok léteznek (1 pont)
s (a,b) * (£,3) = (1,1), tovabba (1, 1) * (a,b) = (1,1), tehat egy tetszoleges (a,b) elem inverze
(3 3) (2 pont)
A fgntiek alapjan a kérdéses struktira tehat csoport. (1 pont)

Az egységelem és az inverz esetén is fontos, hogy mindkét oldali szorzasnal teljesiiljon az egyenlGség.
Aki ezt nem ellendrzi, attél 1-1 pontot vonjunk le. Ha valaki igazolja a kommutativitast, akkor erre
természetesen nincs sziikség.



Bevezetés a szadmitaselméletbe 11.
1. p6tzarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2014. méajus 12.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi Gtmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az dtmu-
taté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az Gtmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szereplé ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok al-
kalmazéasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban
valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az itmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek fi-
gyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphat6. Az itmutatoéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérd jo megoldas ter-
meészetesen maximaélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Egy egyszerii graf fokszamsorozata 7,7,7,7,7,7,7,7,7,7,7,7,2. Mutassuk meg, hogy van a gratban
12 csticsu kor.

Ha toroljiik a grafbol a 2 foku csucsot, ( )
akkor minden csucs foka legfeljebb eggyel csokken, ( )
hiszen a graf egyszerd. ( )
A torlés utan tehat minden megmaradt cstcs foka legalabb 6. (1 pont)
Mivel ez a graf is egyszerti, ( )
és 12 csticsa van, Dirac tétele szerint van benne Hamilton-kor, ( )
ami az eredeti graf egy 12 cstucsu kore. ( )

2. Egy egyszert graf fokszamsorozata 6,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4. Mutassuk meg, hogy van a grafban
paratlan kor.

R SR S S

Egy grafban pontosan akkor van paratlan kor, ha a graf nem paros, (2 pont)
ezért elég azt megmutatnunk, hogy a kérdéses graf nem péaros. (1 pont)
Tegyiik fel indirekten, hogy ez nem igy van. Ekkor a graf csucshalmaza két részre oszthatd gy,
hogy az egyes részeken belil nem megy él. (1 pont)

A két részbdl kimend élek szama ekkor azonos (és persze azonos a graf éleinek szaméaval). (1 pont)
Az egyes részekbdl kimend élek szdma nem més, mint a részben szereplé csticsok fokszamainak
Osszege. (1 pont)
A grafunk fokszamosszege 50, tehat 25 éle van, (1 pont)
igy a kérdéses két részre osztas nem lehetséges, hiszen a grafban minden fok paros, tehat a csi-
csok semelyik részhalmazanak sem lehet paratlan (igy specidlisan 25 sem) a fokszamasszege. (3 pont)



Megjegyzés. Azt, hogy a kérdéses kettéosztas nem lehetséges, természetesen szdmos més modon is
meg lehet mutatni. Pl. egy kivételével minden fokszam oszthato 4-gyel, igy az egyik oldali fokszam-
Osszeg oszthatd kéne legyen néggyel, de lehet nagysagrendi megfontolasokra is hivatkozni (6 darab
4-es nem elég a 25 élhez, stb.).

3. Egy paros graf két pontosztalya {a1, as, ..., as} és {b1,bs,...,bs}. Az a; és b; csticsok kozt pontosan

akkor van él, ha az alabbi tablazat i-edik soranak j-edik eleme 1. Dontsiik el, hogy van-e G-ben teljes
parositas.

O = = OO o= O
el e i )
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* ko ok ok X

A matrixbol lathato, hogy az as, a4, as, ag csticsok minden szomszédja a by, bs, bg csticsok koziil keriil

ki, azaz N({ag,a4,a5,a8}) Q {bg,b5,bg}. (5 pOIlt)
Igy nem létezhet a grafban az dsszes a;-t fedd parositas, hiszen a felsorolt 4 cstcs mindegyike nem
kaphat part a 3 rendelkezésre allo lehetGséghdl. (4 pont)
Ezek szerint teljes parositas sem létezik a grafban. (1 pont)

Megjegyzés. Természetesen lehet a Hall- vagy Frobenius-tétellel is érvelni, de itt csak a kdnnyen
belathat6 iranyra van sziikség. Jo megoldas az is, ha futtatjuk (és dokumentéljuk) a javitoutas
algoritmust és az nem talal teljes parositast.

4. Fgy 20 csucsu teljes grafbol toroljiik
(a) egy haromszog
(b) egy 3 éld parositas
éleit. Hatarozzuk meg mindkét esetben a kapott graf kromatikus szamaét.
* * * * *

(a) A haromszog cstcsai kaphatjak ugyanazt a szint, hiszen semelyik kettd sincs Osszekdtve a
grafban, a tobbi cstucsot pedig szinezziik egy-egy 10j szinnel. (1 pont)
Ekkor a graf egy 18-szinezését kapjuk, igy a kromatikus szam legfeljebb 18. ( )
A héaromszog egyik csticsa és a haromszogon kiviili esticsok egy 18 csticst klikket alkotnak, (1 pont)
igy a kromatikus szam legalabb 18. ( )
Ezek szerint a kromatikus szam pontosan 18. ( )

(b) A parositas egy-egy élének két végpontja szinezhets ugyanazzal a szinnel, a parositas altal nem

fedett pontokhoz pedig hasznéaljunk egy-egy 10j szint. (1 pont)
Ekkor a graf egy 17-szinezését kapjuk, igy a kromatikus szam legfeljebb 17. (1 pont)
A hérom él egy-egy végpontja és a parositas altal nem fedett csiicsok egy 17 cstcsu klikket
alkotnak, (1 pont)
igy a kromatikus szam legalabb 17. (1 pont)
Ezek szerint a kromatikus szam pontosan 17. (1 pont)



5. Egy G graf csicsai legyenek a 100-nél nem nagyobb pozitiv egészek. Két kiilonboz6 cstics pontosan
akkor szomszédos G-ben, ha a megfelel§ egészek relativ primek (vagyis legnagyobb kozos osztojuk 1).
Hatéarozzuk meg v(G)-t (a fliggetlen élek maximalis szamat), p(G)-t (a lefogo élek minimélis szamét),
a(G)-t (a fiiggetlen pontok maximaélis szaméat) és 7(G)-t (a lefogd pontok minimélis szamét).

N S R S

A szomszédos egészek mindig relativ primek (hiszen minden kozos osztojuk osztja a kiilonbségiiket,
azaz az l-et is), (1 pont
igy a grafban konnytd megadni egy teljes péarositast (1 —2,3 —4,...,99 — 100), (
tehat v(G) = 50. (
A masodik Gallai-tétel szerint igy p(G) = 50. (
A paros szamok fiiggetlen halmazt alkotnak, hiszen semelyik kett§ sem relativ prim, (
igy a(G) > 50. (1 pont
Az els6 Gallai-tétel szerint igy 7(G) < 50. (
Masrészt mivel 7(G) > v(G) minden G grafra teljesiil, (
7(G) = 50 (
és igy persze a(G) = 50. (

a < 50 mellett persze lehet agy is érvelni, hogy 51 darab 1 és 100 kozti szam kozt lesz két szomszédos
(pl. a skatulya-elv miatt), ezek pedig relativ primek lesznek.

6. Egy hat élbél allo C' kort tartalmazé graf élkromatikus szdma 10. Mutassuk meg, hogy ha toroljiik
a grafbol C éleit, akkor a kapott graf élkromatikus szdma legalabb 8.

N S R S

Tegyiik fel indirekten, hogy a kapott graf élkromatikus szama legfeljebb 7 (1 pont)
és hasznaljuk e graf élszinezését az eredeti graf éleinek szinezéséhez. (2 pont)
Ekkor C' élei kivételével minden élt megszineztiink. (1 pont)
Mivel C' egy paros kor, az éleit meg lehet szinezni két szinnel. (2 pont)
Az eredeti grafot ekkor tehat legfeljebb 9 szinnel meg tudnank szinezni (legfeljebb 7 a torlés utani
graf éleire és két uj C' éleire), (3 pont)
ami ellentmondas. (1 pont)



Bevezetés a szadmitaselméletbe 11.
2. pétzarthelyi feladatok — pontozasi ttmutatod
2014. méajus 12.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi atmutat6 célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az itmu-
tatoé minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot ér§ megoldas vazlatanak tekinthetdk.

Az dtmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcso-
l6d6 gondolat egy attekinthets, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok al-
kalmazéasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban
valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek fi-
gyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldéasa volna kaphat6. Az itmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatoban leirttol eltérs jo megoldas ter-
mészetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Adjunk meg egy maximalis folyamot és egy minimalis vagast az alabbi hal6zatban.

Jo folyam, j6 indoklas a maximalitasra 5 pont, jo vagas, j6 indoklas a minimalitasra szintén 5 pont.
Picit hidnyos indoklas esetén 1-1 pontot vonjunk le, nagyobb hidny esetén ennél tébbet (tipikus
példa: j6 folyam, jo vagas, semmi indoklas - ez max. 6 pont, ha viszont a két érték nem egyezik,
akkor ennél joval kevesebb). Ha valaki a javitoutas algoritmust haszndlja, de hibazik (és ezért nem
jon ki megoldas), akkor max. 2-3 pontot kaphat a folyam részre, ha kideriil, hogy hogy keresne
minimalis vagast, akkor erre is adhaté max. 2-3 pont. Ha a hiba(k)rol nem deriil ki, hogy széamolasi
vagy elvi hiba, akkor szigorian jarjunk el, azaz tekintsiik elvinek.

2. Egy 10 csticst teljes grafbol torliink két nem csatlakozé élet. Hatarozzuk meg azt a legnagyobb k
szamot, melyre a kapott graf k-szorosan Osszefiiggs.

* ko ok ok Xk

Mivel a kapott grafnak (nevezziik G-nek) van olyan csticsa, melynek foka 8, a keresett szam 8-nal
nem lehet nagyobb. (1 pont)
Megmutatjuk masrészt, hogy G 8-szorosan Gsszefiiggd. Ehhez sziikséges, hogy G-nek legyen legaldbb



9 cstcsa, ez természetesen teljesiil. (1 pont)
Ezen kiviil annak kell teljesiilni, hogy barmely legfeljebb 7 csticsot tordlve G Osszefiiggd ma-

rad. (1 pont)
Legfeljebb 7 cstics torlése utan visszamarad legalabb harom cstcs és barmely harom cstcs altal
feszitett részgrafnak legalabb két éle lesz, (2 pont)
hiszen G-bél két nem csatlakozo élet toroltiink. (2 pont)
Igy a visszamarado grafban barmely harom pont kéziil barmely kett6 kozt lesz (legfeljebb 2 hosszt)
ut, (1 pont)
igy a visszamarado graf Osszefiigg (hiszen barmely két csicshoz valaszthatunk egy harmadikat
tetszblegesen, majd erre a harom csicsra alkalmazzuk az imént latott allitast.) (1 pont)
Mindezek alapjan a keresett szam tehat 8. (1 pont)

Ha valaki nem legfeljebb, hanem pontosan 7 csiics torlését vizsgalja, akkor (ha egyébként jo a megol-
déasa) 9 pontot adhatunk (azaz az utolso el6tti 1 pont kivételével — indokolt esetben — megadhatjuk
a pontokat).

3. Legyen n tetszoleges egész szam. Hatarozzuk meg a 3n? — 2n + 1 és n? — n szamok legnagyobb
kozos osztojat.

* ok ok % Xk

Az a és b egészek barmely kozos osztoja osztja az a — kb szamot is tetszéleges k egész esetén. (Lehet

hivatkozni ehelyett az Euklideszi algoritmusra is, bar ez itt nem teljesen preciz.) (2 pont)
Ez alapjan a keresett Inko. osztja a (3n* —2n + 1) — 3(n* —n) = n + 1 szdmot. (2 pont)
Ezt felhasznalva, az el6bbihez hasonloan, az Inko. osztja az (n* —n) — (n — 2)(n + 1) = 2 szamot
is, (3 pont)
ahonnan az Inko. vagy 1 vagy 2. (2 pont)
Mivel n? —n mindig paros, az Inko. pontosan akkor lesz 2, ha 3n% — 2n+ 1 paros, azaz ha n paratlan,
minden mas esetben pedig 1. (1 pont)

4. Adjuk meg az sszes olyan pozitiv egész n-et, melyre p(n) = 17.

* ok ok ok Xk

al a2

Ismert, hogy ha n = pi'ps* ... pir, akkor (n) = (pi" —pi' )Py —p3* ") - (pF — P ™). ( )
Mivel p(n) = 17 prim, a fenti szorzat egyik tényez6je 17. ( )
Ekkor valamely i-re a; > 1 és pf' — p& " = pii '(p; — 1) = 17. ( )
Lgy (pi — )17, (2 pont)
ahonnan p; = 2 vagy p; = 18. ( )
Mivel 2%~ nem lehet 17, 18 pedig nem prim, p; sem 2, sem 18 nem lehet, ( )
vagyis a feltételnek megfeleld n szam nem létezik. ( )

5. Oldjuk meg az
53z =3 (mod 89)

lineéris kongruenciét.

* ok ok ok X

53 és 89 Inko.-ja 1, ez osztja a 3-at, igy lesz megoldas (mégpedig 1 darab modulo 89, de ezt nem

muszaj itt megallapitani). (1 pont)
A kongruenciat Euklideszi algoritmussal oldjuk meg. Tudjuk, hogy 892 =0 (mod 89). (1 pont)
Innen 36z = 89z — 53z =0 —3 (mod 89). (2 pont)



Igy 172 =532 — 362 =3 — (—3) =6 (mod 89), (2 pont)
ahonnan 2x =36z —2-17x = -3—-2-6 = —15 (mod 89), (2 pont)
végill v =172 — 8- 20 =6 — 8- (—15) = 126 = 37 (mod 89). (2 pont)

Ha nem esik sz6 arrol, hogy Euklideszi algoritmussal dolgozunk, akkor meg kell indokolni, hogy
a kapott megoldas miért jo és miért nincs mas megoldas. Ezek hidnyaért 1-1 pontot vonjunk le.
Természetesen a linearis kongruencia masképp is megoldhato, pl.

mivel 2 és 89 relativ primek, a kongruenciat 2-vel szorozva az eredetivel ekvivalens (1 pont)
106z =6 (mod 89) kongruenciat kapjuk, ahonnan 172 =6 (mod 89). (2 pont)
Mivel 5 és 89 is relativ primek, a kongruenciat 5-tel szorozva az eredetivel ekvivalens (1 pont)
85z =30 (mod 89) kongruenciat kapjuk, ahonnan —4z =30 (mod 89). (2 pont)
A kongruenciat —2-vel osztva 2z = —15 (mod 89). (1 pont)
A modulus nem véaltozott, hiszen —2 és 89 relativ primek. (1 pont)
A jobb oldalhoz a modulust hozzaadva 2x = 74 (mod 89). (1 pont)
Mivel 2 és 89 még mindig relativ primek, az x = 37  (mod 49) kongruencia is ekvivalens az
eredetivel. (1 pont)
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6. Hatarozzuk meg az Osszes olyan n egész szamot, melyre n' — n oszthat6 9-cel.

b S S S

n’” —n=n(n%— 1), igy ha n vagy n% — 1 oszthat6 9-cel, akkor n” — n is. (2 pont)
Igy j6 lesz minden olyan n egész, mely oszthato 9-cel, (1 pont)
¢s jo lesz minden olyan n, ami relativ prim 9-cel (azaz nem oszthat6 3-mal), (1 pont)
hiszen ezekre az Euler-Fermat tétel szerint teljesiil, hogy n® =1 (mod 9), (2 pont)
hiszen ¢(9) = 6. (1 pont)
Hatra van azon szamok vizsgalata, melyek oszthatok 3-mal, de nem oszthatok 9-cel. Mivel ilyenkor
n® — 1 nem oszthato 3-mal, (1 pont)
az n(n% — 1) = n” — n szorzat nem lesz oszthat6 9-cel. (1 pont)
A feltételnek megfelel6 n szamok tehat pontosan a 3-mal nem oszthat6 szadmok és a 9-cel oszthato
szamok. (1 pont)



