Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
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pontozasi utmutatod
2022. méajus 24.

Altaldnos alapelvek.

A pontozasi atmutato célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az ttmuta-
tonak nem célja a feladatok teljes értékli megoldasanak részletes leirasa; a leirt 1épések egy
maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsoldédo
gondolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példdul az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa
azok alkalmazdsa nélkiill nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény
a megoldasban valdban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az titmutatéban feltiintetett
pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes
mértékben a javitd hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, gondolatért, amely egy megoldasban érdemi szerep-
hez juthat és amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat
hibatlan megoldéasa volna kaphatd. Ha egy megoldd egy feladatra tobb, egymastél lényegesen
kiillonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt
megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithetd, akkor a legtobb részpontot
ér6 megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és
(Iényeges) hibét tartalmazo is, tovabba a dolgozatbdl nem dertil ki, hogy a megold6 melyiket
tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megolddskezdeményt értékeljik (akkor is, ha
ez a pontszam 0).

Az itmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az itmutatéban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, bizonyitas nélkiil hivatkozni
azonban csak az elcadason szerepld tételekre és allitasokra lehet.

1. Pirézidban a rendszamok 5 karakterbdl allnak, az angol abc 26 betiijét és a 10 szamjegyet
lehet hasznalni. Ezen kiviil csak két szabaly van: az els6 és az utolsoé helyen nem allhat szam-
jegy és semelyik két egymas melletti karakter sem lehet szamjegy. Hany rendszam készitheto
Piréziaban? (A végeredmény szamszert értékét nem kell megadni; azonban a megoldasbdl ki
kell deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni olyan szamologéppel, amely csak a négy
alapmiiveletet ismeri.)

T S S

Els6 megoldas. Foglalkozzunk el6szor a 3 kozépso karakterrel. Ezek kozt csak két szamjegy
lehet és az is csak akkor, ha a két szamjegy a 2. és a 4. poziciéban van (ellenkezé esetben lenne

két szomszédos szamjegy). (1 pont)
Harom esetet kell tehat megkiilonboztetniink: amikor 0, 1, illetve 2 szamjegy van a kozépso 3
karakter kozott. (1 pont)

0 szamjegy 263-féleképp fordulhat elé, mert az elsé karakter 26-féle lehet, majd mind a 26
kezdést 26-féleképp folytathatjuk, és az igy kapott 262-féle esetet 26-féleképp fejezhetjiik be
(indoklas gyanént hivatkozhatunk arra is, hogy ez az ismétléses variacié tipikus esete).

(1 pont)



1 szamjegy 3 - 10 - 262-féleképp fordulhat el, mert a szamjegy helye 3-féle lehet, majd az imént
latotthoz hasonlé dontéseket kell hoznunk: a szamjegy 10-féle, a betiik 26-félék lehetnek.

(2 pont)
2 szamjegy 10? - 26-féleképp fordulhat eld, mert a szamjegyek helye ekkor rogzitett. (2 pont)
Mivel a 3 eset koziil pontosan az egyik fordul eld, (1 pont)
ez Osszesen 26% + 3 - 10 - 26% + 10% - 26 = 26 - (26 - 26 + 30 - 26 + 100) lehetSség. (1 pont)

A rendszédmok szamat ebbdl (a kordbban latott indoklas miatt) kétszeri 26-tal szorzéssal kapjuk
(hiszen az els6 és az utolsé karakter is 26-féle lehet), az tehat 26 -26-26- (26 - 26 +30- 26+ 100).
(1 pont)

Masodik megoldas. A karakterek kozt csak két szamjegy lehet és az is csak akkor, ha a két
szamjegy a 2. és a 4. poziciéban van (ellenkezé esetben lenne két szomszédos szamjegy vagy a

szélsé karakterek valamelyike szémjegy lenne). (2 pont)
Harom esetet kell tehat megkiilonboztetniink: amikor 0, 1, illetve 2 szdmjegy van a rendszam-
ban. (1 pont)

0 szamjegy 26°-féleképp fordulhat eld, mert az elsé karakter 26-féle lehet, majd mind a 26
kezdést 26-féleképp folytathatjuk, az igy kapott 262-féle esetet 26-féleképp folytathatjuk, s.i.t.
(indoklas gyanant hivatkozhatunk arra is, hogy ez az ismétléses variacio tipikus esete).

(1 pont)
1 szdmjegy 3 - 10 - 26*-féleképp fordulhat els, mert a szdmjegy helye 3-féle lehet (hiszen nem
lehet szélen), majd az imént latotthoz hasonlé dontéseket kell hoznunk: a szamjegy 10-féle, a

betiik 26-félék lehetnek. (2 pont)
2 szamjegy 10? - 263-féleképp fordulhat eld, mert a szdmjegyek helye ekkor rogzitett. (2 pont)
Mivel a 3 eset kozil pontosan az egyik fordul eld, (1 pont)
ez Osszesen 26° + 3 - 10 - 26% + 10% - 263 = 26 - 26 - 26 - (26 - 26 + 30 - 26 + 100). (1 pont)

Bar a feladat szovege a négy alapmiivelet hasznalatat engedélyezi, ne vonjunk le pontot a
hatvanyok hasznalataért.

2. Egy 10 csucesu faban van két 5 foka cstcs. Igazoljuk, hogy ez a két cstcs szomszédos.
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(
Ha a két 5 foku cstics nem lenne szomszédos, (
akkor 6sszesen 10 (kiilonbo6z6) él vezetne ki beléliik, (5 pont
ami lehetetlen, igy a két cstics csakugyan szomszédos kell legyen. (

Masodik megoldds. Legyen a fa leveleinek (vagyis 1 foku csticsainak) szdma k, a két 5 foku

cstcstol kilonbozé nem levelek szama ekkor 10 — k — 2. (1 pont)
A fokszamok 6sszege ekkor legaldbb 2 -5+ k +2(10 — k — 2) =26 — k. (2 pont)
A fokszamok 6sszegérol ugyanakkor tudjuk, hogy a fa élszamanak kétszerese, vagyis a tanultak
szerint (10 cstcsu fanak 9 éle van) 18. (2 pont)
gy 26 — k < 18, (1 pont)
vagyis k > 8. Mivel k£ nem lehet nagyobb 8-nél (hiszen csak 10 cstics van, melyek koziil legalabb
2 nem levél), k = 8. (1 pont)
Ha a két 5 foku cstcs nem lenne szomszédos, akkor tehat csak levelek lennének a szomszédaik,

(1 pont)

igy a graf nem lenne Osszefliggd, ami lehetetlen. (Azzal is érvelhetiink, hogy ekkor a grafnak
12 csticsa lenne, hiszen az 5 foku cstcsok 1 fokt szomszédai ekkor mind kiilonb6zék lennének).
(2 pont)



3. A (G gréafra teljesiil, hogy barmely cstcsat torolve, a kapott grafnak van Hamilton-kore.
Igaz-e, hogy G-nek biztosan van Hamilton-utja?

* ok ok ok Xk

G-nek nincs izolalt pontja, (1 pont)
ellenkez6 esetben ugyanis az izolalt ponttdl kiillonbozé csticsok barmelyikét torolve, a kapott
grafnak nem lenne Hamilton-kore. (2 pont)
Legyen v a GG egy tetszoleges csticsa. A v torlésével kapott grafnak a feladat feltétele szerint
van Hamilton-kore, egy ilyet jeloljink H-val. (1 pont)
Mivel v nem izolalt pont, 1étezik egy w szomszédja G-ben. (2 pont)

Hagyjuk el a H korbél a w-re illeszkedd két él egyikét, a kapott utat jeloljik P-vel. (2 pont)
Ha most a P utat megtoldjuk a {v,w} éllel, akkor G egy Hamilton-utjat kapjuk, az allitas
tehat igaz. (2 pont)

Persze az is igaz, hogy G Osszefliggd (s6t, konnyti belatni, hogy 3-szorosan Osszefliggd), nem
csak az, hogy nincs izolalt pontja, de a bizonyitas soran elég ez utébbit kihasznélni. Nem igaz
viszont, hogy G-nek biztosan van Hamilton-kore is, a legkisebb ellenpélda erre a Petersen-graf.
A feladat feltételének eleget tevo, de Hamilton-korrel nem rendelkez6 grafokat hypohamiltonian
grafoknak nevezik és a vizsgalatuknak komoly irodalma van.

Megjegyzés. A feladat egy picit pontatlanul lett kitiizve, nem koveteltitk meg ugyanis, hogy
a graf egyszerli (vagy legalabb hurokélmentes) legyen, igy szigortian véve az éllitds nem igaz:
egy két csiicsbodl és a cstucsokra illeszked6 egy-egy hurokélbdl allo graf teljesiti a feltételt, de
nincs Hamilton-itja. Aki erre a tényre mutat ra, az természetesen maximalis pontszamot kap.
(Erdemes megfigyelni, hogy a fenti bizonyitasban hol kell kihasznalni, hogy a graf egyszerii.)

4. Legyenek egy egyszerii graf csicsai az egész szamok 1-t6l 20-ig, két kiillonb6z6 cstcs kozott
vezessen él pontosan akkor, ha a megfelel6 szamok szorzata oszthatd 10-zel. Hatarozzuk meg
a graf kromatikus szamat.
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A 2,5,10, 20 csucsok klikket alkotnak a grafban, hiszen barmelyik kett6 szorzata oszthatd 10-
zel, (2 pont)
a kromatikus szam tehdt legaldbb 4. (1 pont)
Megmutatjuk, hogy a graf szinezheté 4 szinnel, vagyis a kromatikus szam pontosan 4. (1 pont)
Szinezzilk a 2,5,10,20 csucsokat rendre a piros, kék, zold, sarga szinekkel, ezt a szinezést

terjesztjuk ki a graf osszes cstcsara. (1 pont)

A pératlan szdmokat szinezziik kékre, (1 pont)

a paros b-tel nem oszthatdkat pedig pirosra, ezzel minden hatralévo csticsot megszineztiink.
(1 pont)

Ez a szinezés valoban jo lesz: zold és sarga csicsbol csak egy van, a kékek mind paratlanok,
igy semelyik kettonek a szorzata sem lehet 10-zel oszthatd, a piros csicsok pedig nem oszt-
hatdk 5-tel, igy szintén teljestil, hogy semelyik kettd szorzata sem lehet 10-zel oszhatd. (3 pont)

A 10 és 20 csticsok minden mas cstcesal Ossze vannak kotve, de ezért a megallapitasért még ne
adjunk pontot. Ha azonban valaki ramutat, hogy emiatt ez a két cstics sajat szint kell, hogy
kapjon, akkor adjunk 1 pontot (amennyiben a szerzé ezzel nem 1épi til a 10 pontot).

5. Adjunk meg egy maximalis parositast és egy minimalis lefogd élhalmazt az alabbi grafban.



Az aldbbi dbran a vastagitott élek 4 éli parositést, (1 pont)
a nagyobb méretii csicsok pedig 4 elemi lefogé ponthalmazt alkotnak. (1 pont)

Megmutatjuk, hogy a megadott parositas maximalis. Az eléadasrol tudjuk, hogy barmely G
grafra v(G) < 7(G) teljesiil. (1 pont)
A 4 éli pérositas igazolja, hogy v(G) > 4, ( )
a 4 csuesu lefogd ponthalmaz pedig igazolja, hogy 7(G) < 4. ( )
gy 4 < v(G) < 7(G) < 4, ami csak tgy teljesiilhet, ha mindeniitt egyenlség all, (1 pont)
v(G) = 4 pedig igazolja a parositasunk maximalitasat. ( )
Az alabbi dbrén a vastagitott élek 13 éli lefogo élhalmazt alkotnak. ( )

Megmutatjuk, hogy ez minimélis lefog6 élhalmaz. Gallai tétele szerint o(G)+v(G) = |V (G)| =

17. (1 pont)
Mivel tudjuk, hogy v(G) = 4, innen o(G) = 13, ami igazolja a kérdéses lefogd élhalmaz
minimalitdsét. (1 pont)

Aki a fenti megoldast ugy irja le, hogy a lefogd ponthalmaza valéjaban nem lefogd, az nem
kaphatja meg a masodik, harmadik, 6todik, hatodik és hetedik részpontszamot, kivéve ha
teljesen egyértelmii, hogy nem elvi hibar6l van sz6 (vagyis az illeté tisztdban van a lefogd
Aki a lefogo élhalmazt adja meg ugy, hogy az val6jaban nem lefogd, az nem kaphatja meg a
nyolcadik és a tizedik részpontot és a kilencediket is csak akkor, ha egyértelmii, hogy tisztaban

6*. Létezik-e olyan 10 cstcst, 45 éli (G, s, t, ¢) halézat, melyben minden kapacitds egész és
barmely két s — t vagas kapacitasa kiillonb6z6?
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Létezik ilyen halozat. (0 pont)
Legyen egy irdnyitott él G barmely két csiicsa kozott pontosan az egyik irdnyban, (1 pont)
az s-re illeszkedd élek mutassanak ki s-bol. Ekkor barmely két kiillonb6zo s — t vagasra igaz,

hogy a bel6lik kimutaté élek halmaza kiillonbozo, (1 pont)
mert s minden s — ¢t vagasban benne van, igy a beldle indul6 élek koziil pontosan azok mennek
ki egy X s —t vagasbodl, melyek végpontjai nincsenek X-ben. (2 pont)



Szamozzuk most meg az dsszes élet 0-t6l 44-ig és az 4. ¢l kapacitdsa legyen 2°. (3 pont)
Ekkor barmely élhalmaz o6sszkapacitasa egy 45 jegyl kettes szamrendszerbeli szam lesz, igy
kiillonb6z6 élhalmazokhoz kiilonb6z6 szamok tartoznak, (2 pont)
igy barmely két s — ¢ vadgas kapacitdsa kiilonbozé kell legyen. (1 pont)



