Bevezetés a szamitaselméletbe II.
zarthelyi feladatok
a koronavirus jarvany idején zajlé tavoktatashoz
pontozasi utmutatod
2020. majus 8.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ut-
mutaté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez
rendelt részpontszamokat kozli. Az itmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megol-
dasanak részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak
tekinthetok.

Az utmutatéban felttiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodo
gondolat egy attekintheto, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa
azok alkalmazdsa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény
a megoldasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az titmutatéban feltiintetett
pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes
mértékben a javitd hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Ha egy megoldo
egy feladatra tobb, egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az
egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldéasrészlet helyes vagy helyes-
s¢ kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban
tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgo-
zatb6l nem deriil ki, hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éro
megoldéaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az itmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthaték. Az itmutatéban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, bizonyitas nélkiil hivatkozni
azonban csak az elcadason szerepld tételekre és allitasokra lehet.

1. Egy 20 csticsu egyszerii grafban nincs izolalt pont, az egy foku csticsok szama pontosan 3.
Mutassuk meg, hogy a grafnak legaldabb 19 éle van.
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A feladat feltételei szerint a graf legaldbb 2 foku cstcsainak szama 17. (3 pont)
E 17 cstcs fokszamosszege legalabb 34, (2 pont)
igy a grafbeli 6sszes cstcs fokszamosszege legaldbb 37. (1 pont)
Mivel a fokszamosszeg az élszam kétszerese, paratlan nem lehet, tehéat legalabb 38 kell legyen,

(2 pont)
igy a grafnak legalabb 19 éle van. (2 pont)



2. Egy egyszerli, nem 0Osszefliggd gratban minden csics foka legalabb kettd. Mutassuk meg,
hogy a graf komplementere nem sikbarajzolhato.

* ko ok ok Xk

Mivel a graf nem osszefiiggd, 1étezik két komponense (esetleg tobb is, de nekiink elég kettd),

legyenek ezek A és B. (2 pont)
Mivel a graf egyszerii és minden cstcs foka legalabb 2, A és B is legalabb 3 csticsot tartalmaz.

(2 pont)
Mivel A és B csicsai kozt nem mennek élek a grafban (hiszen kiillonb6z6 komponensekrél van
sz6), a komplementerben A és B cstcsai kozt minden lehetséges él szerepel. (2 pont)
Ez azt jelenti, hogy a komplementernek részgrafja a Ks3 graf, (2 pont)
igy a Kuratowski tétel (konny(i irdnya) szerint nem sikbarajzolhato. (2 pont)

3. Dontsiik el az alabbi grafrél, hogy van-e Hamilton-kore.

Els6 megoldéas. Az alabbi abran fehérrel jelzett 12 csticsot elhagyva a graf 13 komponensre

esik szét, (7 pont)
amibdl az eldadason tanult tétel szerint kovetkezik, hogy nincs Hamilton-kore. (3 pont)
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Masodik megoldas. Ha a grafnak lenne Hamilton-kore, akkor az tartalmazna az aldbbi abran
fehérrel jelolt két csticsbdl kivezetd két-két élet, hiszen ezeknek a csicsoknak a foka 2. (2 pont)




Ebbdl kovetkezne, hogy abban a grafban, amit a fehérrel jelolt csiicsok és a beldlik vezeto
élek elhagydsaval és a csticsok szomszédjai kozti élek behtizasaval kapunk (1d. az aldbbi abrén)
szintén lenne Hamilton-kor. (Forditva egyébként ez nem feltétlen kéne, hogy teljesiiljon.)

(3 pont)
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Mivel a kapott graf paros graf, (1 pont)
nem lehet paratlan kore, (1 pont)
tehat Hamilton-kére sem (hiszen 25 csicsa van). (1 pont)

A maradék 2 pont annak beldtésaért jar, hogy a kapott 25 cstcst graf paros (pl. egy j6 2-
szinezés megaddsaval).

Az eredeti graf persze nem paros graf, hiszen van benne pl. 5 hosszu kor. Aki azt feltételezi,
hogy az eredeti graf paros és helyesen latja be, hogy ekkor nem lehetne Hamilton-kore, az
kapjon 1 pontot.

4. Egy 100 cstucsu G paros grafnak van teljes parositasa. Hatarozzuk meg a lefogd pontok
minimalis szamat abban a H grafban, melyet G-bdl egy tetszoleges tovabbi él behuzasaval
kapunk.
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A minimalis lefogd ponthalmaz mérete G-ben Konig tétele szerint azonos a maximalis parositas

méretével, ami nyilvan 50. (1 pont)
Megmutatjuk, hogy a H grafra is igaz, hogy a minimalis lefogd ponthalmaz mérete 50. (1 pont)
Mivel G' a H részgrafja, a kérdéses méret természetesen nem lehet 50-nél kisebb. (1 pont)
Mivel G-nek van teljes parositésa, a két osztalya azonos méretii kell legyen, vagyis mindketto
50 cstcst (1 pont)
és természetesen mindketto lefogé ponthalmaza G-nek. (1 pont)
Ha az 14j élet a két osztaly kozé htzzuk be, akkor mindkét osztaly tovabbra is lefogd ponthal-
mazt alkot, igy a kérdéses méret 50. (2 pont)
Ha az 4j élet az egyik osztdlyon (mondjuk A-n) beliil hizzuk be, A akkor is lefogd ponthalmaza
H-nak, (2 pont)
igy a H-beli minimalis lefogd ponthalmaz mérete mindenképp 50. (1 pont)

5. Egy 2n csucsu grafbél elhagytuk egy Hamilton-koérének éleit. Mutassuk meg, hogy a graf
élkromatikus szama legfeljebb kettovel csokkent.
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Jeloljiik az elhagyas el6tti grafot G-vel, az elhagyas utani grafot H-val. Azt kell megmutatnunk,
hogy G élkromatikus szama legfeljebb kettovel nagyobb, mint H élkromatikus szama, mely

utébbi szamot jeloljitk k-val. (2 pont)
Szinezziik ki ehhez G élei koziil el6szor azokat, melyek H-ban is benne vannak, k szinnel.
(3 pont)

G eddig nem szinezett élei egy 2n csuest kort alkotnak, melynek éleit két eddig nem hasznalt



szinnel (mondjuk piros és kék) meg tudjuk szinezni. (2 pont)
Valoban: ha a kor paratlan sorszamu éleit pirosra, paros sorszamu éleit kékre szinezziik,

(1 pont)
akkor sem két piros, sem két kék élnek nem lesz kozos csticsa. (1 pont)
Igy G Osszes élét meg tudtuk szinezni k + 2 szinnel, amivel az allitast belattuk. (1 pont)

A Vizing-tétel akkor sem segitene sokat, ha tudnénk, hogy a graf egyszerii. Ha valaki egyszert
grafra a Vizing segitségével megmutatja, hogy a csokkenés legfeljebb 3, az az utolsé 8 pontbdl
kaphat legfeljebb 2-t. Ha valaki az egyszeriiség kikotése nélkiil hasznalja a Vizinget, az erre ne
kapjon pontot.

6*. Egy 12 cstcsu egyszerl, kormentes grafban pontosan kétféle fokszam fordul eld, éspedig
mindketto legalabb otszor. Hany éle lehet a grafnak?
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Mivel a graf (nevezzitk G-nek) kérmentes, minden komponense fa. (1 pont)
Nem lehet minden komponense izolalt pont, mert ekkor csak egyféle fokszam szerepelne, igy
az egyik fok az 1 kell legyen (hiszen 1 foku csiics minden legaldbb 2 csticsu faban szerepel).
(1 pont)
Az 1-t6] kiilonboz6 foku csticsok fokszamat jeloljik k-val, ekkor k # 1 és k foku csticsbél 5,6
vagy 7 darab lesz, 1 fokubdl pedig (rendre) 7,6,5. Az Osszfokszam igy 5k + 7 (1. eset), 6k + 6

(2. eset) vagy Tk +5 (3. eset). (1 pont)
Mivel a 12 csuest grafunk kormentes, a tanultak szerint legfeljebb 11 éle lehet, igy az
Osszfokszam legfeljebb 22. (1 pont)
l.eset: 5k + 7 < 22. Ekkor k£ < 3, de figyeljiitk meg azt is, hogy k # 1 és k paratlan kell legyen
(hiszen 5k 4 7 az ésszfokszam, ami paros). Igy ekkor k = 3 és az élszdm 11. (1 pont)
[lyen graf létezik is: nem nehéz olyan fat konstrualni, aminek 6t darab 3 foku és hét darab 1
foku csticsa van (és persze 11 éle). (1 pont)
2.eset: 6k + 6 < 22. Ekkor k < 2, vagyis k = 2 (ekkor az élszam 9) vagy k& = 0 (ekkor az
élszém 3). (1 pont)
Mind a két esetben van ilyen graf: k& = 2-hoz pl. harom darab harom éli ut diszjunkt
egyesitése, (1 pont)
k = 0-hoz 6 izolalt pont és hidrom egy élii Ut egyesitése. (1 pont)
3. eset: Tk +5 < 22. Ekkor k < 2, és k ismét paratlan kéne legyen (de nem 1), igy ilyen k& nem
létezik. (1 pont)
A kérdéses élszam tehat 3, 9 és 11 lehet. (0 pont)



