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1. fejezet

Grafelméleti alapfogalmak

A hélézat fogalma a 21. szdzad tudomdnyénak egyik meghatdrozé kulcsfogalmava
valt, ami nélkiil szdmos, egymastdl tavol esd teriilet kutatdsa ma mar elképzelhetet-
len volna; ilyen a szamitastudomany mellett példaul a molekularis bioldgia, a fizika,
a szocioldgia, a nyelvészet és a kozgazdasagtan. S6t, a halézatelmélet mara 6nalld
tudomanydagga fejlodott.

Mit is jelent az, hogy halézat? A kifejezés jelentése nem teljesen egységes a kii-
16nb6z6 alkalmazasokban, de az mindegyik esetben kozos, hogy a hilézat valami-
lyen fajta elemekbdl és a kozottiik 16vE kapesolatokbdl all. Példaul egy szamitégép-
halézat esetében az elemek — vagy mas néven: csomoépontok — kiillonbozd szami-
togépek, amelyek koziil bizonyos parok osszekottetésben allnak (példaul kabelen
keresztiil). Egy dthdl6zat csomodpontjai az ttkeresztez6dések, amelyek koziil bizo-
nyosakat kozvetlen (vagyis tovabbi keresztez6dést nem érintd) ttszakaszok kotnek
Ossze. Hal6zatok jonnek 1étre a kiilonb6z6 kozdsségi oldalakon is, aminek a csomé-
pontjai a felhasznaldk, akik egymadst ismerdsnek jeldlve kapcsolatba keriilhetnek.

A grdf és a hdlozat kifejezések nagyjabdl azonos jelentéssel birnak, de a mate-
matikan beliil az el6bbi honosodott meg; grafelméletnek pedig a matematika ezek-
kel foglalkozé agét nevezik. Bar az elso, ide tartozé eredmények a 18. szdzadbdl
szdrmaznak, a grafelmélet a 20. szdzad els6 felében indult valddi fejlédésnek. A vi-
lag elsd, grafelméletrdl sz616 tankonyve 1936-ban jelent meg és Kénig Dénes, ma-
gyar matematikus {rta német nyelven. Mdra ez a teriilet hatalmasra terebélyesedett
és rengeteg kisebb agra oszlott; az idevagé alapismeretek pedig minden informati-
kus szdmadra is nélkiilozhetetlenek.

1.1. A graf fogalma

Egy graf csomépontokbdl és ezek kozotti osszekottetésekbdl éll; az eldbbieket a
grafelméletben meghonosodott elnevezések szerint csiicsoknak vagy pontoknak, az
utébbiakat éleknek nevezziik. (A csucs €s él nevek a térgeometridb6l szarmaznak:
a poliéderek, vagyis siklapok altal hatarolt testek csicsainak és éleinek hdlézata
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2 1. FEJEZET. GRAFELMELETI ALAPFOGALMAK

is gréfot alkot.) Egy G gréf csicsainak halmazdt V(G), az éleinek halmazat E(G)
jeloli (ahol a 'V és E jelolések a cstcs, illetve él szavak angol megfeleldinek, a vertex,
illetve edge szavaknak a kezdGbettiibdl szarmaznak); a G = (V,E) jelolés pedig azt
fejezi ki, hogy a G gréf csicshalmaza V(G) =V és élhalmaza E(G) = E.

A grafokat gyakran igy dbrdzoljuk, ahogyan az az 1.1. dbrdn is 14that6: a csticso-
kat pottyok, az éleket koztiik vezets vonalak reprezentaljak. Az viszont érdektelen,
hogy a cstcsoknak megfelel6 pottyoket hogyan helyezziik el a sikon és az éleknek
megfelel§ vonalakat hogyan vezetjiik kozottiik. Igy példaul az 1.1a és az 1.1b dbrak
ugyanazt a grafot dbrazoljak: bar a két rajz ranézésre mas, de a két esetben azonos
a csticshalmaz és ugyanazok a csicsparok vannak 6sszekotve. Az sem okoz problé-
mat, ha kiilonb6z6 éleknek megfelel vonalak keresztezik egymast csicsokon kiviil,
mint példaul az 1.1a dbran (masok mellett) a v-t x-szel és a w-t y-nal 6sszekotd élek
esetében; csak arra kell vigyadzni, hogy ezek a vonalak ne menjenek at csicsokat
abrazol6 pottyokon (leszamitva persze azt a kettSt, amit 0sszekotnek).

w Y
1% w
@
y Z 1% u
1.1a abra 1.1b abra

Bar az 1.1. abran lathatéhoz hasonl6 rajzok alkalmasak grafok dbrdzoldsara, de
fontos tisztdzni, hogy a graf fogalma alapvetSen nem geometriai természet(i: ezek
az abrak csak kényelmesen szemléltethetvé teszik szdmunkra a grafokat, de nem
azonosak azokkal. R4dadasul a gyakorlati alkalmazasokban elSkertil6 grafok egy ré-
sze olyan rengeteg cstcsot és élt tartalmaz, hogy a lerajzoldsuk reménytelen volna.
(Péld4ul ebben a jegyzetben is el6keriil majd olyan probléma, aminek a megoldasa-
hoz egy tobbszdz milli6 csticsd grafot fogunk konstrudlni; természetesen ezt sem a
rajzdval adjuk majd meg.)

Azt a tényt, hogy a G graf egy e éle dltal sszekotott két csucs egyike v, szokds
ugy is kifejezni, hogy v az e egyik végpontja. Ugyanezt fejezziik ki azzal is, ha azt
mondjuk, hogy az e él illeszkedik a v cstcsra. Ha pedig egy graf két cstcsat €l koti
ossze, akkor ezeket a csucsokat szomszédosnak nevezzik.

Bér a fentiek taldn elég pontosan koriilirjak a graf fogalmat, mégis szeretnénk
megfogalmazni egy, a matematikai precizitds igényeinek megfelels, ennél ponto-
sabb definici6t is. Ennek az alapgondolata nagyon egyszeri: egy graf megaddsahoz
ismerniink kell a cstcsait és ezen kiviil tudnunk kell, hogy mely csticsparok szom-
szédosak; az éleket tehat a legegyszertibb a csticsokbdl alkotott paroknak, vagyis
két elemi részhalmazoknak tekinteni.
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1.1. Definicié. Legyen V # 0 tetszdleges, véges halmaz. Legyen tovdbbd E egy
olyan halmaz, aminek minden eleme a V egy két elemii részhalmaza. Ekkor a
G = (V,E) pdrt egyszerl grafnak nevezziik, aminek a csicshalmaza V(G) =V
és az élhalmaza E(G) = E.

Példdul az 1.1. dbrén ldthaté graf csicshalmaza V = {u,v,w,x,y,z}, az E élhal-
maza pedig egy tiz elemi halmaz, aminek az elemei maguk is halmazok, mégpedig
V bizonyos, két elem részhalmazai: E = {{u,v},{u,y},{v,w},.... {».2}}.

A definiciéban kikotottiik, hogy V véges halmaz; bar a grafelméletnek van egy
olyan dga, ami végtelen grafokkal foglalkozik (amiknek tehdt végtelen sok csicsuk
és éliik is lehet), de ilyenek ebben a jegyzetben nem fordulnak els, V(G) és E(G)
végességét mindig feltételezni fogjuk. Az 1.1. Definici6 kizérja, hogy egy grafnak
nulla darab cstcsa legyen, de azt nem, hogy (tetszdleges csticsszdm mellett) nulla
darab éle legyen; az ilyen grafokat iires grdfnak szoktak nevezni.

Az 1.1. Definiciéban bevezetett fogalmat nem véletleniil neveztiik egyszerif graf-
nak: van ugyanis két olyan jelenség, amiket ez a definicié nem enged meg, de a graf
fogalmdba mégis bele szoktak érteni, mert bizonyos alkalmazdsokban hasznosak
lehetnek. Az els6 ezek koziil az, hogy egy grafban megengedett, hogy két cstics
kozott tobb kiilonbozé €1 is fusson; az ilyeneket pdrhuzamos éleknek vagy tobbszo-
ros éleknek szokas nevezni. Példdul az 1.2. dbra grafjdban a v és y csicsok kozott
futd két €l parhuzamos, u és x kozott pedig harom parhuzamos él is fut. A masik
jelenségre is latunk példat az 1.2. dbra grafjan: el6fordulnak olyan, hurokélnek ne-
vezett élek, amik egy cstcsot sajat magaval kotnek Ossze (a w-re példaul két ilyen
is illeszkedik). A hurokéleknek tehat csak egy végpontja van.

u

1.2. abra

A fentiek szerint tehat az egyszer(i grafok azok a grafok, amik nem tartalmaz-
nak parhuzamos élt és hurokélt. Ezek valéban ,.egyszertiek” abban az értelemben,
hogy barmely két, kiilonboz6 csicsot tekintve csak két eset lehetséges: vagy szom-
szédosak, vagy nem. A griafelmélet sok alkalmazdsdban csak egyszerli grafokrol
esik sz6: példaul egy kozosségi oldal felhasznaléi kozotti kapesolatokat reprezenta-
16 graf nyilvan egyszer, hiszen egyetlen felhasznald sincs 6sszekotve sajat magaval
(vagyis a grafban nincs hurokél) és két kiilonboz6 felhaszndld kozott legfoljebb egy
él futhat (vagyis nincsenek parhuzamos élek sem). Ha azonban egy graf példaul egy
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térképet reprezentdl, akkor ebben konnyen el6fordulhatnak hurokélek és parhuza-
mos élek is: lehetséges, hogy egy ttszakasz két végpontja ugyanabban a kereszte-
z8désben legyen és az is, hogy két keresztez6dés kozott tobb ttszakasz fusson.

Természetesen lehetséges volna a (nem feltétlen egyszer(i) grafok dltalanos fo-
galmdra is az 1.1-hez hasonld, preciz definicidt alkotni, de ett6l ebben a jegyzetben
eltekintiink, mert elég koriilményes volna. (A hurokél fogalmat még kdnnyd volna
kezelni, ha E(G)-ben egy elemii részhalmazokat is megengednénk; a val4di kényel-
metlenséget a parhuzamos élek okozzak, mert a halmaz fogalma kizarja, hogy egy
elem tobb példdnyban is szerepeljen egy halmazban.)

A nem (feltétlen) egyszerd grafok korében is alkalmazni fogjuk az e = {u, v} je-
161ést annak a kifejezésére, hogy az e € E(G) él végpontjai azu € V(G) ésv € V(G)
csticsok. fgy tesziink annak ellenére is, hogy ez két okbol sem teljesen preciz: egy-
részt, ha e; és ey parhuzamos élek az u és v csicsok kozott, akkor ej-re és er-re is
alkalmazhatjuk az e; = {u,v}, illetve az e; = {u,v} jel6lést, ami azt a téves alli-
tast sugallja, hogy e = e; masrészt, ha e a v csucsra illeszkedd hurokél, akkor az
e = {v,v} jelolés szokatlan, a halmaz alapfogalmatél idegen.

1.2. Feladat. Egy patinds londoni sakk klubban tortént btintény felderitése kozben
Sherlock Holmes megkérte Dr. Watsont, hogy kérdezze meg a biintény estéjén a
klubban tartézkodé vendégekt6l, hogy hany partit jatszottak aznap este. Watson
végigjarta a tiz érintett klubtagot és a valaszokat megmutatta Holmesnak: 4, 2, 3,
4,5,6,5, 4, 6,4. A nagy detektiv mélyet szivott a pipdjabol, majd igy szolt:

— Valaki tévedett, vagy — ami rosszabb — szandékosan hazudott.
Honnan tudta?

Megoldds: Legyenek a G graf csicsai a blintény estéjén a klubban tartézkodé ven-
dégek és az aznap este lezajlott sakkpartik feleljenek meg G éleinek: barmely két
klubtag k6zott pontosan annyi €l fusson G-ben, ahdny partit azok egymadssal jatszot-
tak (ami persze lehet nulla is). Ekkor a Dr. Watson 4ltal begyijtott szimok az egyes
csucsokra illeszkedd élek szamanak felelnek meg.

Mit kapunk, ha ezeket a szdmokat 6sszeadjuk? Az 6sszeghez G minden éle pon-
tosan kettGvel jarul hozzd; valéban, ha e = {u,v} a G egy éle (aminek a végpontjai
tehat az u és a v csticsok), akkor e az u-ra és a v-re illeszkeds élek kozott is beszami-
todik az Osszegbe, de a tobbi csicsra illeszked élek kozott nem. Kovetkezésképp
ez az 0sszeg egyenld kell legyen a G élei szdmanak a dupldjaval.

A Dr. Watson 4ltal bemutatott szamok 0sszege azonban 43; mivel ez pdratlan,
ezért nem lehet az élek szdmdnak a dupldja. Sherlock Holmes tehdt innen tudhatta,
hogy nem létezik olyan graf, amiben az egyes csicsokra illeszkedd élek szamai a
Dr. Watson 4ltal mutatott szamsor tagjaival egyeznek meg. O

Sherlock Holmes fenti gondolatmenete a grafelmélet egyik legegyszeriibb és
legalapvetdbb tételét bizonyitja be. Egy G gréfban a v € V(G) csucs fokdnak (vagy
fokszdmdnak) nevezziik és d(v)-vel jeldljik a v-re illeszkedd G-beli élek szdmat;
azonban a v-re illeszkedd hurokélek (ha vannak) dupldn szamitanak, egy helyett
kettGvel jarulnak hozzd d(v)-hez. Igy példaul az 1.2. dbra grifjaban d(y) = 2,
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d(u) =d(x) =4 és d(v) = d(w) = 6. Ha G egyszer( graf, akkor d(v) egyenl§ v
szomszédainak a szdmaval (hiszen a v-re illeszked6 élek masik végpontjai mind
kiilonboz6k), nem feltétlen egyszeri grafokban azonban ez mar nem igaz.

Az 1.2. Feladat G gréfjdban hurokélek persze nem voltak, hiszen magaval senki
sem sakkozhatott (de parhuzamos élek lehettek, ha két klubtag tobb partit is jatszott
egymadssal). A csicsok fokdnak a definicidjadban éppen azért kotottiik ki, hogy a
hurokélek duplan szamitanak, hogy Sherlock Holmes megfigyelése a hurokéleket
tartalmazé grafokra is igaz maradjon.

1.3. Tétel. Legyen G tetszdleges grdf. Ekkor

Y, d(v)=2-E(G)],

veV(G)

vagyis G-ben a csicsok fokainak az osszege egyenld G élszdmdnak a kétszeresével.

Bizonyitas: G minden éle kett&vel jarul hozzad a csticsok fokdnak Osszegéhez: ha
e ={u,v} nem hurokél, akkor egyszer u-ndl és egyszer v-nél szdmitédik be az
Osszegbe, ha pedig e a w csticsra illeszkedd hurokél, akkor w fokat noveli ketts-
vel. Igy az 6sszegzés eredménye valéban az élszdm kétszerese. O

1.2. Részgraf, komplementer graf

Minden graf (kivéve az egy csicst, iires grafot) tartalmaz tovabbi, kisebb grafokat,
amiknek a csicsai és élei az eredeti graf csticsai és élei koziil keriilnek ki. Ha példaul
a G gréf egy térképet reprezentdl, akkor el6fordulhat, hogy egy alkalmazdsban G-bol
csak egy adott orszdgrész térképére, vagy a teherautéval bejarhat6 ttszakaszokbol
all6 térképre van sziikségiink. Ezeket a G graf részgrdfjainak nevezziik.

Egy G gréf részgrafjait tehdt bizonyos cstcsok és élek elhagyasaval kaphatjuk
G-bdl. Ezeknek az elhagydsoknak azonban nyilvan ugy kell torténniiik, hogy min-
den elhagyott csticcsal egyiitt az Osszes rd illeszkedd élt is elhagyjuk, kiilonben a
megmaradé csicsok és élek nem alkotndnak gréifot.

1.4. Definicio.
* A (legaldbb két csiicsui) G grdfbdl a v € V(G) cstcs torlése azt jelenti, hogy
V(G)-bdl elhagyjuk v-t és E(G)-bdl elhagyjuk az osszes, v-re illeszkedd élt.
* Egy e € E(G) él torlése azt jelenti, hogy E(G)-bdl elhagyjuk e-t (de ez e
végpontjait nem érinti).
* Azokat a grdfokat, melyek megkaphatok G bizonyos csiucsainak és éleinek
torlésével (amiknek a szama akdr nulla is lehet), G részgrafjanak nevezziik.

A definiciénak kozvetlen kovetkezménye, hogy minden grafnak részgrafja sajat
maga is. Az 1.3. dbrdn az 1.2. dbra grafjanak két kiilonbozd részgrafja lathatd. Ezek
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koziil az els6 az y é€s w csucsok (és az ezekre illeszkedd €lek) torlésével késziilt, a
masodik pedig gy, hogy a v csucs torlése utdn kapott grafb6l még a w-re illeszkedd
egyik hurokélt és az u és x kozott futé harom €l egyikét is toroltik. (Az 1.3b 4b-
ra grafjdban az y csucsra egyetlen él sem illeszkedik, de attdl még y eleme a graf
csicshalmazénak; az ilyen csdcsokat izoldlt pontnak nevezziik.)

u u

<@

X X
1.3a abra 1.3b abra

A részgrafok kozott kiilon jelentdséggel birnak azok, amik az 1.3a dbra grafja-
hoz hasonl6an csak csicsok torlésével késziilnek.

1.5. Definicié. A G grdf egy H részgrdfjdt feszitett részgrafnak nevezziik, ha H
megkaphato G bizonyos csiicsainak a torlésével, élek tovdbbi torlése nélkiil. Ha
a V(H) = X C V(G) halmaz csicsai maradnak meg a torlések utdn (vagyis a
V(G)\ X halmaz csiicsait toroltiik), akkor H-t az X csticshalmaz altal feszitett
részgrafnak hivjuk.

A H részgraf feszitett volta tehat azt jelenti, hogy H-nak a G sszes olyan élét
tartalmaznia kell, amiknek a végpontjai V (H )-beliek. Igy példdul az 1.3a dbra graf-
ja feszitett részgrafja az 1.2. dbran lathat6 G grafnak, de az 1.3b dbra grafja mar
nem az (mert hidnyzik belSle G két olyan éle, amiknek a végpontjai az {x,y,u,w}
halmazban vannak). G feszitett részgréfjai tehat kolcsondsen egyértelmien meg-
felelnek V(G) részhalmazainak: G csticsainak minden részhalmaza egyértelmiien
meghatarozza G egy feszitett részgrafjat.

Egy részgrafbdl természetesen nem rekonstrudlhatdk a torolt csticsok és élek,
vagyis egy részgraf készitésekor ,,informdcidt veszitiink”. Létezik azonban egy
olyan, igen egyszer( fogalom is, amivel egy grafbdl tigy készithetd egy masik, hogy
ezzel ne veszitsiink informacidt; ez azonban mér csak egyszerd grafok esetén értel-
mezett. Erre példaként tekintsiik ismét a (kdlcsonosnek feltételezett) ismeretségek
grafjat egy tarsasdgban vagy egy kozosségi oldalon: a csicsok az emberek és két
kiilonb6zé ember pontosan akkor szomszédos, ha ismerik egymdst. Ezzel a graf-
fal azonos ,,informéciét” hordoz az a mésik graf, aminek a csicsai ugyanazok az
emberek, de két kiilonb6z6 embert akkor kotiink ossze éllel, ha nem ismerik egy-
mast. Valéban: teljesen mindegy, hogy melyik graf adott, barmelyikb6l megtudhat-
juk, hogy két adott ember ismeri-e egymast vagy sem. Ezt a mdsik grafot az eredeti
graf komplementerének nevezziik.
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1.6. Definicié. A G egyszerii grdf komplementerének nevezziik és G-vel jeloljiik
azt a grdfot, amire V(G) =V (G) és E(G) = {{u,v} :u,v € V(G),{u,v} ¢ E(G) }.
Szovegben: G csiicshalmaza azonos G csiicshalmazdval és két kiilonbozd csiics
pontosan akkor szomszédos G-ben, ha G-ben nem szomszédosak.

Fontos tehat rogziteni, hogy a komplementer fogalma csak egyszerti grafokra
értelmezett. Példaul az 1.4 dbra grafja az 1.1. dbran (két példanyban) is lathaté G
graf G komplementere.

y Z
1.4. abra

1.7. Feladat. A 21 csicst G egyszer(i grafrél és annak a G komplementerérdl
tudjuk, hogy mindkettének van 8 darab 4 foki és 5 darab 10 fokud pontja. Hany éle
van G-nek?

Megoldds: Jelblje dg(v), illetve dg(v) a v csics fokdt G-ben, illetve G-ben. Nyilvan
dg(v) 4 dg(v) = 20 minden v csticsra igaz, mert v barmely, t6le kiilonbdzd csticcsal
G és G koziil pontosan az egyikben szomszédos (de sajat magaval egyikben sem).
Igy G 10 foki pontjai azonosak G 10 fokt pontjaival, G 4 fokd pontjai viszont G-ben
16 fokiak. Ezek alapjdn G-ben mar minden cstics fokat ismerjiik: 8 darab 4 foku, 5
darab 10 foku és 8 darab 16 foku csticsa van.

Ezek szerint G-ben a csicsok Osszfokszama 8-4+5-10+8-16 = 210, igy

az 1.3. Tétel szerint G éleinek szdma ennek a fele, vagyis 105. O

1.3. Grafok izomorfiaja

Megviltozik-e egy graf attdl, ha egy v csticsdt lecseréljilk egy vadonatidj, mdsik
elemre, amit ugyanazokkal a csicsokkal kotiink 6ssze (€s ugyanannyi él mentén),
mint amikkel v volt szomszédos? A vélasz szorosan véve igen, hiszen a graf fogal-
mét ugy értelmeztiik, hogy az egy csicshalmazbdl és egy élhalmazbdl all, igy két
graf nem lehet azonos, ha a csticshalmazuk kiilonbdzs. Valéjaban azonban érezhetd,
hogy egy ilyen csere a grafelmélet szempontjabol érdektelen.

Az 1.5a abra példaul az ismeretségek grafjat dbrazolja abban a tarsasdgban, amit
a hazigazda és négy vendége, Bakdcs ur, Szakacs tr, Takdcs ur és Takacsné alkot; a
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vendégek koziil csak a Takacs hdzaspar tagjai ismerik egymast, a hazigazda viszont
mindenkit ismer. Az 1.5b dbrdn ldthat6 graf csicshalmaza pedig az {1,2,3,4,5}
szamokbdl all és két kiillonbozd szdm pontosan akkor szomszédos, ha a kisebbik
osztdja a nagyobbiknak.

B H T 3 1 2

Sz Tné 5 4
1.5a abra 1.5b 4bra

Hasonléan a fenti példédhoz, az 1.5 dbra két grafjat is kiilonbozonek kell tekinte-
niink, hiszen a csicshalmazaik masok. Mégis, minden érdemi — vagyis a grafelmélet
szamdra relevans — szempont szerint azonosak. Ezt a jelenséget definidlja pontosan
a grafok izomorfidjdanak a fogalma. Ennek az alapgondolata az, hogy ha a G és H
grafok cstcsai parba allithatok gy, hogy a G-beli csicsok kozti élek megfelelnek
a parjaik kozott futé éleknek, akkor G és H ,lényegében azonosak”, vagyis pon-
tos kifejezéssel izomorfak. Ezt a parbaallitast pedig egy kolcsonosen egyértelmi
fliggvény adja meg, ami minden G-beli csicshoz a H-beli parjat rendeli hozza. (A
fliggvény kolcsonos egyértelmiisége azt jelenti, hogy H minden csicsa pontosan
egy G-beli csiicshoz van hozzarendelve.)

1.8. Definicié. A G és H grdfok izomorfak, ha létezik olyan f :V(G) — V(H)
kolesondsen egyértelmil fiiggvény, amire a kovetkezd teljesiil: barmely u,v € V(G)
csticsok esetén az u és v kozott futé G-beli élek szdma egyenld az f(u) és f(v)
kozott futo H-beli élek szdmdval. Ennek a jele: G = H.

A definiciéban az f-re tett feltétel az u = v esetben is értelmes: ilyenkor azt
mondja, hogy a v-re illeszked$ G-beli hurokélek szama egyenl§ az f(v)-re illeszke-
d6 H-beli hurokélek szamaval.

Ha példaul G, illetve H jeloli az 1.5a, illetve az 1.5b dbrdk grafjait, akkor a
G = H izomorfidt bizonyitja az az f : {B, T, H, Sz, Tné} — {1,2,3,4,5} fiiggvény,
amire f(B) =3, f(T) =2, f(H) =1, f(Sz) =5 és f(Tné) = 4. (Valéban, az 6t
f6s tarsasdg barmely két tagja pontosan akkor ismeri egymadst, ha a nekik az f altal
megfeleltetett két szam kozott oszthatdsag all fenn.)

Mivel az izomorfia fogalma két graf ,lényegében azonos” voltdnak ad preciz
értelmet, elvarhatd, hogy ha G = H és H = K teljesiil a G, H és K grafokra, akkor
G = K is fennélljon. Ez a tulajdonsag, amit tranzitivitdsnak szoktak nevezni, val6-
ban teljesiil: ha f: V(G) — V(H), illetve g : V(H) — V(K) igazoljék az elsS két
izomorfidt az 1.8. Definici6 szerint, akkor g o f (vagyis a két fiiggvény kompozicié-
ja) konnyen l4thatéan igazolja a G = K izomorfiat. (Ugyancsak teljesiil két tovabbi,
igen egyszer( és a fogalom intuitiv jelentése alapjan elvarhat6 tulajdonsdg: a refle-
xivitds, ami szerint G = G minden grafra igaz és a szimmetria, ami szerint G = H
esetén H == G is igaz. Az elébbit az 1.8. Definiciénak megfelel6en az identitas fiigg-
vény bizonyitja, ami tehat minden v € V(G) csticshoz sajit magdt rendeli, az utGbbi
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pedig az inverz fiiggvénnyel bizonyithaté: ha f : V(G) — V(H) igazoljaa G =~ H
izomorfidt, akkor f~! : V(H) — V(G) igazolja a H = G izomorfiit.)

Az 1.8. Definicié egy megfeleld f fiiggvény 1étezését irja el6 G = H teljesii-
1éséhez, az azonban el6fordulhat, hogy tobb kiilonbozé f fliggvény is alkalmas az
izomorfia bizonyitdsdra. Példdul az 1.5. dbra példdjanak esetében mddosithatjuk a
fenti f fiiggvényt gy, hogy f(B) =5 és f(Sz) = 3 legyen (és f-nek a mdsik hé-
rom elemen felvett értéke valtozatlan maradjon), az igy kapott fiiggvény is megfelel
az 1.8. Definiciénak.

Szemben azzal, amit az 1.5 dbra példdja taldn sugall, dltalaban egyaltaldn nem
konnyd feladat eldonteni, hogy két adott graf izomorf-e vagy sem. Gondoljunk
vissza példaul az 1.1 dbra két grafjara: ezek persze izomorfak, hiszen ez a két rajz
éppen azt volt hivatva illusztrdlni, hogy a csucsok és élek elhelyezkedése érdektelen
a grafok dbrazoldsakor; igy az izomorfidt az 1.8. Definiciénak megfelel6en igazolja
az a filggvény, ami az azonos betiikkel jeldlt csicsokat rendeli egymdshoz. Ha azon-
ban a betlik nem szerepeltek volna eleve a két rajzon, akkor okozhatott volna némi
fejtorést a megfeleld parok megtaldlésa.

1.9. Feladat. Melyek izomorfak az aldbbi grafok koziil?

o &0

Megoldds: Az elsd két graf izomorf, amit példdul a csicsoknak az aldbbi dbran
lathatd betiizésével lehet igazolni: nem nehéz ellendrizni, hogy a bal oldali graf bar-
mely két csicsa pontosan akkor szomszédos, ha a kozéps6 graf azonosan betlizott
két csticsa szomszédos.

A fenti abran lathat6 betizéssel tehat megadtunk egy, az 1.8. Definiciénak meg-
felel6 fiiggvényt: ez a bal oldali graf barmely csticsdhoz a kozépsd graf azonosan
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betfizott csicsat rendeli. Az 4dbrabdl persze nem deriil ki, hogy az izomorfiat bi-
zonyitd betlizés hogyan sziiletett, de a valdsdg az, hogy emogott nem 4ll semmi-
lyen biztos médszer vagy algoritmus, csak szisztematikus probalkozds. Az viszont
kétségtelen, hogy ha a betlizést (vagyis a csicshalmazok kozotti fliggvényt) valaki
megadja, akkor annak az ellendrzése, hogy ez valéban megfelel az 1.8. Definici-
6nak, mar konny feladat. Eppen ezért, gyakran nagyobb kihivast jelent annak az
igazolasa, hogy két adott graf nem izomorf: ehhez ugyanis azt kell belatni, hogy a
csucsaiknak semmilyen bet(izése (vagyis semmilyen, a csicshalmazokat egyméshoz
rendeld fiiggvény) nem felel meg az 1.8. Definicidnak.

A jobb sz€1s6 graf esetében pontosan ez a helyzet: azt allitjuk ugyanis, hogy ez
nem izomorf a masik két graffal. (Mivel ezekr6l mar kideriilt, hogy egymassal izo-
morfak, ezért az 1.8. Definici6 utan, az izomorfia tranzitivitdsaval kapcsolatban {rtak
szerint a harmadik vagy mindkettdvel izomorf, vagy egyikkel sem.) Ennek a bizo-
nyitdsahoz figyeljiik meg a harmadik grafnak a fenti 4brdn pirossal kiemelt részletét:
ez egy négyszog, vagyis egy (tetszbleges) v csticsabdl hdrom tovabbi cstics érinté-
sével a graf élei mentén haladva visszajuthatunk v-be. Ha a harmadik graf izomorf
volna a masik kett&vel, akkor nyilvan azokban is kellene lennie négyszognek. (Valé-
ban, ha két graf izomorfidjat az f fiiggvény igazolna az 1.8. Definici6 szerint, akkor
az els6 grafban négyszoget alkoto csucsok f-fel vett képei a masodikban is négyszo-
get alkotndnak.) Nem nehéz azonban ellendrizni, hogy nem ez a helyzet: ugyanis az
elsd két graf barmelyik v cstcsat is szemeljiik ki, ennek a szomszédai ko6zott nincs
két olyan, amiknek v-n kivill is van k6z0s szomszédja. Ezzel tehat belattuk, hogy a
harmadik graf val6ban nem izomorf a masik kettével. O

Az érdekesség kedvéért megemlitjiik, hogy a fenti feladatban szerepld elsd (két)
gréafot Julius Petersen (1839 — 1910) dan matematikus utdn Petersen-grafnak neve-

zik. Ez specidlis jelentdséggel bir a grafelméletben, szamos probléma kapcsan kertil

eld, mint példa vagy ellenpélda valamilyen tulajdonsag vagy allitds teljesiilésére.

Ha két graf izomorf, akkor persze a csticsaik és éleik szama is egyenld. S6t, mi-
vel az izomorfidt bizonyité fiiggvény dltal egymasnak megfeleltetett csticsok foka is
nyilvan mindig egyenld, ezért izomorf grafok csicsainak a fokait felirva a két eset-
ben ugyanazt a szdmsorozatot kell kapnunk. Fontos azonban hangstlyozni, hogy
ennek a forditottja nem igaz: ha két grafnak ugyanannyi csticsa van és a pontok
fokai is azonosak, att6l még nem feltétlen izomorfak. Erre példat mutatnak a fenti
feladat grafjai: bar mindhdromnak tiz csicsa van és minden csics foka harom, az
utolsé graf mégsem izomorf a mésik kett6vel.

1.4. Osszefiiggoség

A grafelmélet szaimtalan alkalmazasdban fordul el8, hogy egy graf valaminek a to-
véabbitdsdra vagy szdllitdsdra hasznalt hdl6zatot modellez. Magatdl értet6dd példa
erre, ha G egy térképet reprezentdl, de hasonld a helyzet egy szdmit6gép-hal6zatot
vagy egy légitarsasag éltal iizemeltetett jaratokat abrazolé graf esetében is — és még
hosszan lehetne sorolni a példdkat. Az aldbbi definici6 az ilyen alkalmazdsokhoz
sziikséges, a grafban val6 ,,mozgast” leir6 alapfogalmakat vezeti be.
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1.10. Definicio.

* AP=(vg,e1,v1,€2,V2,...,ek, Vi) sorozatot élsorozatnak nevezziik a G grdf-
ban, ha vy, vi,...,vi € V(G) a grdf csicsai, ey, e, ... e € E(G) a grdf élei
ésmindeni=1,2,... keseténe;={vi_1,v;} (vagyis az e; él végpontjai v;_,
és v;).

7 oz

* A P élsorozat végpontjai vy és vx. P-t az u-bol v-be vezetd élsorozatnak
mondjuk, ha a végpontjai (valamilyen sorrendben) u és v.

* A P élsorozat hossza k, vagyis a benne szerepld élek szama.

e A P élsorozatot sétanak nevezziik, ha az ey, ey, ... ey élek koziil barmely
kettd kiilonboza.

« Utnak pedig akkor nevezziik P-t, ha a vo,vi,...,vy € V(G) csiicsok kiziil
bdrmely kettd kiilonbozd.

A definici6 kozvetlen kovetkezménye, hogy minden tt egyben séta is; valban,

//////

7 z

métl6do €l végpontjai is tobbszor szerepelnének az élsorozatban. A definicid szerint
G egyetlen csticsa is utat alkot G-ben, aminek a hossza nulla.

Egy élsorozat elemei tehdt (szemben azzal, amit a fogalom neve sugall) fel-
véltva cstcsok és élek. Ha azonban G egyszer( graf, akkor folosleges megadni az
élsorozatban szerepld éleket is, hiszen szomszédos csticsok kozott csak egy €l fut-
hat; ilyenkor tehat az élsorozat 4ltal érintett csticsok (sorrendben vald) felsoroldsa
mdr meghatdrozza az élsorozatot.

w Z
%
u
X y
1.6. abra

Az 1.6. dbran harom élsorozatot ldtunk az dbra grafjdban, mindegyik az u csucs-
bél a v-be vezet. A kékkel jelolt, sorra az (u,x,y,v) csucsokat érint6 élsorozat {it,
hiszen nem ismétlédnek benne a csicsok. A zolddel jelslt, az (u,x,y,z,x,w,z,V)
csucsokat érintd élsorozat mar nem 1t (hiszen az x és z csticsokat kétszer is tar-
talmazza), de séta, hiszen az altala érintett élek nem ismétlédnek. A piros élsorozat
viszont, ami sorra az (u, x,y, z,X,y,v) csicsokat érinti, mar nem is séta, mert az {x,y}
élen kétszer is athalad.

1.11. Allitas. Ha a G grdfban létezik az u csiicsbol a v-be vezetd élsorozat, akkor
létezik u-bol v-be vezetd iit is.

7 oz

Bizonyitds: Legyen Py egy u-bdl v-be vezetd élsorozat G-ben. Ha P 1it, akkor készen
vagyunk a bizonyitdssal. Ha nem, akkor 1étezik olyan x csucs, amit egynél tobbszor
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érint. Vagjuk most ki P;-b6l az x elsé és utolsé eléforduldsa kozotti szakaszt (abban
az értelemben, hogy Pj-nek ebbdl az x-t6l x-ig tartd szakaszabdl csak maga az x
csics maradjon meg), a kapott sorozat legyen P». Ekkor P> is u-bdl v-be vezetd
élsorozat, de a hossza (vagyis a benne szerepl6 élek szama) mar kisebb Pj-énél.

Ha P, mar tt, akkor megint készen vagyunk a bizonyitdssal. Ha nem, akkor P is
tartalmaz ismétl6dd cstcsot, igy a fentiek szerint ismét kivaghaté belSle egy szakasz
ugy, hogy egy P>-nél is rovidebb, u-bdl v-be vezetd P; élsorozatot kapjunk. Ez az
eljaras véges sok 1épés utdn megdll és szolgaltatja a kivant, u-bdl v-be vezetd utat,
mert az altala elGallitott élsorozatok hossza folyamatosan csokken. O

Ha a fenti bizonyitasban leirt eljarast példaul az 1.6. dbra piros élsorozatara al-
kalmazzuk, akkor az (x,y,z,x) csticsokat érint§ szakasz kivdgédsa (vagyis pusztdn
az x csuccesal valo helyettesitése) utdn épp a kékkel jelolt utat kapjuk. Ha viszont a
zolddel jelolt sétdra alkalmazzuk ezt az eljdrdst, akkor szintén az (x,y,z,x) csicso-
kat érint$ szakasz kivdgdsa utdn az (u,x,w,z,v) csicsokat sorra érint$ tthoz jutunk;
de alkalmazhatjuk a bizonyitdsban leirt eljarast ugy is, hogy a zold séta z-t6l z-ig
tartd szakaszdt vagjuk ki, ebben az esetben az (u,x,y,z,v) utat kapjuk.

1.12. Feladat. Legyen v a G grafnak egy pdratlan fokszdmu csticsa. Mutassuk
meg, hogy 1étezik G-ben olyan v-b6l indulé (pozitiv hosszisigi) tt, aminek a
masik végpontja is pdratlan fokszamu.

Megoldds: Induljunk el v-bél és jarjunk be ,,vaktaban” egy P sétat G-ben — vagyis
mindig csak arra vigyazzunk, hogy olyan élen 1épjiink tovabb, ami kordbban még
nem szerepelt P-ben. Azt éllitjuk, hogy ha P a w csicsban akad el, akkor w parat-
lan foku és w # v. A P séta ugyanis parosaval ,,fogyasztja” az altala érintett, v-t6l
kiilonb6z6 csticsok éleit: egy u # v csicson vald dthaladasa nyilvan kettSt hasznal
fel u élei koziil. Igy w valéban pératlan foki kell legyen, kiilonben P-nek az utolsé
w-be val6 belépése utin még volna olyan, w-re illeszked €1, amit P kordbban nem
érintett, igy P nem akadhatna el w-ben. Ugyanez a gondolat mutatja azt is, hogy
w # v; valéban, P elsd, v-bol indul6 éle elhaszndl egyet v élei koziil, igy az ezutan
megmarado, v-re illeszkedd élek szdma mar paros, vagyis P v-ben sem akadhat el.
Megmutattuk tehat, hogy 1étezik egy v-bsl w-be vezetd P séta (ahol w # v és w
pératlan fokd). Igy az 1.11. Allitds szerint v-b6] w-be vezet§ it is van G-ben.
(Késbbb egy masik megoldast is adunk ugyanerre a feladatra; lasd az 1.18. Fel-
adatot.) O

1.13. Kovetkezmény. Ha a G grdfban létezik az u csiicsbol a v-be vezetd it és

s P

létezik a v csiicsbol a w-be vezetd iit is, akkor létezik az u-bol a w-be vezetd iit is.

Bizonyitds: Vezessen a P 1t u-bol v-be, a Q ut pedig v-bdl w-be. Ekkor P és Q
osszekapcsoldsaval egy u-bol w-be vezetd R élsorozatot kapunk. Bar R nem feltétlen
ut (hiszen lehetnek olyan csucsok és élek, amik P-ben és Q-ban is szerepelnek, igy
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ezeket R egynél tobbszor tartalmazza), de az 1.11. Allitds miatt R 16tezésébdl egy
u-bol w-be vezetd ut 1étezése is kovetkezik. O

Erdemes a fenti bizonyitast az 1.6. dbra grafjan szemléltetni. Ha példdul a P
Ut az u csticsbdl a z-be vezet és sorban az (u,x,y,z) csicsokat érinti, a z-bdl v-be
vezet§ Q ut pedig a (z,x,y,v) csdcsokon halad &t, akkor P és Q valéban utak, de az
Osszekapcsoldsukkal éppen az dbran pirossal jelolt R élsorozatot kapjuk. Ez tehat
nem Ut (s6t, még csak nem is séta), de a fent leirtak szerint valéban nyerhetd beldle
egy u-bdl v-be vezetd (az abran kékkel jelolt) tt.

Minden olyan alkalmazésban, ahol a grafot (a szakasz elején irtak szerint) vala-
minek a tovabbitdsdra vagy szallitdsara hasznaljuk, nyilvan alapvet6 elvaras, hogy a
graf barmely cstcsabdl barmelyik masikba el lehessen jutni az élek mentén haladva.
Ezért a kdvetkez6 fogalom kiemelten fontos a grafelméletben.

1.14. Definici6. A G grdfor dsszefiiggdnek nevezziik, ha bdrmely u,v € V(G),
u # v csiucsaira létezik G-ben u-bdl v-be vezetd iit.

Fontos megjegyezni, hogy ha a definiciét igy médositandnk, hogy barmely két,
kiilonboz6 csics kozotti élsorozat 1étezését kovetelnénk meg, ettdl az Gsszefiiggd-
ség fogalma nem véltozna; valéban, az 1.11. Allitas szerint u és v kozotti élsorozat
1étezésébdl u-bol v-be vezets tt létezése is kovetkezik (ennek a forditottja pedig
magatdl értetddden igaz).

A fejezetben eddig szerepelt grafok szinte kivétel nélkiil mind 6sszefiiggdk vol-
tak, de az 1.4 dbra grafja nem az: példaul a v csicsbdl (sajat magan kiviil) csak az
y-ba lehet eljutni (Gton vagy élsorozaton), a graf 6sszes tobbi csicsdba mar nem;
ugyancsak nyilvan nem 0sszefiiggd az 1.7 abra grafja sem.

p q r s t
o o

u % w X y

1.7. abra

1.15. Feladat. A 100 csticsi G egyszerli graf v csicsdnak a foka 66, az osszes
tobbi csucsanak a foka legaldbb 33. Mutassuk meg, hogy G 6sszefiiggd.

Megoldds: Haw # v tetszdleges, v-vel nem szomszédos cstics, akkor v-nek és w-nek
kell legyen k6z6s szomszédja. Valdban, mivel egyszerti grafokban a csicsok foksza-
ma azonos a szomszédaiknak a szdmaval, ezért v-nek €s w-nek egyiittesen legalabb
66 + 33 = 99 szomszédja van. Igy lehetetlen, hogy ezek kozott ne legyen kozos,
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mert v-n és w-n kiviil G-nek csak 98 csicsa van. Ezért v és barmely w # v cstics
kozott van G-ben (legfoljebb kettd hosszisagi) tt.

Ebbdl kivetkezik, hogy barmely x,y € V(G) csticsok kozott 1étezik G-ben élso-
rozat: ilyet kapunk, ha egy x-b6l v-be vezetd utat 6sszekapcsolunk egy v-bdl y-ba
vezetGvel. fgy az 1.11. Allitds szerint x-b3l y-ba vezetd it is van G-ben, vagyis G
valéban Osszefiiggs.

(Késdbb egy masik megoldast is adunk ugyanerre a feladatra; lasd az 1.19. Fel-
adatot.) ]

Szemléletesen érezhetd, hogy ha egy graf nem Osszefiiggd, akkor ,,tobb kiilonal-
16, 6nmagan beliil 6sszefiiggd részbdl all”’; példaul az 1.7 dbra grafjanak négy ilyen
része van (koziiliik az egyik csak a p izolalt pontb6l 4ll). Nem magatol értet6dd
viszont, hogy hogyan értelmezziik az ezeknek a részeknek megfeleld fogalmat; az
alabbi definici6 ezt vezeti be.

1.16. Definicié. Legyen G egy grdf és v € V(G) egy tetszdleges csicsa.

* A w € V(G) csicsot v-bdl tton elérhetének (vagy roviden: v-bol elérhets-
nek) nevezziik, ha létezik G-ben v és w kozott iit.

 Jelolje X a v-bdl titon elérhetd G-beli csiicsok halmazdt. Ekkor az X dltal
feszitett részgrdfot a v csiics komponensének nevezziik.

* A G grdfnak egy K feszitett részgrdfja akkor 6sszefiiggd komponens (vagy
roviden: komponens) G-ben, ha G-nek van olyan csiicsa, aminek a kompo-
nense K.

Nyilvdn minden cstcsbdl elérhetd sajat maga is (nulla hosszisdgu uton), igy
minden csucs definicid szerint benne van a sajat komponensében. Példdul az 1.7 4b-
ra grifjdban a g csdcsbol az X = {q,r,s,w} halmaz csidcsai érhetdk el, igy az X
altal feszitett (négy éli) K részgraf komponens G-ben. Az X masik harom csicsa-
bél is az X elemei érhetdk el uton, igy ezeknek a komponense is K. A p csticsbdl
viszont nem érhet6 el sajat magan kiviil mds csics, igy egymaga alkot egy (él nél-
kiili) komponenst. Ennek a grafnak dsszesen négy komponense van, a masik kett6t
az {u,v}, illetve a {¢,x,y} csicshalmazok feszitik. Az 1.4 dbra grafjanak pedig két
komponense van, ezeket a {v,y} és az {u,w,x,z} csiicshalmazok feszitik.

A definiciénak kozvetlen kovetkezménye az a (szintén természetesnek érz6do)
allitas, hogy egy G graf pontosan akkor Osszefiiggd, ha egyetlen komponense van.
Valdban: ha G 6sszefiiggd, akkor minden v cstiicsdnak a komponense G, mert v-bdl
uton elérhetd az Osszes tobbi csucs; megforditva, ha G-nek egyetlen komponense
van és az K, akkor barmely x,y € V(G) esetén x és y komponense is K kell legyen,
igy x és y egymdsbdl elérhetdk, vagyis G Osszefiiggd (és K = G).

Ahogyan az a fogalom nevébdl is sejthetd, a komponensek mindig Osszefiig-
gbk. Tovabba a fenti példak alapjan érezhets, hogy a komponensek mindig disz-
junkt részhalmazokra vagjak fel egy graf csicshalmazat. Az alabbi tétel épp ezeket
mondja ki.
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1.17. Tétel. Bdrmely G grdf esetén
(i) G komponensei osszefiiggdk;
(ii) G minden csiicsdt G-nek pontosan egy komponense tartalmazza.

Bizonyitds: Legyen K egy komponens G-ben, tartozzon példdul a v csticshoz. Ha
x,y € V(K) tetszGleges csucsok, akkor (az 1.16. Definicié szerint) mindketten elér-
hetSk v-bél tton. Igy az 1.13. Kovetkezmény szerint x és y egymdsbdl is elérhetdk.
Mivel K barmely két csucsa kozott vezet ut, ezért az valdban Osszefiiggd.

Rétérve (ii) bizonyitasara, annyi ebbdl magatol értet6dd (és fentebb mar emlitet-
tiik is), hogy minden cstics benne van egy komponensben: a sajatjaban. Tegyiik fel,
hogy av € V(G) cstcs a sajat komponensén kiviil a w csticséban is benne van. Jelol-
je ezt a két komponenst K,, illetve K,,; meg kell mutatnunk, hogy K, = K,,. Legyen
ezért x € V(K,,) tetszGleges csics. Mivel v € V(K,,) is igaz, ezért v és x is elérhetSk
dton w-bdl, igy az 1.13. Kovetkezmény szerint ezek egymasbdl is elérhetdk. Eb-
bdl kovetkezik, hogy x € V(K,) is igaz. Beldttuk tehat, hogy V(K,,) C V(K,), de a
forditott irdnyu tartalmazds ugyanigy megmutathaté: egy y € V(K,) csics esetén y
elérhet$ v-bdl, v-pedig v € V(K,,) miatt w-bél, igy az 1.13. Kovetkezmény miatt y
is w-bdl, vagyis y € V(K,,) valéban igaz. Mivel K, és K,, feszitett részgrafok és a
csicshalmazaik a fentiek szerint azonosak, ezért K, = K,, valéban igaz. O

A fenti tételbdl valoban kovetkezik, hogy egy graf komponensei diszjunkt ré-
szekre vagjak a csicshalmazat (hiszen minden cstics benne van egy komponensben
és ha két kiilonbozd komponens csticshalmaza nem volna diszjunkt, akkor a metsze-
tilkkben 1évé csticsok egynél tobb komponensbe tartoznanak). A tétel valaszt ad arra
a kérdésre is, hogy ha K a G graf egy komponense, akkor G-nek melyik v csticsaira
teljesiil, hogy a v komponense éppen K? A vélasz az, hogy ezek a v-k épp a K-ba
tartozé csucsok; vagyis a ,,K komponens cstcsai”, illetve az ,,azok a v-k, amiknek
a komponense K megfogalmazdsok ugyanazokat a csticsokat takarjak. Valéban:
v € V(K) esetén v komponense csak K lehet, mert v benne van a sajit komponensé-
ben, de egynél tébben nem lehet; megforditva, ha v komponense K, akkor v € V(K)
nyilvanvalé.

Fontos hangstlyozni, hogy bar a komponensek az 1.17. Tétel szerint 6sszefiig-
20, feszitett részgrafok, ennek a megforditdsa nem igaz: nem minden Osszefiiggd,
feszitett részgraf komponens. Példdul az 1.7 dbra grafjdban az X = {q,r,s} cstics-
halmaz 4ltal feszitett részgraf (ami egy kettd hosszisdgu tit) is Osszefiiggd, de nem
komponens (hiszen nincs olyan cstcsa a grafnak, amibdl elérheté csticsok halmaza
pontosan az X csticsaibdl allna).

A komponens fogalmanak, illetve a fenti tételnek a birtokdban révidebb megol-
dast adhatunk két, kordbban mar latott feladatra.

1.18. Feladat. Legyen v a G grafnak egy pdratlan fokszdmu csticsa. Mutassuk
meg, hogy létezik G-ben olyan v-bdl indulé (pozitiv hosszisdgi) tt, aminek a
masik végpontja is paratlan fokszamu.
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Megoldds: Legyen G-ben a v komponense K. Ebben kell legyen v-n kiviil is péa-
ratlan foku cstcs, kiilonben a K-beli csicsok fokszamosszege pdratlan volna, ami
ellentmondana az 1.3. Tételnek. Egy ilyen csucs és v kozott pedig (a komponens
definicidja szerint) vezet ut. a

1.19. Feladat. A 100 csucsu G egyszer(i graf v csticsdnak a foka 66, az Gsszes
tobbi csicsanak a foka legaldbb 33. Mutassuk meg, hogy G 6sszefiigg6.

Megoldds: Legyen G-ben a v komponense K. Ekkor K legalabb 67 cstcsu, hiszen
v-n kiviil benne kell lennie v 66 szomszédjanak is (amik mind kiillonbozdk, hiszen G
egyszerd graf). Hasonld érvelés mutatja, hogy ha G-nek volna K-n kiviil egy masik
K’ komponense is, akkor annak legalabb 34 cstcstnak kellene lennie, hiszen min-
den csucsa legalabb 33 fokd. Ez azonban lehetetlen, mert K-nak és K’-nek egyiit-
tesen mar legaldbb 67 + 34 = 101 csicsa volna. Kovetkezésképp G-nek csak egy
komponense van, vagyis 0sszefiiggd. O

Az Osszefiiggd komponens fogalmat tobbféle mddon is lehet definidlni. Mi az
egyszerlisége miatt az 1.16. Definiciéban frt utat vélasztottuk, de sok tankonyv
azokat az Osszefiiggd, feszitett részgrafokat nevezi komponensnek, amik nem bd-
vithetSk az Osszefiiggdség megtartdsdval. Pontosabban: a K feszitett részgrafot
akkor nevezik komponensnek, ha K 0Osszefiiggd, de barhogyan vidlasztunk egy
v € V(G)\V(K) csiicsot, G-nek a V(K) U {v} csiicshalmaz éltal feszitett részgrafja
mar nem Osszefiiggd. Megmutatjuk, hogy a két definicié ekvivalens.

Tegyiik fel el6szor, hogy K az x cstics komponense (az 1.16. Definiciéban {rt
értelemben). Az 1.17. Tételbdl tudjuk, hogy K Osszefiiggd. Haegy v € V(G) \ V(K)
cstcsra a V (K)U{v} dltal feszitett részgraf is osszefiiggd volna, akkor (mivel ennek
x és v is cstcsai) volna ut x és v kozott. Ez azonban lehetetlen, hiszen az 1.16. De-
finici6 szerint V (K) az dsszes, x-bdl tton elérhetd csticsot tartalmazza, de v-t nem.
[gy K-ra az el6z6 bekezdésben irt definicié valban teljesiil.

Tegyiik most fel, hogy K a fentebb firt, alternativ definicié értelmében kompo-
nens és legyen x € V(K) egy tetszbleges cstcsa. Mivel K dsszefiiggd, ezért minden
csucsa tton elérhetS x-bdl. Ha volna olyan z ¢ V(K) cstics, ami szintén elérhetd
egy P uton x-bdl, akkor induljunk el P mentén x-bdl z-be és alljunk meg az elsd
olyan cstcsndl, ami nem V (K)-beli. Ilyen 1étezik, mert z ¢ V(K); jelolje ezt v, a v-t
megel6z§ cstcsot P-n pedig u. Ekkor a V(K) U {v} halmaz dltal feszitett részgraf
Osszefiiggs, mert barmely y € V(K) csticsbdl vezet 1t u-ba (mert K sszefiiggd és
y,u € V(K)), ezt pedig az {u,v} éllel (és v-vel) megtoldva y-bdl v-be vezets utat ka-
punk. Ezért valéban igaz, hogy V (K) U {v} barmely két csticsa kozott vezet it G-ben
(hiszen két V (K)-beli cstcs esetében ez K sszefiiggdsége miatt magétdl értet3dd).
Mivel V(K)U{v} a fenti, alternativ definicio teljesiilése miatt nem feszithet dssze-
fiigg részgrafot, ezért a z ¢ V(K) csidcs mégsem lehet x-bdl dton elérhets. Ezzel
tehat megmutattuk, hogy K az 1.16. Definici6 értelmében az x csiics komponense.

1.5. Fak

Képzeljiik el azt a grafot, aminek a csuicsai egy ember 0sszes leszarmazottai és két
csucs akkor szomszédos, ha a megfeleld két ember sziil6-gyermek viszonyban all
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egymadssal. Az ilyen grafokat a koznyelv csalddfanak nevezi, a grafelméleti szak-
nyelv pedig fdnak; az 1.8. dbran két ilyen graf lathat6. (Bar ezek az abrak azt su-
galljak, hogy a legfeliil elhelyezkedd cstics a kozos s és alatta soronként az egyre
késdbbi generacidk jelennek meg, de természetesen a rajz ezeknek a grafoknak az
esetében is esetleges; igy példaul mindkét graf barmelyik csucsédra kioszthatnidnk a
kozos 6s szerepét és ennek megfelelden atrajzolhatnink az abrakat.)

Lo

1.8a abra 1.8b abra

Fék a grafelmélet szamos alkalmazdsdban keriilnek eld, sok mas mellett példaul
olyan esetekben, amikor a csticsok egy folyamat kiilonbozé allapotainak felelnek
meg: a kezdGallapotban a folyamat tobb kiilonbozd irdnyba dgazhat, de mindegyik
dgon tobb killonbozd tovabbi irany nyilhat, stb. Fa szerkezet( a legtobb fajlrendszer
is, itt a csicsok a mappak és a fajlok. Az is ki fog deriilni ebben a szakaszban, hogy
a fak (egy pontosan definidlt értelemben, ldsd az 1.26. Tételt) az Osszefiiggd grafok
,csontvdzainak™ is tekinthet6k.

Felmeriil persze a kérdés, hogy hogyan lehet a fenti leirds alapjan kialakul6
intuitiv képnek megfeleld, pontos definiciét alkotni a fa fogalmardl. A fak latha-
téan Osszefiiggd grafok, de ennél nyilvan tobbrdl van szé: egy faban az élek men-
tén haladva csak akkor juthatunk vissza egy kordbbi csucsba, ha kozben valamikor
,visszafordulunk”. Az aldbbi definiciéban bevezetett alapfogalmak — szdmos mds
alkalmazas mellett — ennek a pontos megfogalmazasat is lehet6vé teszik.

1.20. Definicié. A G grdfban a P = (vg,e1,v1,€2,V2,...,ex, Vi) élsorozatot
e korsétanak nevezziik, ha P séta és vy = vy,
o kornek nevezziik, ha P egy pozitiv hosszisdgu korséta és a vo,vi,...,Vi—1
csucsok mind kiilonbozok.

A korséta tehat azt jelenti, hogy a graf egy csicsabdl indulva ugy haladunk az
élek mentén, hogy végiil ugyanabba a cstcsba érkeziink vissza, de kozben egy élen
sem haladunk 4t egynél tobbszor. A kor fogalma pedig azt jelenti, hogy a korséta
sordn még a csucsok sem ismétlddhetnek — kivéve azt, hogy az elsd és utolsé cstics
azonos. (Figyeljik meg, hogy a definici6 csak a vg, vy, ..., vx_| csicsok kiilonbozé-
ségét koti ki, de vg = v kovetkezik abbdl, hogy P korséta.) Ebbol persze adddik,
hogy a korok egyben korsétak is, de ez forditva nem igaz. Az 1.9. dbra grafjdban
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példaul kékkel jelolve egy kort latunk, zolddel jelolve pedig egy olyan korsétat,
ami nem kor (mert w-n kétszer is dthalad). Az eldbbi tehdt sorra az (s,v,z,w,y,x,s)
csdcsokat érinti, az utébbi pedig az (u,w,z,y,w,t,u) csicsokat (de persze mindkét
esetben a kor, illetve a korséta barmelyik csicsdt valaszthattuk volna indulési és
egyben érkezési csticsnak).

s t u
X y Z
1.9. abra

Az 1.20. Definici6 szerint egy egyetlen csticsbél és nulla darab é1bdl 4116 élsoro-
zat korséta, de nem kor, mert egy kor hossza (vagyis az éleinek a szdma) pozitiv kell
legyen. Ha viszont a v csdcsra illeszkedik egy e hurokél, akkor a (v,e,v) élsorozat
mdr kor, aminek a hossza egy. Ugyancsak kor a kettd hosszisagd (v, e, w, ez,v) él-
sorozat, ha e és e, parhuzamos élek a v és a w csicsok kozott. Egyszerti grafokban
azonban nem létezhet haromnal révidebb kor (hiszen hurokélek, illetve parhuzamos
élek hijan lehetetlen egy, illetve kettd hosszisagu kort alkotni).

A kor fogalmdnak a birtokdban mar pontosan definidlhatjuk a fat is.

1.21. Definicié. Az F grdf fa, ha F dsszefiiggd és nem tartalmaz kort.

Az 1.8. dbra két grifja valéban megfelel ennek a definiciénak, igy ezek fak.
Ugyancsak fa az egy csucsu, él nélkiili graf is, valamint az utak is (pontosabban:
azok a grafok, amik egyetlen 1t csicsaibdl és éleibdl allnak). A definiciénak azt
a feltételét, hogy F nem tartalmaz kort, roviden dgy is szokds kifejezni, hogy F
kormentes. Ebb0I a tulajdonsdgbdl az is kovetkezik, hogy F egyszer( graf; valdban,
ha F tartalmazna hurokélt vagy parhuzamos éleket, akkor volna benne egy, illetve
kettd hosszisagu kor is.

Az 1.8. dbra grafjai tartalmaznak egy foku csucsokat, a masodik cstcsainak
tobb, mint a fele ilyen. Ha egy fa egy (tetsz8leges, de pozitiv hosszisiga) ttbol
all, akkor abban az egy foku cstcsok szdma csak ketté — de az aldbbi tételbdl ki fog
deriilni, hogy ennél kevesebb nem is lehetne. Az egyetlen olyan fa, ami nem tartal-
maz egy foku cstcsot az egy cstcsu, €l nélkiili fa (vagyis a nulla hosszisagu tt).

1.22. Tétel. Ha F legaldbb két csiicsu fa, akkor F tartalmaz legaldbb két olyan
csiicsot, amiknek a foka egy.

Bizonyitds: Vélasszunk F-ben egy P leghosszabb utat — vagyis egy olyat, aminél
hosszabb it mdr nincs F-ben. (Az tehat el6fordulhat, hogy P-vel azonos hosszuisagui
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ut még tobb is van F-ben, de ez a bizonyitds szempontjabdl érdektelen.) Mivel F
legalabb két csucsu és igy tartalmaz élt (kiilonben nem volna 6sszefiiggd), ezért P
pozitiv hosszisagu, igy két kiillonbozd végpontja van. Azt allitjuk, hogy ezeknek a
foka egy.

1.10. abra

Legyen ugyanis v a P egyik végpontja (lasd az 1.10. dbrét). Biztosan szomszéd-
ja v-nek a P mentén v-t megel6z6 (vagy kovetd) u csucs. Tegyiik fel indirekt, hogy
v-nek van egy u-tdl kiilonb6z6 x szomszédja is. Ha x nincs rajta P-n, akkor P-t meg-
toldhatjuk a {v,x} éllel és az x csiccsal; mivel igy egy P-nél hosszabb utat kapunk,
ez P valasztasa miatt lehetetlen. Ha viszont x rajta van P-n, akkor P-nek a v-t8l x-ig
tartd szakasza a {v,x} éllel egyiitt kort alkotna F-ben, ami szintén ellentmondés.

Mivel P két végpontjanak csak egy-egy szomszédja van (amikkel csak egy-egy
él mentén lehetnek szomszédosak, hiszen a kormentesség miatt F' egyszer( graf),
ezért ezzel a tételt belattuk. O

Erdemes megfigyelni, hogy a fenti bizonyitisban F &sszefiigg6ségébdl csak
annyit hasznéltunk ki, hogy F-nek van éle. Igy igaz az az er8sebb 4llitas is, hogy
minden élt tartalmazo, kormentes grafnak van legaldbb két els6foku cstcsa. (Az el-
séfoku, mdsodfoki, stb. kifejezések is elterjedtek a grafelméleti nyelvhasznélatban,
a jelentésiik azonos azzal, hogy egy fokd, kett6 foku, stb. A fak els6foku cstcsait
pedig — maradva a botanikai ihletettségli elnevezéseknél — levélnek is szoktak hivni.)

Szamoljuk meg az 1.8. dbra fainak cstcsait és éleit: az elsének 5 csticsa és 4 éle,
a masodiknak 20 cstcsa és 19 éle van. Az utakra is nyilvan teljesiil, hogy eggyel
tobb csicsuk van, mint éliikk. Az aldbbi tételbdl kideriil, hogy ez minden fara igaz.

1.23. Tétel. Legyen G egy n csiicsii és m élii grdf. Ekkor
(i) ha G Osszefiiggd, akkorm >n—1;
(ii) ha G kormentes, akkorm <n—1;
(iii) ha G fa, akkorm =n — 1.

Bizonyitds: A (iii) allitds nyilvan kozvetlen kovetkezménye (i)-nek és (ii)-nek. Az
utébbiak bizonyitdsdhoz pedig képzeljiik el, hogy G-t az n cstcsu iires (vagyis él
nélkiili) grafbdl fokozatosan épitjiik fel igy, hogy (tetsz6leges sorrendben) egymads
utdn adjuk hozza G éleit és gondoljuk meg, hogy ekdzben hogyan véltoznak a graf
komponensei.

Ha mdr néhdny élt felvettiink a graf élhalmazédba és most éppen az e = {u, v} élt
adjuk hozza, akkor két eset lehetséges. Ha u és v k6z6s komponensébe tartozik az
aktudlis grafnak, vagyis sszekoti Sket egy P 1t, akkor barmely x,y € V(G) esetén
e hozzavétele nem valtoztat azon, hogy x és y elérhets-e egymasbdl tdton, igy a graf
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komponensei sem valtoznak. Valéban, ha x és y kozott volt it e hozzavétele elbtt,
akkor nyilvdn utdna is lesz. Megforditva, ha e hozzavétele utdn van egy Q it x és y
kozott és O nem tartalmazza e-t, akkor persze Q az e hozzavétele el6tt is 1étezett. Ha
viszont Q tartalmazza e-t, akkor e helyére beszurhatjuk Q-ba a P utat (hiszen annak
a végpontjai azonosak e végpontjaival); a beszirds eredménye egy x és y kozotti
élsorozat, de ebbdl az 1.11. Allitas szerint x és y kozotti ut 1étezése is kovetkezik.

Gondoljuk meg most azt az esetet, ha az tjonnan felvett e = {u, v} él végpontjai
kiilonbozé komponensekben vannak: u a K, v a K, komponensben. Ekkor K, és
K, egyesiil, vagyis a V(K,) UV (K,) csicshalmaz feszit egy ij komponenst, a tébbi
komponens viszont nem valtozik. Valéban, e hozzavétele utan u-bdl v-n keresztiil
elérhetévé valnak K, csucsai és K, csticsai is nyilvan elérhet6k maradnak; tovabba a
V(K,) UV (K,) halmazba nem tartozé csticsok nyilvdn nem valnak u-bdl elérhetdvé.
Ezért (példdul) u komponensét a V(K,) UV (K,) halmaz fesziti. A K,-tdl és K,-t8]
kiilonb6z6 komponenseket pedig természetesen nem érinti e felvétele, hiszen nem
valtozik az ezeknek a csdcsaibdl titon elérhets csticsok halmaza.

Azt kaptuk tehat, hogy egy 1j €l felvétele a komponensek szamat vagy nem val-
toztatja, vagy eggyel csokkenti. Ebbdl a tétel (i) éllitdsa azonnal kovetkezik: mivel
kezdetben (amikor még nem volt éle a grafnak) n komponens volt és végiil csak egy
van (mert G Osszefiiggd), ezért valéban legaldbb n — 1 él hozzavételére volt sziikség.

A tétel (ii) allitdsanak a bizonyitdsdhoz pedig csak azt kell észrevenniink, hogy
ha G kérmentes, akkor a bizonyitds masodik bekezdésében irt eset nem fordulhat
eld: az aktudlisan hozzdvett e = {u, v} él végpontjai nem tartozhatnak k6zds kom-
ponensbe. Valéban, kiilonben mar e hozzavétele elbtt is volna ut u és v kozott, ami
e-vel egyiitt korré zar6dna. Mivel tehat minden egyes él hozzavétele eggyel csok-
kenti a komponensek szamat, ezért ennek a folyamatnak legfoljebb n — 1 €l utdn
meg kell 4llnia (hiszen az n-edik él mar egy O0sszefiiggd graf két csicsat kotné dssze
és 1gy kort hozna 1étre). O

Megjegyezziik, hogy bar az utébbi két tételre egymastdl fiiggetlen bizonyitd-
sokat adtunk, az 1.22. Tétel, illetve az 1.23. Tétel (iii) allitasa koziil barmelyik vi-
szonylag konnyen bebizonyithaté a mésikbol.

Ha ugyanis egy F fabdl toroljikk egy v elsdfokd cstcsdt (annak az egyetlen
élével egyiitt), akkor megint egy fat kapunk. Valéban, v torlésével a kormentes-
ség nyilvan nem sériil és konnyi megmutatni, hogy az Osszefiiggdség sem (lasd
az 1.27. Feladat megoldasat). fgy ha F legalabb két csticsu fa, akkor F-bdl indulva
és az 1.22. Tételre tamaszkodva addig tor6lhetiink els6foku csicsokat, mig végiil az
n =1 cstcst és m = 0 él{ fahoz érkeziink. Mivel minden torlésnél n és m is eggyel
csokkent, ebbdl m = n — 1 valéban kovetkezik.

Ahhoz pedig, hogy az 1.23. Tétel (iii) allitdsdbdl beldssuk az 1.22. Tételt, fi-
gyeljikk meg, hogy ha F-nek ketténél kevesebb els6fok csticsa lenne, akkor a csu-
csainak a fokszamdosszege legaldbb 2n — 1 volna. Valéban, n — 1 darab legaldbb 2-es
és egy darab legaldbb 1-es fokszam Osszege tényleg legaldbb ennyi (és nulla fokud
csucs létezése kizart, mert n > 2 és F 0sszefliggd). Ebbdl az 1.3. Tétel miatt m > n
kovetkezne, ellentmondas.
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1.24. Feladat. Egy F fa cstcsainak fokszamai kozott pontosan kétféle érték fordul
el6 és mindketté pontosan ugyanannyiszor. Adjuk meg F-et.

Megoldds: Mivel a kétféle fokszdm ugyanannyiszor fordul eld, ezért F csticsainak
szdma pdaros. Legyen ezért a csicsok szdma n = 2k. Az 1.22. Tétel szerint az egyik
el6forduld fokszam az 1, a masikat jelolje d.

Ekkor F-ben a fokszdmok 6sszege k-d+k-1 =k(d+1). Az 1.3. Tétel szerint ez
F élszamaénak kétszerese: 2m = k(d + 1), ahol m jeloli F' éleinek szamat. Mdsrészt
az 1.23. Tétel miatt m = n— 1 = 2k — 1. Ezek 6sszevetésébdl: k(d + 1) = 4k —2. Ezt
az egyenletet d-re rendezve: d =3 — %

Mivel d és k is nyilvan pozitiv egész, ezért csak a k = 1,2 értékek jonnek széba.
Azonban k = 1 esetén d = 3 —2 = 1 adddna, ami lehetetlen, mert igy F-ben nem
volna kétféle fokszam. Marad a k = 2 eset, amibsl d = 3 — 1 = 2 adddik.

Ezek szerint F egy n = 2k = 4 cstcsu fa, amiben két darab els6foku és két darab
masodfokii cstcs van. fgy F csak egy harom hosszisagi tt lehet. O

1.5.1. Feszitofa

Tegyiik fel, hogy az 1.11a dbra gréifja valamilyen tervezés alatt 4116 hdlézat (példdul
egy szamitogép-hdldzat vagy tithdlézat) csomdpontjait és a koztiik 1étrehozhaté kap-
csolatokat abrdzolja. A feladat annak az eldontése, hogy a graf melyik éleit vegyiik
be a késziil6 hal6zatba tigy, hogy barmely két csomdpont kozott legyen osszekotte-
tés a hdlézatban (nem feltétlen kozvetleniil, hanem esetleg tovabbi csomépontokon
keresztiil) és a hal6zatnak (példaul gazdasdgossdgi megfontoldsok miatt) a lehet6
legkevesebb éle legyen.

o
|
1
|

AN

1.11a abra 1.11b abra

A feladat egyik lehetséges megoldasat az 1.11b abra hét piros éle mutatja. Ezek
(a graf nyolc csucsaval egyiitt) fat alkotnak, igy megfelelnek a feladat fenti leirdsa-
bol fakadé osszefiiggdségi feltételnek. Tovabbd az 1.23. Tétel (i) allitdsa szerint egy
nyolc csucsu, 0sszefiiggd grafnak nem is lehetne hétnél kevesebb éle, igy a piros
élek valasztdsa ennek a feltételnek is megfelel. Természetesen szdmos mds j6 meg-
oldasa is volna ugyanennek a feladatnak: minden olyan élhalmaz alkalmas volna,
ami a graf Osszes csicsaval egyiitt fat alkot. Az ilyen faknak szamtalan alkalmazasa
van a grafelméletben, ezeknek ad nevet az alabbi definici6.
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1.25. Definicié. A G grdfnak az F részgrdfja feszit6fa, ha F fa és V(G) =V (F)
(vagyis F a G osszes csucsdt tartalmazza).

A feszitdfa és a feszitett részgrdf kifejezéseket nem szabad 0sszekeverni, mert
a hasonldsaguk ellenére egészen mas — sét, részben ellentétes — jelentéssel birnak.
Egy feszit6fa a graf éleinek egy részhalmazaval adhaté meg, hiszen a graf minden
csucsat tartalmaznia kell. Ezzel szemben egy feszitett részgrafot (az 1.5. Definici6
szerint) a graf csiicsainak egy részhalmaza hatdroz meg, de ennek ismeretében az
élei mar adottak: a kivalasztott csticsok kozott futd dsszes €lt tartalmazza.

Az 1.11a abra grafjanak a fentiek szerint van feszit6fdja: az 1.11b dbran latha-
t6 egy ilyen (a sok koziil). Azonban ez nem minden grafra igaz: ha egy graf nem
Osszefiiggd, akkor nyilvan feszit6fdja sem lehet. Az alabbi tételbdl kideriil, hogy
mds akaddlya viszont mar nem lehet feszit6fa 1étezésének.

1.26. Tétel. A G grdfnak akkor és csak akkor létezik feszitdfdja, ha G dsszefiiggd.

Bizonyitds: Ha G-nek létezik egy F feszit6fdja, akkor (mivel F' fa és igy Osszefiiggd)
barmely x,y € V(G) = V(F) cstcsok kozott 1étezik F-beli tit, ami persze G-beli is.
Igy G valéban 6sszefiiggd.

A forditott irdnyhoz legyen G egy tetszbleges, Osszefliggd graf. Annak megmu-
tatdsdhoz, hogy G-ben van feszitdfa, az 1.23. Tétel bizonyitdsdnak a gondolatme-
netét hivjuk segitségiil. Ott megmutattuk, hogy ha egy H grafnak K, és K, két kii-
16nb6z8 komponense és H-hoz hozzdadunk egy dj e = {u,v} élt, amire u € V(K,)
és v € V(K,), akkor ezzel K, és K, egyesiil: az 4j H' graf egyik komponensét a
V(K,)UV(K,) cstcshalmaz fesziti, a tobbi komponenst pedig e hozzdvétele nem
érinti. Tovdbbi az is nyilvdnvald, hogy ha H nem tartalmazott kort, akkor H' sem
tartalmazhat: val6ban, ha H'-ben volna egy C kor, akkor ez (H kdrmentessége miatt)
tartalmazna e-t; igy C-bdl e elhagydsdval egy H-beli utat kapnank u és v kozott, ami
lehetetlen, mert u és v H kiillonb6z6 komponenseibe tartoznak.

A fentiekre alapozva az iires halmaztdl indulva fokozatosan épitjiik fel a keresett
feszit6fa élhalmazat, mindig egy olyan éllel bévitve azt, aminek a végpontjai az ak-
tudlis graf kiillonboz6 komponenseibe tartoznak. A fentiek szerint igy sosem hozunk
létre kort és a komponensek szdma folyamatosan csokken. Igy amint ez a szam eléri
az egyet, valoban 6sszefiiggd és kormentes grafot, vagyis feszit6fat kapunk.

Azt kell ezért csak megmutatnunk, hogy ha az aktudlis H grafnak még legaldbb
két komponense van (vagyis nem Osszefiiggd), akkor mindig taldlhaté6 G-ben egy
olyan él, aminek a végpontjai H kiilonbozd komponenseibe tartoznak. Legyenek
ezért K, és K, a H kiilonboz6 komponensei és x € V(Ky), y € V(K,) tetsz6leges
csicsok. Mivel G 0sszefiiggs, ezért 1étezik G-ben egy P 1t x-bdl y-ba. Induljunk el
P mentén x-b8l y-ba és dlljunk meg az els6 olyan csdcsndl, ami nem V (K, )-beli.
Ilyennek kell 1éteznie, mert y ¢ V (K, ); jelolje ezt v, a v-t megel5z§ csticsot P-n pe-
dig u. Ekkor az e = {u,v} él megfelel a feltételeknek: e € E(G) (hiszen e a G-beli
Pt éle) és u € V(Ky), v ¢ V(K,) miatt e végpontjai valéban H kiilonboz6 kompo-
nenseibe tartoznak. O
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A fenti bizonyitasbdl egyben egy modszer is kiolvashaté feszitdfa keresésére
egy G Osszefiiggd grafban: az iires halmaztél indulva mindig olyan éllel bovitjiik a
késziil6 feszit6fa élhalmazat, aminek a végpontjai a kordbban mar kivalasztott élek
(és a graf 6sszes csucsa) dltal alkotott részgraf kiillonb6z6 komponenseibe tartoznak.
A bizonyitas utolsé bekezdésébdl az is kideriilt, hogy ha K az aktualis graf egy tet-
sz6leges komponense, akkor mindig taldlunk olyan e = {u,v} élt E(G)-ben, amire
u€V(K) é v ¢ V(K). Ebbdl kovetkezik, hogy a feszitéfa élhalmazénak fokoza-
tos épitése megvaldsithatd gy is, hogy minden kozbiils6 pillanatban csak egyetlen
olyan komponens van, aminek egynél tobb csicsa van, az dsszes tobbi komponens
egy (izolalt) cstcsbdl 4ll; valéban, ha K jeldli az egyetlen, egynél tobb csicsi kom-
ponenst, akkor a fentiek szerinti e = {u,v} kivélasztdsa utdn (amire tehat u € V(K)
és v ¢ V(K)) K bbviil v-vel és e-vel, de a tobbi komponens tovébbra is egy csticsq.
Ha tehét a bizonyitdsban leirt médszernek eszerint a specidlis esete szerint jarunk
el, akkor az aktudlis graf mindig egy (abban) els6foku csiccsal boviil.

Bemutatunk az 1.26. Tételre egy mdsik bizonyitdst is, ami a fent leirttal ellenté-

tes stratégiat kovet: nem az iires halmaz fel6l indulva, a kormentesség fenntartasaval
épiti fel a feszit6fat, hanem a graf teljes élhalmaza fel6l indulva, az 6sszefiigg6séget
fenntart6 ismételt torlésekkel éri el azt. Az aldbbi bizonyitds még valamivel rovi-
debb is a fentinél; a fenti elénye viszont, hogy késébb tobb alkalmazasban is az
abban latott médszerrel fogunk feszit6fat nyerni és ezekben fontos lesz tudnunk,
hogy valdban feszit6fat kaptunk.

Az 1.26. Tétel egy alternativ bizonyitdsa: El6szor azt mutatjuk meg, hogy ha egy G
Osszefiiggs graf egy tetszGleges C korének barmelyik e = {u, v} élét toroljiik, akkor
a kapott G’ gréf szintén Osszefiiggd. Legyen ugyanis x és y két tetsz8leges cstics
G-ben és vdlasszunk ezek kozott egy P utat (ami G Osszefiiggbsége miatt 1étezik).
Ha P nem tartalmazza e-t, akkor persze P G’-ben is 1t x és y kozott. Ha viszont
P atmegy e-n, akkor szurjuk be P-be e helyére azt az u-bol v-be vezetd utat, amit
C-bol e torlésével kapunk. Ezzel egy x és y kozotti élsorozatot kapunk, de ebbdl
az 1.11. Allitds szerint x és y kozotti tt 1étezése is kovetkezik. Mivel tehat G'-ben
barmely két cstics kozott 1étezik tit, ezért az valéban 6sszefiiggd.

Rétérve a tétel bizonyitdsdra, elég azt megmutatnunk, hogy minden G Ossze-
fliggd grafnak van feszit6fdja (mert a mésik irdny a fentiek szerint nagyon kénnyen
adédik). Ha G kérmentes, akkor fa is, igy van feszit6fdja: sajat maga. Ha nem, akkor
toroljiik egy tetszoleges korének barmelyik élét, a kapott grafot jelolje Gy; ez a fen-
tiek szerint Osszefiiggd. Ha G| mar kormentes, akkor az feszit6fdja G-nek. Ha nem,
akkor ismét torolhetd egy korének egy éle és a kapott G, graf megint Osszefiiggd
lesz. Ezt az eljarast folytatva véges sok 1épés utdn kormentes grafot kell kapnunk
(hiszen az élszam fokozatosan csokken). Mivel az eljards sordn a graf osszefiiggd-
sége végig fennmarad (€s a csticshalmaz sem valtozik), ezért annak a ledlldsa utdn
valéban feszit6fat kapunk. a

1.27. Feladat. Létezik-e olyan (legalabb két cstcst) Osszefiiggd graf, aminek bar-
melyik csticsét torolve (az éleivel egyiitt) a kapott graf mar nem 6sszefiigg6?

Megoldds: Megmutatjuk, hogy ilyen graf nem létezik: minden Osszefiiggé G graf-
bdl torolhetd egy alkalmasan vélasztott v cstics Ugy, hogy ezzel osszefiiggd grafot
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kapjunk. Vegyiink ugyanis az 1.26. Tétel szerint egy F feszit6fat G-ben, abban pedig
az 1.22. Tétel szerint egy v elséfoki csticsot. Ekkor a v térlése utdn maradé G’ graf
valoban 0sszefiiggd, mert barmely x és y csucsai kozott még az F-bSl megmaradd
grafban is létezik dt. Valéban, az x és y kozotti, F-beli P utat (ami F 0sszefliggdsé-
ge miatt 1étezett) nem érinti v torlése, hiszen v els6foku, igy P nem haladhatott at
rajta. O

1.6. Iranyitott grafok

Grafokkal — a kifejezés eddig hasznalt értelmében — bizonyos elemek k6zotti szim-
metrikus viszonyokat modellezhetiink. Gyakoriak azonban az olyan alkalmazasok
is, amikben az elemek kozotti kapcsolatok nem szimmetrikusak. Példdul egy tarsa-
sag tagjai kozott lehetnek nem kolcsonds ismeretségek (ha mondjuk jelen van egy
kozismert ember), egy térképen lehetnek egyirdnyu ttszakaszok és egy szamitogép-
hélézatban is eléfordulhat, hogy két csomépont kozott csak egyirdnyd kommunika-
ci6 lehetséges. Ezeket a helyzeteket irdnyitott grdfokkal modellezhetjiik.

Egy irdnyitott graf szintén csticsokbdl és élekbdl all, azonban minden élnek ira-
nya is van: nem elég informécio, hogy az e él az u és a v csicsok kozott halad,
tudnunk kell azt is, hogy e az u-bdl a v-be, vagy a v-bdl az u-ba mutat. Egy G iranyi-
tott graf csticshalmazdt és élhalmazit szintén V (G), illetve E(G) jeloli, az e = (u,v)
jelolés pedig azt fejezi ki, hogy az e € E(G) él az u € V(G) cstcsbdl a v € V(G)
csucsba vezet. (Természetesen nincs akaddlya annak sem, hogy egy irdnyitott graf
az (u,v) és a (v,u) éleket is tartalmazza.)

Az irdnyitott grafok dbrazoldsakor az iranyitott éleket egyszertien nyilakkal szo-
kas jelolni; igy példaul az 1.12. dbran egy irdnyitott graf lathato.

1% w
u X
y Z
1.12. abra

Ha nem tessziik ki az ,.irdnyitott” jelz6t, akkor a graf kifejezést tovabbra is a
kordbban bevezetett értelemben hasznéljuk (amiben tehat az éleknek nincs irdnya).
Ahol ez a szovegkornyezetb6l mégsem deriil ki egyértelmien, ott az irdnyitatlan
grdf kifejezéssel utalunk arra, hogy nem irdnyitott grafrél van sz6. Az irdnyitott
graf fogalmara is lehetne az 1.1-hez hasonld, preciz definiciét alkotni, de ett6l eb-
ben a jegyzetben eltekintiink. Tovabba a fejezetben eddig bevezetett fogalmak tdl-
nyomo részének meg lehetne alkotni az irdnyitott grafokra vonatkozd, anal6g valto-
zatat is. Az esetek egy részében ez szinte magatdl értet6dé modositasokat jelentene
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(mint példaul a részgraf 1.4. Definicidja, vagy az izomorfia 1.8. Definicidja eseté-
ben), mds fogalmakndl azonban komolyabb nehézségekbe iitkoznénk. Igy példaul
az 0sszefiiggdség, illetve még inkdbb az Osszefiiggd komponens fogalmdval analég,
irdnyitott grafokra vonatkoz6 fogalmak és tételek mar komplikaltabbak az irdnyitat-
lan eseteknél (mégpedig azért, mert konnyen eldfordulhat, hogy a v cstcs elérhetd
u-bdl, de ez forditva nem teljesiil); ezekkel ebben a jegyzetben nem foglalkozunk.

Sziikségiink lesz viszont az irdnyitott iit, illetve az irdnyitott kor fogalmara, amik
az ut, illetve a kor korabban (az 1.10., illetve az 1.20. Definicidban) bevezetett fogal-
mainak az irdnyitott megfelel6i. Ez a két fogalom pontosan megfelel az irdnyitatlan
eseteknek, az egyetlen kiilonbség, hogy az egymas utan kovetkezé csicsok koziil
mindig az utébbiba vezet irdnyitott él az elbtte allobol. Az iranyitott dt tehat azt
jelenti, hogy a graf egy csuicsabdl indulva az irdnyitott élek mentén (és természete-
sen az irdnyitasok figyelembe vételével, tehdt sosem a ,,nyillal szemben”) haladunk
ugy, hogy minden csicsot legfoljebb egyszer érintiink; egy irdnyitott kor pedig csak
annyiban kiilonbozik ettl, hogy az utolsé csucsa azonos az elsdvel, de ettdl el-
tekintve szintén nem érint egy csucsot kétszer. Az 1.13a abrdn egy irdnyitott ut,
az 1.13b dbran pedig egy irdnyitott kor lathaté az 1.12. dbra irdnyitott grafjdban.

1% w 1% w
% %
y < y Z
1.13a abra 1.13b abra

1.28. Feladat. Legkevesebb hany éle kell legyen egy 100 cstcsu G irdnyitott graf-
nak, ha

a) van olyan csuicsa, amibdl az dsszes tobbi csics elérhetd irdnyitott titon;

b) minden csucsabdl az 6sszes tobbi cstcs elérhet irdnyitott dton?

Megoldds: a) 99 élt grafot konnyen lehet késziteni ezzel a tulajdonsaggal: példaul
ha G egyetlen, 99 hossziisdgu irdnyitott ttbdl all. Megmutatjuk, hogy 99-nél keve-
sebb éle nem lehet G-nek. Legyen ugyanis H az az irdnyitatlan graf, amit G-bdl
kapunk az élek irdnyitdsdnak a figyelmen kiviil hagydsdval. Ha G-nek a v csticsdbdl
az Osszes tobbi elérhetd irdnyitott Gton, akkor nyilvan H-ban is elérhet v-bdl min-
den cstcs irdnyitatlan uton. Ezért H 6sszefiiggd (hiszen v komponense az dsszes
csticsot tartalmazza). fgy az 1.23. Tétel (i) 4llitdsa miatt H legalabb 99 éld, ezért
G-nek is legaldbb ennyi éle van.

b) Ha G egyetlen, 100 hosszisdgu irdnyitott korbol all, akkor teljesiil rd ez a
tulajdonsag. Ez mutatja, hogy van ilyen tulajdonsdgi 100 éld graf; megmutatjuk,
hogy ennél kevesebb élti nincs. Ugyanis egy ilyen G-nek minden v csticsabdl leg-
alabb egy irdnyitott élnek ki kell indulnia (kiilonben v-b&l nem lehetne mds csticsot
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elérni irdnyitott tton). Igy G minden csticsdhoz tartozik egy onnan kiléps él — és
persze minden csicshoz madsik (hiszen egy irdnyitott él csak egy csticsbdl 1éphet
ki). Tehat G valéban legaldbb 100 éld. O

1.7. Grafelméleti algoritmusok hatékonysaga

A grafelmélet gyakorlati alkalmazasai tobbségiikben algoritmikus feladatok. Ezek-
ben tehdt a bemenet egy grafbdl (és esetleg tovabbi adatokbdl) ll, amiben vala-
milyen, az adott alkalmazds szempontjabol relevans kérdésre kell vdlaszolni — ami
jelentheti valaminek a kiszamitdsat, egy részgraf meghatdrozasat, stb. Példaul egy
ilyen, szamtalan alkalmazassal biré feladat egy adott graf két adott csticsa kozott egy
legrovidebb ut meghatdrozasa. (Ennek a feladatnak tobb véltozata is van, igy ebben
a jegyzetben is tobb kiilonbozd algoritmust fogunk megismerni a megoldasara.)

Természetesen a grafelméleti algoritmusok esetében is nagyon fontos kérdés a
futdsidd, illetve a hatékonysag; nagyon konnyen el6fordulhat, hogy egy grafelméleti
problémara készitett programkdd ugyan elvileg helyes eredményt ad, de az alkalma-
zasban felmeriil6 méreti bemenetekre még a legerésebb hardvereken is évezrede-
kig, vagy akdr évmilliokig futna. Kordbbi tanulményainkbdl tudjuk, hogy egy algo-
ritmust akkor szokds hatékonynak tekinteni, ha az polinomidlis futdsidejii, vagyis
ha vannak olyan c és k fix konstansok, hogy az algoritmus minden s méretii (azaz
s biten tdrolhaté) inputra legfoljebb ¢ - s€ 1épés utdn megall. Ahhoz, hogy ezt az
alapvetd fogalmat grafelméleti algoritmusokra is alkalmazni tudjuk, el6tte foglal-
koznunk kell a grafok tdroldsanak a kérdésével — hiszen enélkiil nincs értelme a
bemenet méretérdl beszélni, ha a bemenet egy grafbdl (is) all.

Elérebocsatjuk, hogy grafok tdrolasara szamtalan adatszerkezet (vagyis ,.taro-
lasi méd”) ismert és a grafelméleti algoritmusok implementacidinak a hatékony-
sagat messze nem elhanyagolhaté mértékben befolydsolhatja, hogy ezek koziil az
adott alkalmazdshoz mennyire jol illeszked6t véalasztunk. Bar az adatszerkezet meg-
vélasztdsa ritkdn (vagy soha) nem befolydsolja, hogy az algoritmus polinomidlis
futdsidejl-e vagy sem (mert az egyes tdroldsi médok polinomidlis algoritmussal
egymadsba konvertdlhatok), de az konnyen el6fordulhat, hogy példaul par szaz he-
lyett par ezer vagy tizezer csicsu grafokra is elfogadhaté futdsidét tudunk elérni
pusztin egy megfeleld adatszerkezet segitségével. Ezzel a kérdéssel ez a jegyzet
nem foglalkozik b&vebben, csak a két legalapvetobb grafelméleti adatszerkezetet
emlitjiik meg.

1.7.1. Szomszédsagi matrix

Talan a legkézenfekv6bb gondolat egy n csucsu grafot egy n x n-es matrixban tarol-
ni, amiben a sorok és az oszlopok is a csicsoknak felelnek meg és két csucs egy-
mdshoz val6 viszonydt (vagyis a koztiik futd élek szamdt) a matrixban a megfeleld
sor és oszlop keresztez6désében all6 elem rogziti.
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1.29. Definicié. Legyen G egy tetszbleges, irdnyitott vagy irdnyitatlan grdf és
legyenV (G) ={vi,va,...,vu}. Ekkor G-nek a szomszédsédgi mtrixa az az n x n-es
A mdtrix, aminek az i-edik sordnak és a j-edik oszlopdnak a keresztezodésében dllo
a; j eleme a v;-bol v j-be mend G-beli élek szdma minden 1 < i, j < n esetén. Ennek
a jele: A(G) = A.

Ha G irédnyitatlan graf, akkor nyilvan g; ; = a;; minden 1 <1, j <nesetén (vagy-
is A(G) av; és v;j kozott futé élek szdmat két helyen is tdrolja, ha v; # v;). A szom-

2z 2

szédsagi matrix féatldjaban all6 elemek az egyes csicsokra illeszkedd hurokélek
szamat mutatjak (hiszen i = j esetén igy értendd a v;-bdl v;-be mend élek szdma).
Igy ha G egyszert, irdnyitatlan graf, akkor A(G) egy bindris métrix (vagyis minden
eleme 0 vagy 1) és a f6atl6janak minden eleme 0. A definiciébdl latszik, hogy A(G)
nem csak a G graftdl fiigg, hanem a csticsainak a szimozdasétdl is: ha V(G) elemeit
mdshogyan szamozzuk meg v;-tdl v,-ig, akkor A(G) is megvdltozik — mégpedig a
sorai és az oszlopai az dtszamozasnak megfelel6en atrendez6dnek. Ez azonban az
alkalmazasokban nem okoz problémat, hiszen a cstcsok szdmozdsatdl fiiggetleniil
A(G) ugyanazt az informdciét hordozza.

Az 1.14a dbra az 1.2. dbra iranyitatlan grafjanak, az 1.14b abra pedig az 1.12. ab-
ra irdnyitott grafjanak a szomszédsagi matrixat mutatja; a csicsokat mindkét esetben
abécé szerinti novekvd sorrendben szamoztuk.

01 00 0O
01 0 3 0

001 0 01
1 1 1 0 2

000110
01 210

01 0010
301 00
0200 0 1 0 00 01

00 0100
1.14a abra 1.14b abra

A szomszédsagi matrix nem csak egyszer( adatszerkezet grafok tarolaséara, ha-
nem érdekes elméleti alkalmazdsai is vannak. Nem nehéz megmutatni példdul, hogy
minden k > 1 egészre az A(G)k matrix i-edik sordnak és j-edik oszlopdnak a keresz-
tez6désében 4116 elem a v;-bdl v j-be vezetd, pontosan k hosszisagu élsorozatok sz4-
maval egyenld (irdnyitott és irdnyitatlan grafokban is). Ennél jéval meglepdbb, hogy
az irdnyitatlan, egyszer( grafokrol sok hasznos informdacidt hordoznak a szomszéd-
sdgi matrixuknak a sajatértékei. Ezeknek a halmazét a graf spektrumdnak nevezik
és a grafelmélet egy kiilon fejezete foglalkozik veliik.

1.7.2. Szomszédsagi lista

Bar a szomszédsdgi matrix rendkiviill egyszerii fogalom, sok hdtrdnya is lehet annak,
ha egy grafot igy tarolunk. Ha példaul egy navigicids szoftverhez hasznalt G graf
egy térképet reprezentdl, akkor konnyen elképzelhetd, hogy a csticsok szama sok

7 2

ezer vagy tizezer, de az egy csucsra illeszkedd élek szdma 4altaldban nagyon kevés.
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(Még Parizs hires terébe, a Place de I’Etoile-ba is ,.csak” tizenkét sugdrut torkol-
lik.) gy A(G) elemeinek a tilnyomé tobbsége nulla, vagyis nem ,.éri meg” G-t igy
tarolni — és nem csak azért, mert az értékes informacidhoz képest hatalmas helyet
foglalna a memdridban: azért sem, mert egy adott v cstics szomszédainak a felderi-
téséhez végig kellene pésztizni A(G) teljes, v-nek megfeleld sordt (vagy oszlopdt),
ami nagyon lelassitand a program miikodését.

Ilyen, viszonylag ,ritka” grafok taroldsahoz (vagyis amikben az élek szdima nem
til nagy a cstcsokéhoz képest) jo alternativat jelenthet a szomszédsdgi lista (vagy
madsik nevén éllista). Ennek az alapgondolata szintén nagyon egyszeri: minden v
csucshoz egy listaban eltaroljuk v szomszédait (tetszéleges sorrendben); irdnyitott
graf esetén pedig azokat a csticsokat, amikbe v-bdl vezet irdnyitott é1. Ha pedig v-bol
w-be tobb, példaul k darab (irdnyitott vagy irdnyitatlan) él is vezet, akkor a v-hez
tartozo listdban w-t k-szor is feltiintetjiik. Itt lisza alatt egy olyan, a legtobb modern
programnyelv &ltal timogatott adattipust értiink, ami lehetévé teszi elemeknek egy
sorozatban valé tarolasat ugy, hogy minden elemtdl egy mutaté segitségével jutunk
a kovetkez6be. A szomszédsagi lista, mint grafok taroldsara szolgdl6 adatszerke-
zet tehat nem egyetlen ilyen listabol all, hanem annyibdl, mint a graf cstcsainak a
szama.

Az 1.15 dbran ismét az 1.2. dbra irdnyitatlan, illetve az 1.12. dbra irdnyitott graf-
janak a lefrdsa l4that6, de most szomszédsagi listdkkal.

u: v
U: Vo XxX—x—x

Vi w—2Z
Vi Yy Yy V—ow—u

w: y—Xx
w: X—W—W—V

X v—y
X u—=u—u—w

y. Z—u
yiov—=v

X

1.15a abra 1.15b abra

Hasonl6an a szomszédsagi matrixhoz, irdnyitatlan grafok esetében minden e €1
(a hurokéleket kivéve) kétszer is hozzdjarul a szomszédsagi listdhoz: e mindkét vég-
pontjanak a listadjaban megjelenik a masik. Irdnyitott grafok esetében pedig minden
él egyszer jarul hozza a szomszédsagi listdhoz: a kezd6pontjanak a listajdban jelenik
meg a végpontja. Ezért egy m éld iranyitott, illetve (hurokélmentes) irdnyitatlan graf
szomszédsagi listdjaban a cstcsokhoz tartozd listdk Osszhossza m, illetve 2m. (Ira-
nyitatlan esetben ez tartalmilag azonos az 1.3. Tétel dllitdsaval, hiszen egy v csics
listdjdnak a hossza d(v), a v fokszdma. Az egyetlen kiilonbség, hogy a hurokélek a
v listdjanak a hosszat csak eggyel novelik, mig a fokszamat kett&vel.)

Fentebb mar emlitettiik, hogy a szomszédsagi lista elénye a szomszédsagi mat-
rixhoz képest példaul az, hogy gyorsabban kiolvashaték beldle egy adott csics
szomszédai. Ugyanakkor hdtrdnya is van: ha arra vagyunk kivancsiak, hogy két
adott csics szomszédos-e, akkor a szomszédsdgi matrixbdl ezt egyetlen elem kiol-
vasasaval meg tudjuk valaszolni, mig a szomszédsagi listabdl csak tgy, ha az egyik
csucs listdjan végigmegyiink és megnézziik, hogy a masik szerepel-e rajta. Ez az
egyszerl példa is mutatja azt a fentebb mar emlitett tényt, hogy a graf taroldsdhoz
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hasznalt adatszerkezet helyes, az alkalmazashoz illeszkedé megvalasztdsa nagyban
befolydsolhatja az implementdcié hatékonysdgat. Szintén emlitettik mar, hogy a
szomszédsagi matrixon és a szomszédsagi listan kiviil szdmos tovabbi, ezeknél akar
joval komplikaltabb és ravaszabb adatszerkezetet is ismer a szdmitdstudomany, amik
egyes algoritmusok hatékony implementdldsaban fontos szerepet jatszhatnak.

1.7.3. Silyozott grafok tarolasa

Szamos grafelméleti algoritmus bemenete nem csak egy grafbdl 4ll, hanem ahhoz
tartozé szamadatok is szerepelnek benne. Gyakori példaul, hogy a graf éleihez tarto-
70 szamok vannak a bemenetben (amiknek a jelentése és szerepe az adott alkalma-
zastol fiigg); ilyenkor az e élhez tartozoé szdmot elterjedt szohasznalat szerint szokds
az él silydnak nevezni és w(e)-vel jelolni (az angol weight sz6 kezddbetiijébdl).
Egyszerti példa erre a kordbban mér emlitett legrovidebb 1t feladat: szamtalan al-
kalmazasban (példaul navigicios szoftverekben) egy P tt hosszit nem egyszer(ien a
P-t alkot6 élek szdma fejezi ki, hanem ezeknek az éleknek az Osszsilya (ahol tehat
az élsilyok a bemenet részét képezik és leirhatjdk példaul a megfeleld titszakasz
hosszét, vagy a megtételéhez sziikséges idot).

A szomszédsagi matrix és a szomszédsagi lista is konnyen bovithet6 az élstlyok
tarolasaval. Szomszédsagi matrix esetén példaul megtehetd, hogy ha a tarolt G graf
egyszer(i és v; és v; szomszédosak G-ben, akkor g; ; ért€ke nem 1, hanem a v; és v;
kozotti e él w(e) stilya; ebben az esetben viszont egy specidlis, erre a célra fenntartott
szimb6lummal kell jeldlni a matrixban, ha v; €s v; nem szomszédosak (hiszen a 0
elem egy v; és v; kozott futd, 0 silyd él 1étére utalna). Szomszédsagi lista esetén
pedig az e = {u,v} irdnyitatlan, vagy az e = (u,v) irdnyitott él w(e) sdlyat v-vel
egyiitt lehet tarolni az u cstcs listdjaban. (Ilyenkor tehat a csticsokhoz tartoz6 listdk
nem egyszerlien csicsokat tartalmaznak, hanem olyan parokat, amik egy csticsbol
és egy szambol dllnak.)

1.7.4. Grafelméleti algoritmusok lépésszama

Térjiink vissza a szakasz elején felvetett kérdésre: hogyan mérjiik egy grafelméleti
algoritmus 1épésszamat? A kérdés megvalaszoldsat tobb olyan koriilmény neheziti,
amik elméleti szempontbdl relevansak ugyan, de a gyakorlatban szerencsére nem
okoznak problémat. Az aldbbiakban ravildgitunk ezekre a nehézségekre — de azzal
a kimondott céllal, hogy meggy&zddhessiink rdla, hogy a jegyzet hatralévd részében
(és altalaban grafelméleti algoritmusok tervezésekor) nem kell foglalkozunk veliik.

Az elsé ilyen nehézség a bemenet méretével, vagyis a tarolasdhoz sziikséges bi-
tek szamaval kapcsolatos. Ha példdul szomszédsagi listaval tarolunk egy n csticsu
és m €1l (egyeldre élsulyok nélkiili) grafot, akkor mi lesz a bemenet mérete? Fen-
tebb emlitettiik, hogy a listdk 0sszhossza irdnyitott, illetve irdnyitatlan graf esetén
m, illetve 2m. A listdk elemein kiviil tarolni kell még, hogy azok melyik csticshoz
tartoznak (az 1.15 abra bal sz€ls6 oszlopainak megfeleléen), igy ez Osszesen m + n,
vagy 2m+ n cstcs azonositéjanak a tdroldsat jelenti. Felmeriil azonban a kérdés:
hény biten tdrolhaté egy cstics azonositéja? Ha ezeket k biten taroljuk, akkor 2% > n
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kell teljesiiljon, mert a k hosszi bitsorozatok szdma 2* (és minden csticshoz kiilon-
boz08, azt azonositd bitsorozat kell tartozzon). Ebb6l k > log, n adddik, igy teljes
precizitast feltételezve azt kellene mondanunk, hogy a bemenet mérete — vagyis a
szomszédségi lista taroldsdhoz sziikséges bitek szdma — ¢ - (m +n) -logn valamilyen
c konstansra. Ez azonban egyrészt rendkiviil kényelmetlenné tenné az algoritmusok
Iépésszamanak a mérését a bemenet méretéhez viszonyitva, masrészt az igy adoé-
dé bonyodalmak a gyakorlat szempontjabdl érdektelenek és foloslegesek volnanak.
Ugyanis az alkalmazdsokban felmeriil6 grafok csticsszama jellemzden legfoljebb
ezres vagy tizezres nagysagrendd, ritka az ennél nagyobb n; de még ha tizmillié csu-
csot feltételeziink, akkor is log, n < 24, vagyis egy csucs azonositdja kényelmesen
eltarolhat6 harom béjton. Mivel ez a mai szamitégépek kapacitasat figyelembe véve
elhanyagolhat6, nyugodtan tekinthetjiik igy, hogy egy cstics azonositéja mindig el-
tarolhato egy eldre rogzitett, konstans méretd memoria helyen. Ennek megfelel6en
mondhatjuk azt is, hogy szomszédsagi listaval tdrolva a grafot a bemenet mérete
¢ (m+n) valamilyen ¢ konstansra.

Szomszédsdgi métrixszal valo tarolast feltételezve még elméleti bonyodalomba
sem iitkozilink — legaldbbis akkor, ha a graf egyszer(i: egy n x n-es, bindris métrix ta-
roldsa nyilvan n? biten lehetséges. Ha azonban a graf nem feltétlen egyszert, akkor
itt is fellépnek zavard, elméleti kérdéseket felvetd koriilmények: elvileg még egy
egyetlen csticsu graf is tartalmazhat olyan csillagdszati mennyiségii hurokélt, hogy
a szomszEédsagi matrixdnak az egyetlen eleméhez, vagyis a hurokélek szdmanak a
taroldsahoz sziikséges bitek szdma 6ridsi. Ezzel kapcsolatban hasonl6t mondhatunk,
mint az el6z6 bekezdésben: bar a gyakorlati alkalmazasokban felmeriilé grafok él-
szama nagysagrendekkel tobb lehet, mint a csticsszdmuk, de azt batran feltételez-
hetjiik, hogy a két cstics kozott futé parhuzamos élek szdma, illetve az egy cstcsra
illeszkedd hurokélek szdma észszerii korldtok alatt marad. gy az ezeknek a szi-
moknak a lefrdsahoz sziikséges bitek szama csekélynek, egy fix konstanssal feliilrél
becsiilhetének tekinthetd. Ezt elfogadva pedig mondhatjuk, hogy a bemenet mérete
szomszédsagi matrixot feltételezve ¢ - n> valamilyen ¢ konstansra.

A kovetkezd elméleti nehézség a silyozott grafokkal, illetve a bemenet részét
képezd szamok taroldsaval és az ezeken végzett alapmiiveletekkel kapcsolatos. Kép-
zeljiik el példdul, hogy a fentebb mar emlitett legrovidebb it feladatot az 1.16. dbra
pofonegyszerid grafjan kell megoldanunk: u-bdl v-be vezetd legrovidebb utat ke-
restink, ahol x és y a megfeleld élek siilyat (vagyis hosszat) jelolik. Az eredmény
nyilvan x 4y lesz — ami azt mutatja, hogy a feladatot megoldo, tetszéleges algorit-
musnak képesnek kell lenni a bemenet részét képezd x és y szamok Osszeadasara.
Korébbi tanulmanyainkban, szimelméleti algoritmusok kapcsan megtanultuk, hogy
az N (természetes) szdm tdroldsdhoz sziikséges bitek szama |log, N| + 1, vagyis N
ennyivel jarul hozza a bemenet méretéhez; tovabba, hogy két szdm 6sszeaddsa line-
aris futdsidejd algoritmussal (az ,,irasbeli” Osszeadassal) lehetséges. Mindezekbdl
annak kellene kovetkeznie, hogy a legrovidebb tt feladatot megoldd, tetszbleges al-
goritmus futdsideje még n = 3 cstcs és m = 2 €l esetén is tetszélegesen nagy lehet
— hiszen az specidlis esetként tartalmazza az 6sszeadds feladatat.

A valésag ezzel szemben az, hogy a grafelméleti alkalmazasokban a bemenet ré-
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1.16. abra
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szét képezd szdmokat masképp taroljak és rajtuk az alapmiveleteket is mashogyan
végzik el, mint a kordbban tanult szimelméleti algoritmusok esetében. A szamelmé-
leti algoritmusok hatalmas, tobb szaz vagy ezer szamjegy(i szdmokkal dolgoznak és
az eredményt tokéletes pontossaggal, szamjegyek sorozataként adjdk meg. Ezzel
szemben a grafelméleti algoritmusok tortekkel és negativ szdmokkal is dolgoznak,
de minden — akar bemenetként kapott, akar kiszamitott — szdmadatot egy eldre rog-
zitett, konstans méreti memoriahelyen tarolnak. Ez persze azzal is jar, hogy a tarolt
szamokat sziikség esetén kerekitik, csak egy bizonyos pontossiaggal veszik figye-
lembe. (A szdmitastechnikdban elterjedt megoldas erre a lebegdpontos szdmdbrdzo-
lds.) Bar ez a megkozelités nyilvan veszteséggel jarhat, de nagy eldnye, hogy a sza-
mokon végzett alapmiiveletek mind gyorsan, egy fix konstanssal feliilr6l becsiilheté
idgben elvégezhetdk. Igy a grafelméleti algoritmusok 1épésszaménak a becslésekor
nem kell az alapmiiveletek elvégzésének az idejére kiilon odafigyelniink; csak az a
fontos (az viszont nagyon), hogy az algoritmus a miikodése soran hanyszor végez a
tarolt adatokon valamilyen alapmiiveletet.

A fentiekbdl az is kovetkezik, hogy az élstlyozott grafok taroldsdra is érvé-
nyes, hogy a bemenet mérete szomszédsagi lista, illetve szomszédsagi matrix esetén
c-(m+n),illetve c-n? (valamilyen ¢ konstansra). Valéban: a szomszédsagi listaban
a csucsokkal egyiitt tarolt élsilyok miatt egy €l hozzdjaruldsa a bemenet méretéhez
ugyan megnd, de tovdbbra is egy (mdsik) rogzitett konstans alatt marad; igy (att6l
fiiggben, hogy a graf irdnyitott-e) tovabbra is 2m + n vagy m + n darab, fix mé-
retli azonositét kell tarolnunk (ahol az azonosité most a megfeleld csicsba vezetd
€l sulyat is tartalmazza). Hasonl6an, az n x n-es szomszédsagi matrixban n? darab
értéket (vagy az él hidnydra utalé szimbdlumot) tarolunk, de mindegyik konstans
szamii bitet igényel, igy ezek Gsszesen tovabbra is c - n? bitet jelentenek.

Mikor lesz tehat egy grafelméleti algoritmus polinomidlis futdsideji? Annak ér-
dekében, hogy a kiilonb6z6 taroldsi modokat ko6zos keretben tudjuk kezelni, rogzit-
siik le, hogy a fentiek szerint a bemenet s mérete legfcljebb ¢ - (m +n)?* valamilyen
co konstansra. (Ez tehat szomszédsagi matrix és lista esetén is igaz — de egyébként
az ebben a jegyzetben nem targyalt, a grafok taroldsara alkalmas tovabbi adatszer-
kezetekre is.) A polinomidlis algoritmus definicidja szerint ezért az algoritmus 1é-
pésszdmdra a ¢y - s51 = ¢+ ((co- (m—&—n)z)k1 =cg-c1 - (m+n)* felss becslésnek
kell teljesiilnie minden bemenet esetén. Azt mondhatjuk ezért, hogy egy grafelméle-
ti algoritmus akkor polinomidlis, ha a 1épésszama legfoljebb c - (m +n)* valamilyen
rogzitett ¢ és k konstansokra (amiket a fenti becslésben a ¢ = cq -] és a k = 2k
helyettesitésekkel kapunk).

A grafelméleti algoritmusok hatékonysdga kapcsdn azonban dltaldban nem elég-
sziink meg a polinomialitas tényének az ismeretével, hanem ennél finomabb skalan
is értékeljiik azokat. El6fordulhat példdul, hogy valamilyen problémara mar isme-
riink egy c-n® futdsidejd algoritmust (ami persze polinomidlis), de helyette késébb
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sikeriil taldlni egy c - n* 1épésszamiit; ez komoly fejleménynek szamit, mert lehet&vé
teszi, hogy sokkal nagyobb grafokra is elfogadhaté futdsidét garantdljunk. Altaldban
a legjobbnak a linedris, vagyis ¢ - (m+ n) futdsidejt algoritmusok szdmitanak (egy
ilyet mér a kovetkezd fejezetben megismeriink). Ennél jobb ugyanis nem lehet egy
algoritmus, ha legaldbb annyit feltételeziink réla, hogy a bemenetét végigolvassa.

A kiilonboz8, n-tdl és m-tdl fiiggd 1épésszamok Gsszehasonlitidsa érdekében ér-

demes meggondolni ezeknek a paramétereknek az egymashoz valé viszonyat. Ha G
egyszeri graf, akkor m feliilr6l becsiilhetS a csicsokbdl alkothaté parok szdmadval,
vagyis m < (;) = @ Hasonldan, ha G olyan irdnyitott graf, ami minden (u,v)
é1bdl legfoljebb egy példanyt tartalmaz és nincs benne hurokél, akkor m < n(n—1)
(mert egy él kezdGpontjat n-féleképpen, utdna a végpontjat (n — 1)-féleképpen vi-
laszthatjuk meg). Masik oldalrél, ha egy grafrdl csak annyit feltételeziink, hogy nem
tartalmaz izoldlt pontot, akkor az irdnyitatlan és az irdnyitott esetben is az m > 5
becslést kapjuk (mert minden cstcsra illeszkedik legaldbb egy él, de egy €l két csu-
csot kot ossze). fgy ezekkel a — gyakorlati alkalmazasokban legtobbszor észszerti —
feltételezésekkel a ¢y -n < m < ¢, - n% becslést kapjuk (alkalmas c; és ¢, konstan-
sokra). Igy példdul a linedris, vagyis (n-+m)-mel ardnyos futdsideji algoritmusok
mindig jobbak (de legalabbis nem rosszabbak), mint a ¢ - n* futdsidejtiek.

Osszefoglalva a fentieket:

* Gréafelméleti algoritmusok tervezésekor és vizsgalatakor feltételezhetjiik,
hogy a csticsok azonosit6i és a bemenet részét képezd szdmadatok is csak
fix konstansnyi helyet foglalnak el a bemenetben, tovabba hogy a szamokon
végzett alapmiveletekhez is csak fix konstansnyi id6re van sziikség.

* Szomszédsagi listaval, illetve szomszédsagi matrixszal tarolva egy n cstcsu
és m €14 (esetleg élsilyozott) grafot, a bemenet mérete ¢ - (n+m), illetve c- n?,
ahol ¢ valamilyen rogzitett konstans.

* Egy grafelméleti algoritmus akkor polinomidlis, ha a 1épésszdma legfoljebb
¢ (n+m)* valamilyen c és k konstansokra. A gyakorlatban a k kitev$ pontos
értékének komoly jelentdsége lehet, ezért anndl jobbnak tekintiink egy algo-
ritmust, minél kisebb a 1épésszdmara vonatkoz6 felsd becslésben a k értéke.

A val6sdghoz tartozik sajnos az is, hogy szdmos, a gyakorlatban egyébként igen

fontos grafelméleti problémadra a szamitastudomany nem ismer polinomidlis algorit-
must; ilyenekkel is fogunk taldlkozni ebben a jegyzetben. Ezeknek a problémaknak
egy jelentds részében jo okunk van feltételezni — bar ez nem bizonyitott —, hogy nem
csak jelenleg nem ismert rajuk polinomidlis algoritmus, hanem nem is 1étezik ilyen.
Errdl a kérdésr6l az Algoritmuselmélet targyban lesz b&vebben szo.



2. fejezet

Szélességi keresés

Mir a grafokkal kapcsolatban eddig megismert alapfogalmak is szdmos algorit-
mikus kérdést vetnek fel. Hogyan lehet hatékonyan eldonteni, hogy egy (példaul
szomszédsagi matrixaval vagy szomszédsagi listaval) adott G graf Osszefiiggd-e?
Ha nem, hogyan lehet meghatdrozni egy csticsdnak a komponensét? Ha igen, ho-
gyan lehet megadni egy feszit6fdjat? A Szélességi keresés, vagy az angol neve, a
Breadth First Search roviditéseként széles korben elterjedt nevén a BFS algoritmus
tobbek kozott ezeket a problémadkat is megoldja. Tovabba a fentiek mellett meghata-
rozza egy adott s csicsbdl az Osszes v cstcs tdvolsagat — vagyis az s-bol v-be vezetd
legrovidebb 1t hosszat (ha ilyen it egyéltalan van). Itt egy ut hossza alatt tovabbra is
egyszertien az utat alkot6 élek szamat értjiikk (vagyis a BFS nem alkalmas a legrovi-
debb 1t feladat dltalanosabb, élsilyokat is figyelembe vevs esetének a megoldasara).
Ez a feladat sok alkalmazdsban felmeriil: példa erre, ha egy szamitégép-halézatban
ugy szeretnénk informdaciét tovabbitani, hogy az adatcsomagok a lehetd legkeve-
sebb kozbiilsé csoméponton haladjanak 4t (vagyis a hopok szamat minimalizaljuk).
A BFS-t szamos Osszetettebb grafelméleti algoritmus is hasznalja szubrutinként (er-
re tobb példat is fogunk latni késdbb).

A BFS algoritmus miikodésének alapotlete rendkiviil egyszerti: ha mar megta-
laltuk az s-t61 O,1,...,7 — 1 tavolsagra 1évd csicsokat, akkor a ¢ tdvolsdgra 1évék
éppen azok, amik ezek kozott nem szerepelnek, de szomszédosak egy ¢ — 1 tavol-
sdgra 1évGvel. Az s-t6l 0 tavolsagra nyilvan csak maga s van. Igy az eljaras elészor
megkeresi az 1 tavolsagra 1évd, vagyis s-sel szomszédos cstucsokat. Majd az ezek
koziil valamelyikkel, de s-sel nem szomszédos csticsokat 2 tavolsdgra 1évének nyil-
véanitja. Ezek utdn a 2 tdvolsdgra 1évdk valamelyikével szomszédos, de eddig nem
érintett csicsokat 3 tdvolsagra 1évdnek nyilvanitja, stb.

Persze az algoritmus az s-t6l azonos tdvolsagra 1év6 csicsokat nem tudja egy-
szerre bejarni, igy ezek kozott is kialakit egy sorrendet. Ez a sorrend az eljards
végrehajtasatol fiiggben tobbféle is lehet, de nem véletlenszer(, mert az algoritmus
olyan sorrendben foglalkozik a csicsokkal és probal tovabblépni belSliik, amilyen
sorrendben megtalalta azokat. Vagyis ha a r — 1 tavolsagra 1év6 csicsok kozott x
megeldzi y-t, akkor a ¢ tdvolsdgra 1évd cstcsok kozott is eldbbre keriilnek azok a
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(korabban még nem bejart) csicsok, amiket az eljaras x-bdl ért el azokhoz képest,
amiket y-bol.

Az alébbi pszeudokdddal a fenti, szemléletes képnél pontosabban is lefrjuk a
BFS algoritmust. Az eljaras a mtikodése soran az alabbi adatokat tartja nyilvan:

tav(v) (v € V): v tdvolsdga s-t6l

aktiv_cstics: a jelenleg aktiv cstcs, aminek a szomszédait éppen vizsgaljuk
L: lista azokbdl a mar bejart csicsokbdl, amiknek a szomszédait az eljras
még nem vizsgalta végig

el6z8(v) (v € V,v # 5) : a v-t megel6zG csics az algoritmus dltal megtalalt,
s-bdl v-be vezetd legrovidebb titon

BFS ALGORITMUS

Bemenet: Egy G = (V,E) graf és egy s € V cstics

0NN AW~

—_
S O

11
12

L < (s); aktiv_csiics <
tdv(s) <— 0; minden v € V, v # s-re: tdv(v) <— oo
minden v € V-re: el6z5(v) < *
ciklus: amig L nem iires
aktiv_csiics <— L els6 tagja; aktiv_csiics torlése L-bol
ciklus: v végigfut aktiv_csiics minden szomszédjan
ha tdv(v) = o, akkor:
v hozzafiizése L végére
tav(v) < tav(aktiv_csiics) + 1
el6z8(v) < aktiv_csiics
ciklus vége
ciklus vége

A fenti kédban oo, illetve * annak jelzésére szolgdlé szimbélumok, hogy tav(v),
illetve el6z8(v) még nem kapott értéket. Az eljaras miikodését a 2.1. dbra gréfjan
mutatjuk be.

2.1. abra

Lefuttatva az algoritmust az aldbbi adatok keletkeznek:
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v s p q r x y z w
tav(v) 0 2 3 1 2 3 4 1
el6z6(v) = r p s r p q s

Természetesen ez csak az egyik lehetséges helyes futdsa az algoritmusnak: at-
tél fiiggden, hogy a 6-11. sorokban futé belsé ciklus milyen sorrendben veszi sorra
aktiv_csiics szomszédait, a BFS-nek szdmos mads helyes futdsa is elképzelhet6. Eb-
ben a futdsban az eljards a csucsokat s,r,w, p,x,q,y,z sorrendben jarta be, vagyis
aktiv_csucs sorra ezeket az értékeket vette fel. Az L lista tartalma a 4-12. sorok-
ban futé kiils6 ciklus magjdnak az els§ végrehajtdsa utdn L = (r,w) volt, majd a
ciklusmag tovabbi végrehajtasai utan sorra L = (w, p,x), L = (p,x), L = (x,q,y),
L= (g,y), L= (y,2), L = (z) és legvégiil L kiiriilt.

Az eljdrdsban az el6zG(v) valtozok szerepe az, hogy a kimenetbdl ne csak
az s-bll az egyes csucsokba vezetd legrovidebb utak hossza legyen kiolvas-
haté, hanem az ilyen utak egyike is. Valdban: egy tetszSleges v cstcsbol az
el6z8(vo) = v1,el6z6(vy) = va,. .. sorozat mentén haladva mindig eggyel csokken
az s-t6l vett tdvolsag, igy végiil tdv(vg) 1épésben elériink s-be. Példdul a fenti graf
esetében a z cstcsbdl az el6z8(z) = g, €l6z6(q) = p, elézd(p) = r, el6z8(r) = s
1épésekkel valdban tdv(z) = 4 hosszu tton jutunk el s-be.

Konnyi végiggondolni, hogy a szélességi keresés helyesen miikodik, vagyis
az eljards végén tav(v) = r pontosan azokra a v csticsokra teljesiil, amiknek az
s-t6l vald tavolsaga . Ezt legegyszertibb teljes indukciéval megmutatni. Az alli-
tds ¢+ = O-ra nyilvan igaz, hiszen s-t6l 0 tdvolsagra csak sajat maga van. Ha pedig
az allitdss a 0, 1,...,7r — 1 értékekre mar igaz valamilyen ¢ > 1 esetén, akkor az s-t6l
t — 1 tdvolsagra 1év6 u csicsok az indukcids feltevés szerint valéban megkapjak a
tav(u) =1 — 1 értéket az algoritmus futdsa sordn. Mivel ekkor ezek bekeriilnek az
L listaba, igy az eljaras egy kés6bbi pontjan aktivva kell valniuk. Kovetkezik, hogy
pontosan azok a v csticsok kapjdk a tav(v) =t értéket, amik szomszédosak egy s-t5l
t — 1 tavolsagra 1év6 csuccsal, de a megfeleld r — 1 tavolsagra 1évd cstcs aktivva
vdlasa el6tt még tav(v) = oo; ez utébbi pedig ismét az indukcids feltevés szerint azt
jelenti, hogy v tévolsdga s-t6l legaldbb ¢ (mert tdv(v) nem kapta meg a ¢-nél kisebb
értékek egyikét sem). Més széval: tdv(v) = ¢ pontosan akkor kovetkezik be v-re, ha
v szomszédos egy s-t6l  — 1 tavolsagra 1évé csticcsal és v tdvolsaga s-tdl legalabb ¢;
vagyis ha v tdvolsaga s-t6l éppen 7.

Ugyanez a gondolatmenet mutatja azt is, hogy az algoritmus ledlldsa utin
tdv(v) = oo pontosan azokra a csdcsokra teljesiil, amik nem érhetSk el s-b6l dton
— vagyis amelyek nincsenek s-sel egy komponensben. Igy a G graf pontosan akkor
Osszefiiggd, ha az eljaras végén tdv(v) = o egyetlen v cslcsra sem igaz.

2.1. A BFS-fa

A BFS algoritmus fenti példafuttatasaban kiilon figyelmet érdemel a tdblazat maso-
dik sora — altaldban pedig azok az élek, amik minden v # s esetén v-t el6z6(v)-vel
kotik 0ssze. A 2.1. dbra grafjara ezek a 2.2. dbran, pirossal lathatok.
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2.2. abra

Megfigyelhetd, hogy a széban forgé élek egy fat, mégpedig a G s-et tartalmazé
komponensének egy F feszit6fajat alkotjak. Ez altaldban is igy van, ami kozvet-
leniil addédik az 1.26. Tétel bizonyitdsdbdl, illetve az utdna irt megjegyzésbdl. Va-
16ban, amikor az eljdrds a v cstcsot eléri (vagyis tdv(v) és el6z8(v) értéket kap),
akkor v els6foku lesz az azokbdl az {u,el6z5(u)} élekbdl (s G Osszes csticsdbol)
all6 grafban, amikre az eljaras u-t v-nél kordbban elérte (vagyis el6z8(u) mdr ha-
marabb értéket kapott). Igy az {el6z6(v),v} él hozzdaddsa valéban két kiilonbozé
komponenst kot 0ssze (amik koziil az egyik csak a v csicsbdl all).

Az igy kapott F fat BFS-fanak nevezziik; ez tehat 6sszefiiggd G esetén feszits-
faja G-nek és barmely v csicsra az s-et v-vel 6sszekotd F-beli 1t a legrovidebbek

egyike az s-bdl v-be vezetd G-beli utak koziil.

2.2. Szélességi keresés iranyitott grafban

Az adott cstcsbol indulé legrovidebb (vagyis legkevesebb €lbdl 4116) irdnyitott utak
megtaldldsanak feladata irdnyitott grafokban is gyakran felmeriilé probléma. Sze-
rencsére ennek a feladatnak a megolddsara nem kell vadonatdj algoritmust kidol-
goznunk, a BFS eljaras ezt is megoldja. Ehhez a fentebb latott pszeudokédnak csak
a 6. sordt kell minimalisan médositani:

6 ciklus: v végigfut azokon a csticsokon, amikbe aktiv_csiics-bol vezet él

Mas szoval: az eljards mindig csak az éppen aktiv csicsbdl kiindulé irdnyitott
éleken tovabblépve probal addig még el nem ért v cstcsot taldlni.

Példaul a 2.3. dbra irdnyitott grafjara az eljarast (az egyik lehetséges mddon)
lefuttatva az a csdcsokat s, r,w,x,y, p,q sorrendben jarja be és az aldbbi adatok ke-
letkeznek:

v s p g r x 'y z w
@v(v) 0 4 4 1 2 3 w |
el6z6(v) * y y s w x x s
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2.3. abra

Lathat6, hogy itt mdr a z cstics nem elérhetd s-bl irdnyitott dton. Altaldban is
igaz, hogy pontosan azok a v csicsok érhet8k el s-bdl irdnyitott ton, amikre a BFS
eljrds ledllasakor tav(v) # oo. Erdemes megfigyelni azt is, hogy a BFS-t ugyancsak
a fenti irdnyitott grafra, de az x cstcsbdl inditva x-en kiviil csak a p, g, r és y csu-
csok volndnak elérhet6k — vagyis az elérhetd csicsok halmaza még akkor is nagy-
ban fiigg a kiinduldpont valasztisatdl, ha a graf az élek iranyitasat figyelmen kiviil
hagyva egyébként 6sszefiiggd. (Ez a példa is azt érzékelteti, amit az 1.6. szakasz-
ban mar emlitettiink: az Osszefliggdség és a komponens fogalma irdnyitott grafokra
Osszetettebb.)

7z

Az el6z6(v) véltozok szerepe a BFS eljaras irdnyitott valtozatdban azonos a ko-
rébbival: tetsz8leges v csticsra (legaldbbis azokra, amikre tdv(v) # oo és igy el6z6(v)
is értéket kapott) ezeket hasznéalva 1épegethetiink vissza v-t6l s-ig, hogy egy s-bol
v-be vezetd legrovidebb irdnyitott utat is megkapjunk. Ismét hasznos kiilon kiemelni
azokat az irdnyitott éleket, amik el5z8(v)-bsl v-be vezetnek valamilyen v-re: ezek
(az élek iranyitasatol most eltekintve) megint egy F fat alkotnak, aminek csicshal-
maza az s-bdl elérhetd csicsokbdl dll és F élei mentén s-bol eljuthatunk az Gsszes
tobbi csticsba a lehet6 legrovidebb tton (legaldbbis az ilyen utak egyikén). A BFS
algoritmus fenti futdsabol szarmazé BFS-fat a 2.4. dbra mutatja.

2.4. abra
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2.3. Ujrainditott szélességi keresés

A fentiek szerint a BFS algoritmus (az eddig tirgyalt form4jaban) nem deriti fel a
graf teljes csticshalmazat, csak az s-bdl elérhetd csticsokat (ami irdnyitatlan graf
esetén s komponensének a cstucsait jelenti). Bizonyos alkalmazasokban azonban
sziikség lehet a teljes csicshalmaz bejarasara. Ezt a fentebb bemutatott pszeudo-
kéd egyszeri kiegészitésével lehet elérni: ha a 4-12. sorokban zajlé ciklus ledlldsa
utdn még van a grafnak olyan v cstcsa, amire tdv(v) = oo, akkor vdlasztunk egy
tetsz6leges ilyen v csticsot és ebbdl tjrainditjuk az eljarast. Ez tehat pontosabban
azt jelenti, hogy a 4-12. sorokban szerepld ciklust bedgyazzuk egy masik ciklusba,
ami annak a ledlldsa utdn keres egy, a tav(v) = oo feltételt kielégitd v csticsot, majd
atav(v) < 0, L = (v) beéllitdsok utdn djrainditja a 4. sorban indul6 ciklust; ha pe-
dig ilyen v-t mér nem taldl, akkor megdll. Ezzel a mddositdssal tehat az algoritmus
bejarja a graf teljes csticshalmazat.

Irdnyitatlan G graf esetén ezzel a kiegészitéssel meg lehet hatdrozni a G kompo-
nenseit — példaul gy, hogy a komponensek szdmozasara egy ¢ valtozot hasznilunk,
amit kezdetben 1-nek inicializdlunk és a (4. sorban indul6) ciklus minden djrain-
ditdsakor 1-gyel megnéoveliink. Ha az algoritmus futdsa sordn egy C(v) értéket is
fenntartunk minden csicshoz, amit a v cstcs elérésekor (vagyis példaul a pszeudo-
kéd 10. sora utdn) a ¢ aktudlis értékére allitunk be, akkor az eljaras ledlldsa utdn az
azonos C(v) értéket kapott cstcsok tartoznak kozds komponensbe és ¢ végss értéke
mutatja a graf komponenseinek a szdmat.

2.4. A BFS algoritmus lépésszama

Minden algoritmus, igy a BFS esetében is fontos meggondolni annak a futaside-
jét. Mivel a BFS eljaras szempontjabdl a parhuzamos és hurokélek érdektelenek,
ezért feltehetjiik, hogy a bemenetként kapott G graf egyszerd. Jelolje tovdbbra is G
csucsainak, illetve éleinek a szamat n, illetve m.

Tegyiik fel el6szor, hogy G szomszédsagi listaval van megadva. Ekkor a 6-11.
sorokban zajld belsé ciklus nagyon egyszeriien és hatékonyan végrehajthatd: ehhez
csak végig kell Iépkedni a v-hez tartoz6 listdn (az irdnyitott és az irdnyitatlan esetben
is). Mivel ezeknek a listdknak az 6sszhossza az irdnyitott, illetve irdnyitatlan eset-
ben m, illetve 2m és az algoritmus tejes futdsa soran mindegyiken csak egyszer kell
végigmenni, ezért ebbdl dsszesen cg - m 1épésszam adddik (ahol ¢ valamilyen rog-
zitett konstans). Ezen feliil minden cstcs aktivva védlasa (vagyis a pszeudokdd 5. so-
rdnak a végrehajtdsa) is igényel valamilyen ¢, konstansnyi 1épést, ez tehdt 6sszesen
tovébbi c; - n-nel jarul hozza a 1épésszamhoz. Ezért azt mondhatjuk, hogy a teljes
1épésszam legf6ljebb ¢ - (n+ m) valamilyen ¢ konstansra — ami azt jelenti, hogy az
eljardsnak ez az implementacidja nem csak polinomidlis 1épésszamu, de még azon
beliil is rendkiviil hatékony.

Erdemes végiggondolni azt az esetet is, ha G szomszédsagi métrixszal van meg-
adva. Emlitettiik mar, hogy ebben az esetben egy v cstics szomszédai sokkal kevésbé
konnyen elérhet6 médon dllnak rendelkezésre: végig kell értiik pasztdznunk az A(G)
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teljes, v-nek megfelel$ sorat (vagy oszlopdt). Bar a fentebb irtakhoz hasonléan itt
is elég ezt minden v-re egyszer megtenni, de akkor sem elég d(v)-vel ardnyos id6t
forditanunk az éppen aktiv v csiicsra, hanem csticsonként c - n, 6sszesen pedig c - n?
1épésszamot kapunk. Bér ez is polinomidlis futdsidSt jelent, de rosszabb a szom-
szédsagi lista esetén elért futasidonél.

Egy algoritmus definicié szerint akkor linedris futdsidejd, ha minden s mére-
tli bemeneten legfoljebb c - s 1épés utdn megdll valamilyen c konstansra. A fentiek
szerint a BFS 1épésszama c - (n+m), illetve ¢ - n? (valamilyen ¢ konstansokra), ha a
bemenetet szomszédsagi listaval, illetve szomszédsagi matrixszal taroljuk. Azonban
a bemenet s mérete is mds a két esetben: szomszédsagi lista esetén s = ¢ - (n+m),
szomszédsagi matrix esetén pedig s = ¢ -n? (ahol a ¢ konstansok rogzitettek, de egy-
mastdl és a fentebb hasznaltaktdl is eltérhetnek). Ebbdl az kovetkezik, hogy a BFS
algoritmus valéjdban mindkét esetben linedris futdsidejli: a 1épésszdma a bemenet
méretének egy konstansszorosaval feliilrSl becsiilhets.

Bér ez az allitas kétségteleniil igaz, de inkdbb elfedi a lényeget, mint megvi-
lagitja azt. A BFS algoritmust a fentiek szerint valéban érdemesebb szomszédsagi
listdval implementdlni, mert igy a tdrhellyel és a futdsid6vel is spérolhatunk a szom-
szédsdgi métrixos implementaciéhoz képest. Mds megfogalmazasban: a BFS csak
azért linedris futdsideji szomszédsagi matrixos implementécié esetén is, mert a fo-
loslegesen nagy futdsido foloslegesen nagy tarhellyel parosul.

2.1. Feladat. Az alabbi abrardl véletleniil lemaradt a graf egy €le (de a csticsok
mind rajta vannak). Megallapithat6-e biztosan, hogy a hidnyzé él melyik két csu-
csot kototte ossze, ha tudjuk, hogy az s-bdl inditott BES eljaras a graf csicsait az
alabbi sorrendben jarta be (vagyis aktiv_csiics sorra ezeket az értékeket vette fel)?
a) S, p,V,q, 17, U, Y, X
b) S7V3p3y7zau,q7rax

Megoldds: a) A hidnyzé él lehetett akar {p,z}, akér {v,z}. Val6ban: az els§ esetben
s szomszédainak, vagyis p-nek és v-nek a bejardsa utdn az algoritmus p szomszédait
jérja be, ezek koziil g és r utdn épp az utolséként z-t; a mdsik esetben p szomszédai
utdn a v szomszédainak felsoroldsat kezdi az eljaras z-vel. Igy ebben az esetben
nem &llapithaté meg biztosan a hidnyz6 €l (csak annyi mondhaté réla, hogy {p,z}
és {v,z} koziil az egyik).

b) Ha s-nek volna mas szomszédja is az dbran is lathaté p-n és v-n kiviil, akkor
az csak y lehetne, hiszen a bejards sorrendjében ez kovetkezik s, p és v utan. Ez
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azonban lehetetlen: igy y utdn nem kovetkezhetne z, mert az sem s-nek, sem v-nek
nem lehetne mar szomszédja (hiszen az 4brardl csak egy él hidnyzik). Igy s-nek csak
az abran is lathaté két szomszédja van, amiknek a bejardsa utdn tehdt v (tovabbi)
szomszédainak kell jonnie. Mivel itt y, z, majd u kovetkezik, ezért csak a {v,z} él
hidnyozhat a grafbdl, mas lehetdség itt nincs. |



3. fejezet

Minimalis osszsulyu feszitofa

Térjiink vissza az 1.5. szakaszban mar emlitett problémara: a G Osszefiiggd graf egy
tervezés alatt 4116 hédl6zatot reprezental és azt kell eldonteniink, hogy G melyik élei
keriiljenek be a hdl6zatba tgy, hogy a lehetd legkisebb koltséggel kapjunk Ossze-
fiiggd grafot a V(G) csicshalmazon. Akkor koltség alatt egyszeriien a kivélasztott
élek szamat értettiik és igy a probléma megoldasait G feszit6fai adtdk. Most ennek a
problémanak egy joval dltalanosabb és az alkalmazasok szempontjabdl sokkal fon-
tosabb valtozatardl lesz szd: a probléma bemenete G-n kiviil tartalmaz G minden e
éléhez egy w(e) sulyt is és a feladatunk egy olyan F feszit6fa meghatdrozésa, amire
aY{w(e):e€ E(F)} 6sszeg, vagyis F éleinek az 9sszstlya a lehetd legkisebb. Ez
a probléma szdmtalan gyakorlati alkalmazdsban felmeriil, példdul szamit6gépes, te-
lekommunikéciés vagy kozlekedési hdl6zatok tervezésekor; ezekben w(e) az e dltal
reprezentalt haldzati elem megépitésének a koltségét fejezi ki.

A 3.1a dbran a probléma egy lehetséges bemenete 14thato, a kék szamok mutat-
jak az élek w(e) stlydt. Az aldbb bemutatdsra keriil§ algoritmus segitségével meg
fogjuk tudni mutatni, hogy a 3.1b dbran lathat6, 20 Osszsilyu feszitéfa minimalis
Osszstlyd. (Ez nem az egyetlen 20, vagyis minimalis 0sszsulyu feszitéfa ebben a
grafban, de 20-ndl kisebb 6sszsilyu nincs.)

3.1a abra 3.1b abra

Az alabb bemutatand6 algoritmus Joseph Kruskal (1929 — 2010) amerikai ma-
tematikustdl szarmazik 1956-b6l (bar a cseh Otakar BorGivka mar 1926-ban pub-
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likalt egy ehhez mind mikodésében, mind hatékonysdgaban nagyon hasonlé algo-
ritmust). Kruskal algoritmusat mohé algoritmusnak is szoktdk nevezni, mert a md-
kodése kozben mindig az éppen legjobbnak tlind dontést hozza meg és ezeket a
dontéseket késébb sem birdlja feliil. Ilyen szemléletii algoritmusbdl nagyon sokat
ismer a szamitistudomany; ezek egyszerli miikodési és kedvezd futasidejd eljara-
sok — de éppen az egyszerliségiik miatt nagyon ritkdn adnak optimalis eredményt.
A minimadlis 6sszsulyt feszit6fa problémadja azonban kivételesen szerencsés ebbdl a
szempontbdl: még a mohé megkozelités is mindig optimalis eredményre vezet.

Kruskal algoritmusa az 1.26. Tétel bizonyitdsdban latott eljarassal késziti el G
egy feszit6fajat: folyamatosan karban tart egy F részgrafot, aminek a cstiicshalma-
za végig azonos G csticshalmazdval, az élhalmazat pedig az iires halmaztdl inditva
mindig egy olyan éllel b&viti, ami az aktudlis részgraf két kiillonboz6 komponensébe
tartoz6 csucsokat kot ssze (és igy minden él hozzdvétele eggyel csokkenti a kom-
ponensek szdmat). Kruskal algoritmusa ezt az eljardst minddssze azzal egésziti ki,
hogy az F-be aktudlisan bevdlaszthat6 élek koziil (vagyis azok koziil, amik F kii-
16nb6z6 komponensei kozott futnak) mindig a legkisebb stilytak egyikét valasztja.
Ez a vélasztasi szabdly tigy is megfogalmazhat6, hogy az eljards mindig a graf kor-
mentességét megdrzd élek koziil a legkisebb silydak egyikét valasztja. (Valdban, az
e = {u,v} él hozzdvétele pontosan akkor nem hoz létre kort, ha e hozzdvétele el6tt
nincs Ut u és v kozott, vagyis ha u és v nem ugyanabba a komponensbe tartoznak.)

Az aldbbi tdblazat az algoritmus egy lehetséges futtatdsdt mutatja a 3.1a dbran
lathat6é bemenetre. Kezdetben minden cstcs kiilon komponenst alkot, igy az eljaras
a legkisebb sulyu élek egyikét, {w,z}-t vdlasztja (de ehelyett barmelyik 1 silydt
vélaszthatnd). Ezutdn még két 1 sulyu élt valaszt, amik mindkét esetben kiilonb6z6
komponensek kozott futnak az aktudlis gréafban. Bdr {u,r} is 1 sdlyd, de ez ezen
a ponton mér nem vdlaszthatd, mert u és r az aktudlis, hdrom éld grafban k6zos
komponensbe tartoznak (vagyis {u,r} hozzavétele kort hozna 1étre). gy most a 2
sdlyu {y,z}-t, majd a 3 sulyd {u, x}-et vdlasztja. Itt {u, x} helyett {r,x} is j6 vélasztds
lett volna, de {u,x} kivélasztdsa utdn {r,x} mdr nem vilaszthatd, mert r és x kozott
van it az aktudlis grafban. A most kovetkezd, 4 sdlyd {s,z} kivdlasztdsa utdn a
grafnak mar csak két komponense van, igy az eljards végiil kénytelen az ezek kozott
futo 8 silyu élek egyikét valasztani.

F djonnan az djonnan az aktudlis graf
valasztott éle  valasztott €l sulya komponenseinek csicshalmazai

{ud, {v} {Awh {r} s} o}, 0} {2}
{u}, {v} {rh {sh A} O} w2}
{u vt {r} {s}h {x} {v}, {w,2}
{u,v,r}, {s} {x}, {0} {2}
{u,v,r}, {s}, {x}, {w,y.2}
{u,v,r.x}, {s}, {w.y,2}
{u,v,r,x}, {w,s,y,z}

{M,V,W, r,s,x,y,z}

{w,z}
{u,v}
{vr}
{2}
{u,x}
{s,2}
{v,w}

Természetesen be kell még bizonyitanunk, hogy Kruskal algoritmusa valéban

0 A WK = ==
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mindig minimalis 6sszsulyu feszitéfat eredményez.

3.1. Tétel. Ha a G dsszefiiggd grdf Fyons feszitofdjdt ugy készitjiik el, hogy az iires
halmaztol indulva mindig az aktudlis részgrdf kiilonbozdé komponenseit dsszekotd,

legkisebb silyui élek egyikével bovitjiik Fons élhalmazdt, akkor F,ns minimdlis
osszsulyu feszitéfa G-ben.

Bizonyitds: Azt mar kordbban, az 1.26. Tétel bizonyitdsaban belattuk, hogy Fiyons
feszit6fa G-ben; azt kell tehdt megmutatnunk, hogy minimalis 6sszsilyu.

Szdmozzuk meg G éleit e;-t6l e,,-ig gy, hogy w(e;) < w(ez) < ... < w(em)
teljesiiljon. Ekkor az algoritmus miikodése felfoghaté tigy is, hogy az G éleit eb-
ben a sorrendben végigvizsgdlja és minden e; él Fyons-ba vald felvételérdl aszerint
dont igennel vagy nemmel, hogy e; végpontjai a kordbban madr felvett élek graf-
janak kiilonboz6 komponenseibe tartoznak-e (hiszen igy a széba jové élek koziil
valéban mindig a legkisebb sulyuak egyikét valasztja). A bizonyitds leirdsa érde-
kében feleltessiink meg az eljards miikodésének egy m hosszlasagi Uy, U, ..., Un
bindris sorozatot: ennek az i-edik helyén 4ll6 y; elem aszerint legyen 1 vagy 0 min-
den 1 <i<mesetén, hogy az algoritmus e¢;-r6l igen vagy nem dontést hozott-e. S6t,
ne csak Fyons-nak feleltessiink meg egy ilyen sorozatot: minden F feszit6fa leirhat6
azzal a hozz4 tartozé bindris sorozattal, aminek az i-edik eleme aszerint 1 vagy 0
minden 1 < i < m esetén, hogy e; € E(F) teljesiil-¢ vagy sem.

Indirekt fogunk bizonyitani: tegyiik fel, hogy Fions nem minimadlis 6sszsuilyd.
Valasszunk egy optimélis, vagyis minimalis 6sszsilyu Fqy feszit6fat — de ha ilyen-
b6l tobb is van, akkor ne tetsz6legesen: az optimdlis feszit6fak kozott Fop olyan

legyen, hogy a neki (a fenti értelemben) megfelelé w;, @, ..., ®,, bindris sorozat
a lehetd legtovabb azonos legyen az uy, Wo,..., W, sorozattal. Legyen k a legki-

sebb olyan index, amire U # @ és legyen ¢, = {u,v}; ilyen k-nak kell lennie,
mert Fione nem optimdlis. Ekkor tehét (ahogyan az az aldbbi tdblazatbdl is latszik)
azey,ey,..., e, élek koziil ugyanazok tartoznak E (Fnons)-ba, mint E (Fyp)-ba, de
er-ra ez mar nem igaz, ez pontosan az egyikben van benne.

el ey €k—1 € ey
Frons: M1 M2 ... W1 Mg
I | I N
Foptl (0] (0)) . W1 (0%

Jelolje Fy azt a grafot, amire V(Fy) =V (G) és E(Fy) ={e;: 1 <i<kés yuj=1};
vagyis Fy a G Osszes cstcsat tartalmazza, az élei koziil pedig azokat, amikrél az
algoritmus az e vizsgalata el6tt igennel dontott. Ekkor Fy részgrafja Fyong-nak és a
fentiek szerint Fyp-nak is. Két esetet kell megvizsgdlnunk: vagy ti; =0 és ay = 1,
vagy U =1és o =0.

El6szor tegyiik fel, hogy yy = 0 és @ = 1. Ez tehat azt jelenti, hogy az eljaras
er-r6l nemleges dontést hozott, vagyis u és v kozott vezet tt Fy-ban (mert ugyanabba
a komponensébe tartoznak). Mds széval: ha az e; élt Fy-hoz adjuk, akkor a kapott
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F' graf tartalmaz kort. Ez azonban ellentmondas, hiszen @y = 1 miatt F’ részgrafja
Fopi-nak, marpedig Ff,p kormentes (hiszen fa).

Vizsgaljuk meg ezért a masik esetet: tegyiik fel, hogy u; = 1 és awy = 0. Ekkor
tehét az eljards e;-rol igennel dontott. Mivel Fyy Osszefiiggd, ezért van benne egy
P at u-bol v-be. P-nek kell legyen egy Fy-ba nem tartozé e, éle, kiilonben u és v
kozott volna Ut Fp-ban, igy az algoritmus nem donthetett volna e-rél igennel. Mivel
e € E(Fyp),de ey & E(Fy) és e # e (mert ay =0), ezért ey ¢ {e1, e, ..., ex}. Vagy-
is k < ¢, amib6Sl w(ex) < w(e,) adédik. Legyen most F* az a graf, amit Fop-bdl nye-
riink e; hozzavételével, majd e, torlésével; vagyis E(F*) = E(Fop) U{ex} \ {er}.
Alabb megmutatjuk, hogy F* is feszit6faja G-nek; ebbdl pedig kovetkezni fog a
kivant ellentmondds. Valéban, w(e;) < w(ey) miatt F* dsszsilya legfoljebb annyi,
mint Fup-€; Kisebb viszont nem lehet (mert Fo, minimdlis dsszsilyu), igy egyenld
azzal. Ez azt jelenti, hogy F* is egy minimalis Osszsulyu feszitdfa, de a neki meg-
felel$ bindris sorozatban az els6 k — 1 tagon kivill még a k-adik is azonos p-val,
hiszen e € E(F*) és az ey, e, ..., ex_; élek koziil ugyanazok tartoznak E (Fyp)-ba,
mint E(F*)-ba. Ez pedig valéban ellentmond annak, ahogyan Fyy-ot vélasztottuk a
minimdlis Osszstlyu feszit6fdk koziil.

Annak megmutatdsa van tehat mar csak hatra, hogy F* feszit6fija G-nek. Ha
az e = {u,v} élt hozzdadjuk F,,-hoz, az az Fyy-beli, u és v kozott vezetd P tt-
bél egy C kort hoz 1étre. Ezért F*-ban van (it e, végpontjai kozott: az a P’ (t, amit
C-bdl az e, torlésével kapunk. Kordbban, az 1.23. Tétel bizonyitasaban lattuk, hogy
egy graf komponenseinek a csiicshalmazai nem véltoznak meg, ha a grathoz azonos
komponensben 1évd csticsokat 0sszekotd €It adunk (mert ett6] semelyik két csicsra
nem véltozik meg azoknak az egymasbdl valo elérhetGsége). Ezt hasznélva tehat F*
komponenseinek a csticshalmazai sem véltoznak, ha e/-t hozzdadjuk (mert ey vég-
pontjai P’ 1étezése miatt F*-nak ugyanabban a komponensében vannak). Azonban
tudjuk, hogy igy dsszefiiggd grafot kapunk, mert Fp Osszefiigg6 és ezt nyilvén e
hozzdaddsa sem ronthatta el. Kovetkezik tehat, hogy F* is Osszefiiggd. Mdasrészt
azt is tudjuk, hogy F* n — 1 él{i, mert az élszdma azonos Fyy-éval. Ebbdl pedig
az 1.26. Tétel miatt kovetkezik, hogy F* feszit6fa: valoban, F* az Gsszefiiggbsége
miatt tartalmaz feszit6fat, de mivel az is n — 1 éld, ezért ez csak sajat maga lehet.
Ezzel tehat a bizonyit4s teljes. O

3.1. Kruskal algoritmusanak implementacioja

G éleinek az élsulyok szerinti novekvé (vagy pontosabban: nem csokkend) sorba-
rendezése nem csak a fenti bizonyitdsban volt hasznos: Kruskal algoritmusdnak az
implementacidit is érdemes igy kezdeni. Igy ebben a sorrendben az éleken végigha-
ladva az eljdrdsnak mindig csak azt kell tudnia eldonteni, hogy a soron kdvetkezd
él kiilonb6z6 komponensbe tartozd csicsokat kit-e 9ssze. Az algoritmus az alabbi
pszeudokdddal irhaté le; ebben k jeloli az aktudlis graf élszamat (vagyis az eddig
kivalasztott élek szamat), j pedig az éppen vizsgalt él sorszamat az élek sorozatd-
ban.
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KRUSKAL ALGORITMUSA

Bemenet: Egy n csiicsd és m élii G = (V,E) 6sszefiiggd graf és egy w: E — R
sulyfiiggvény

RENDEZZUK AZ ELEKET a w(e) stlyok szerinti névekv$ sorrendbe:

legyen w(ey) <w(ez) <...<wl(ep)

2 k<« 0,j« LEF )<—(D

3 ciklus: amig k <n—1

4 VIZSGALJUK MEG, HOGY e; VEGPONTJAI F KULONBOZO KOM-
PONENSEIBE TARTOZNAK-E

5 ha ¢; végpontjai kiilonbdz6 komponensbe tartoznak, akkor:

6

7

8

9

1

E(F) < E(F)U{e;}
k—k+1
j—Jj+1
ciklus vége

Az eljaréds 3. sordban a k < n— 1 feltételt az indokolja, hogy ha E(F) mérete
eléri az (n — 1)-et, akkor F mdr feszitGfa (hiszen a komponenseinek a szdma 1-re
csokkent), igy az eljards megallhat. (Elvileg ugyan folytatédhatna a hatralévé élek
megvizsgaldsdval is, de ez f6l6sleges volna, mert e; végpontjai innentSl mindig ko-
z6s komponensbe tartozndnak, ezért E(F) mdr nem valtozna.) A fenti pszeudokéd
épit G Osszefiiggdségére, kiilonben hibas futist eredményez: ha G nem volna Ossze-
fiiggd, akkor k értéke sosem érné el az (n— 1)-et, igy j értéke tdlfutna m-en (és a
nem 1étezd e, végpontjait kezdené vizsgdlni). Ezért ha nincs el6zetes informa-
cionk G Osszefiiggdségérol, akkor a 3. sor feltételét érdemes ,,amig k < n—1 és
J < m” alakura véltoztatni; ha az ebben a formdban futtatott eljards ledlldsa utdn
k < n—1, akkor G nem 0Osszefiiggd.

Az eljaras 1. sordnak a végrehajtdsahoz egy rendezd algoritmusra van sziikség;
ilyenbdl sokat ismer a szdmitdstudomany és az adott célra legalkalmasabbnak a
megvdlasztdsa fiigghet attdl, hogy a w(e) silyokkal kapcsolatban milyen elGzetes
informéciokkal rendelkeziink. Ezzel a kérdéssel ebben a jegyzetben nem foglalko-
zunk, az Algoritmuselmélet targyban lesz réla sz6. Ennél is érdekesebb kérdés, hogy
hogyan hajtsuk végre az eljarés 4. sordban irt vizsgalatot. Mivel itt azt kell eldonte-
ni, hogy van-e Ut F-ben e; végpontjai kozott, ezért ennek a megvalaszoldsdra akdr
a 2. fejezetben latott BFS algoritmust is haszndlhatnank. Ha igy tennénk, akkor ez-
zel Osszesen legfoljebb m-szer futtatndnk a BFS-t, de mindig egy legf6ljebb n — 2
él4 grafon, igy Kruskal algoritmusénak a teljes futdsideje (figyelembe véve, hogy a
BFS linedris futasidejli) c¢ - n- m volna valamilyen ¢ konstansra (amibe az 1. sorbeli
rendezés is b6ven belefér). Ez a 1épésszam ugyan polinomidlis, de ennél sokkal job-
bat lehet elérni mar a kovetkezd, nagyon egyszerid gondolattal is: hasonl6an ahhoz,
ahogyan az algoritmust fentebb a 3.1. dbra bemenetére futtattuk, érdemes inkdbb az
aktualis graf komponenseinek a csticshalmazait tirolni. Ez megtehetd akar azon a
kézenfekvs médon is, hogy minden v csicshoz fenntartunk egy C(v) értéket, ami a
komponensét azonositja (abban az értelemben, hogy a kozos C(v) értékkel rendel-
kez6 csticsok tartoznak ugyanabba a komponensbe). Kezdetben minden cstcs kiilon
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komponenst alkot, igy minden v € V(G)-re a C(v) = v értékkel indithatjuk az elja-
rast. Késébb az algoritmus futdsa kozben a 4. sor végrehajtisa egyszeriien abbol all,
hogy ha e; = {u, v}, akkor &sszehasonlitjuk C(u) és C(v) értékét. Ez ugyan nagyon
gyors, de cserébe a 6. sor minden végrehajtisa utdn gondoskodni kell u és v kompo-
nensének az egyesitésérdl; ez megtehetd gy, hogy minden olyan x cstcsra, amire
C(x) = C(u), C(x) értékét C(v)-re véltoztatjuk (vagy forditva). Mivel minden ilyen
egyesitéshez végig kell pasztdznunk mind az n csdcsot és ezt dsszesen (n — 1)-szer
kell megtenniink (hiszen ennyiszer torténik komponensek egyesitése az algoritmus
futdsa soran), ezzel c - n* futasid6t kapunk. Ez tehét 4ltaldban sokkal jobb a fentebb
irt ¢ - m- n futasidénél — de itt mar el6fordulhat, hogy az 1. sorban szerepld rendezés
futdsideje ennél nagyobb és ezért az algoritmus teljes futdsidejét az hatdrozza meg
(akkor, ha G nagyon ,,stir(i”, vagyis m az egyszer(i grafokra vonatkozé ¢’ - n’-es felsd
becslést megkozeliti és a w(e) élsdlyok is tetszGleges értéket felvehetnek).

Bér errdl ebben a jegyzetben nem lesz sz6, de érdemes megemliteni, hogy 1éte-
zik Kruskal algoritmusédnak egy, a fentinél joval ravaszabb implementécidja is: ha
a komponensek csicshalmazainak a tdroldsat és egyesitését az tigynevezett unio-
holvan adatszerkezettel valositjuk meg, akkor ezzel ¢ - m - logm 1épésszam érhetd el
— vagy akar még ennél is kedvezdbb, az 1. sorban irt rendezés 1épésszamigényétdl
fiiggGen. Ez pedig jelentGsen jobb lehet a fentebb irt ¢ - n>-nél, ha G a fenti értelem-

2

ben nem tul sird.



4. fejezet

Euler-sétak és Euler-korsétak

A grafelmélet alapvetSen a 20. szazadban, annak is jérészt a masodik felében bonta-
kozott ki és valt a matematika jelentds 4gava. A torténetileg els6 grafelméleti ered-
ménynek mégis egy 18. szdzadi felfedezést szoktak tartani, aminek a kiindulépontja
egy fejtord, a Konigsbergi hidak problémdja volt. Konigsberg varosdhoz (ami ak-
kor Poroszorszag része volt, ma pedig Kalinyingrad néven Oroszorszagé) két sziget
tartozott a varost dtszel6 Pregel folyon. A két szigetet a foly6 két partjaval, illetve
egymadssal Osszesen hét hid kototte 6ssze, ahogyan az a 4.1a dbran lathatd. A ko-
nigsbergi polgarok a fejiikbe vették, hogy ugy szeretnének a varosban sétdlni, hogy
ekozben minden hidon pontosan egyszer haladjanak &t; sé6t, ha lehet, a séta végén
rdadasul a kiindulépontjukra érkezzenek vissza. Mivel ez sehogyan sem sikeriilt,
megkeresték a kor hires matematikusat, a svdjci Leonhard Eulert (1707 — 1783).
Euler bebizonyitotta, hogy ilyen séta nem létezik — még akkor sem, ha a kezd6pont
és a végpont lehet kiillonbozo.

d
4.1a abra 4.1b abra

Euler megfejtésének bemutatisdhoz fogalmazzuk 4t a problémat grafelméleti
feladatta. Mivel a keresett sétdban csak a hidak érintése fontos, ezért megtehetjiik,
hogy a foly6 két partjét, illetve a két szigetet egy graf cstcsainak tekintjiik, a hi-
dak pedig a graf élei lesznek, ahogyan az a 4.1b abran lathat6. Ekkor a feladatunk
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az, hogy ebben a grafban olyan sétat keressiink, ami minden élt pontosan egyszer
tartalmaz; az ilyen sétdkat azéta Eulerr6l nevezték el.

4.1. Definicio. A G grdf egy P sétdjdt Euler-sétanak nevezziik, ha az G minden élét
tartalmazza. Ha P rdaddsul korséta, akkor P-t Euler-korsétanak mondjuk.

Mivel a sétiakban €és a korsétdkban az élek nem ismétlédhetnek (lasd az 1.10.,
illetve az 1.20. Definiciét), ezért az Euler-sétak (és igy az Euler-korsétdk is) a graf
minden élét pontosan egyszer tartalmazzak.

Egyes tankonyvek Euler-iitnak, illetve Euler-kornek hivjak a fenti definiciéban
bevezetett fogalmakat. Ezek hagyomdnyos elnevezések, de nem illeszkednek az eb-
ben a jegyzetben (az 1.10 és az 1.20. Definici6kban) bevezetett terminolégidhoz,
hiszen az Euler-sétak nem utak és az Euler-korsétak nem korok (érdektelen esetek-
t6l eltekintve). EzEért mi a tovabbiakban maradunk a 4.1. Definici6 elnevezéseinél.

Euler-sétak és korsétak keresése (illetve a létezésiik eldontése) a fenti mellett
sok mas rejtvényben is elSkeriil, példaul amikor kiilonféle rajzokat egy vonallal, a
ceruza felemelése nélkiil kell lerajzolni. Emellett szimos gyakorlati alkalmazésa is
van a feladatnak. Ha példaul egy varos teljes tithalézatat kell bejarnunk — mondjuk
azért, hogy felmérjiik az utak allapotat vagy hogy utcaképeket készitsiink —, akkor a
varost reprezentdld osszefiiggd grafban egy olyan élsorozatot keresiink, ami a graf
minden é1ét tartalmazza; ha ezen beliil rdadasul a bejaras 6sszhosszat is minimalizal-
ni szeretnénk (hogy az lizemanyaggal takarékoskodjunk), akkor a legjobban akkor
jarunk, ha a grafban Euler-sétét taldlunk és igy minden ttszakaszon csak egyszer
kell dthaladnunk.

Ha egy Osszefiiggé grafban nincs Euler-séta, akkor is nyilvan 1étezik a graf

Osszes élét tartalmazé élsorozatok kozott legrovidebb. Egy ilyennek a meghatédro-

zdsa mdr joval nehezebb feladat egy Euler-séta 1étezésének az eldontésénél; bar is-

mert ra hatékony algoritmus, de ebben a jegyzetben nem foglalkozunk vele. Ennek

a feladatnak a neve Kinai postds probléma és a megolddsa nagyban épit az Euler-

sétakkal kapcsolatos ismeretekre, igy a 4.2. Tételre.

Térjiink vissza a Konigsbergi hidak problémdjdra: hogyan mutatta meg Eu-
ler, hogy nem létezik a varosi polgarok igényeinek megfelel6 séta — vagyis hogy
a 4.1b dbra grafjdban nincs Euler-séta? Tegyiik fel, hogy egy tetszdleges (hurokélt
nem tartalmazd) G grafban adott egy P Euler-séta és v olyan csicsa G-nek, ami nem
egyezik meg P-nek sem a kezd&pontjaval, sem a végpontjaval. Ekkor P parokba
rendezi a v-re illeszkedd éleket: valahdnyszor P dthalad v-n, egy élen belép v-be,
egy masikon pedig kilép v-bSl. Mivel minden athaladas kett6t hasznal el a v-re il-
leszkedd élek koziil és P tartalmazza v minden €1ét, ezért v foka paros kell legyen.
Kovetkezik, hogy ha G-ben van Euler-séta, akkor legfoljebb két csics kivételével
minden cstics foka paros kell legyen G-ben (ahol tehat a két kivételes csucs a séta
kezdd- és végpontja). Mivel azonban a 4.1b dbra grafjdban mind a négy cstucs foka
pératlan, ezért valdban nem lehet benne Euler-séta.

A fenti egyszert, de ravasz gondolatmenet persze nem csak a 4.1b dbra grafjara
haszndlhat6 és Euler sem csak a 4.1a dbrara oldotta meg a feladatot, hanem ,,szi-
getek és koztiik vezetd hidak tetszbleges rendszerére” — vagyis mai megfogalmazds
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szerint minden gréfra. Igy az aldbbi, Leonhard Eulertsl, 1735-b&l szdrmazé tétel is
csak szovegezésében tér el az eredetitdl. Ennek az erejét és a jelentSségét az ad-
ja, hogy kideriil beldle: a csicsok fokdnak a paritdsdra vonatkoz6 feltétel nem csak
sziikséges, hanem (Osszefiiggd grafokra) elégséges is.

4.2. Tétel. Legyen G dsszefiiggd grdf. Ekkor
(i) G-ben akkor és csak akkor van Euler-korséta, ha G minden csiicsdnak a
foka pdros;
(ii) G-ben akkor és csak akkor van Euler-séta, ha G-nek legfoljebb két pdratlan
foki csticsa van.

Bizonyitds: Ha G tartalmaz hurokélt, akkor ezeket toroljik G-bol; ezzel sem G csu-
csai fokdnak a paritdsiat nem véltoztattuk (mert a hurokélek kettével novelik a fok-
szdmot), sem azt, hogy G-ben van-e Euler-séta vagy korséta (hiszen egy hurokélt
beszurhatunk barmilyen sétdba, amikor az éppen a megfelels cstcsndl tart). Ezért a
tovabbiakban feltehetjiik, hogy G nem tartalmaz hurokélt.

Fentebb mar megmutattuk, hogy ha G-ben van egy P Euler-séta, ami nem a
v cstcsbdl indul és nem is oda érkezik, akkor v foka paros; valéban, P-nek a v-n
valé athaladésai parosdval fogyasztjdk a v-re illeszkedd éleket és P mindegyiket
pontosan egyszer tartalmazza. Ez a gondolat konnyen kiegészithet6 azzal, hogy ha
P egy Euler-korséta, aminek a kezd6- és végpontja is az u csucs, akkor u foka is
paros. Val6ban, ha P elsd, illetve utolsé éle e, illetve f (vagyis P u-bdl e-n indul el
és a korséta legvégén f-en érkezik vissza u-ba), akkor tovabbra is elmondhatd, hogy
P péarba rendezi az u-ra illeszkedd, e-t6l és f-t61 kiillonbozd éleket, mert minden u-n
val6 athaladasakor kett6t hasznal fel ezek koziil. fgy u-ra paros sok, e-tSl és f-t6l
kiilonbozd él illeszkedik, vagyis a rd illeszkedd €lek teljes szima — mds széval: u
foka — is paros. Ezzel tehat megmutattuk a tétel (i) és (ii) allitasabdl a ,,csak akkor”
irdnyt: ha G-ben van Euler-korséta, illetve séta, akkor teljesiil a csicsok fokdnak
paritdsara tett allitds.

Az (i) allitasbdl a forditott irdny bizonyitdsdhoz lefrunk egy algoritmust, ami
minden olyan Osszefiiggd grafban, amiben minden cstics foka paros, megad egy
Euler-korsétét. Az eljards induldskor vdlaszt egy tetszSleges u € V(G) csticsot, majd
a mikodése sordn végig karbantart egy u-bdl u-ba vezetd P korsétat G-ben. Az
algoritmus lényegi része egy olyan 1épés lesz, ami P hosszit (vagyis az éleinek a
szamat) megnoveli. Ennek a 1épésnek a (véges sokszori) ismétlésével P el6bb-utébb
G minden élét tartalmazni fogja, vagyis Euler-korséta lesz.

A noveld 1€pés kulcsa egy pofonegyszert eszkoéz (amivel az 1.12. Feladat meg-
olddsdban mar taldlkoztunk is): egy graf egy v csicsabdl indulva ,,vaktdban, elaka-
dasig sétalunk™. Ez alatt azt értjiik, hogy v-bdl indulva bejarunk egy Q sétét ugy,
hogy mindig egy tetszdlegesen (avagy ,,vaktdban™) valasztott, olyan élen 1épiink
tovabb az aktudlis csicsbdl, ami még nem szerepelt O-ban; ha pedig ilyen él mar
nincs (vagyis ,,elakadtunk™), akkor megallunk. Az eljards helyes miikodéséhez sziik-
ségiink lesz az aldbbi lemmara.
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4.3. Lemma. Tegyiik fel, hogy a H grdfban minden csics foka pdros és legyen
v € V(H) tetszdleges csiics. Ha v-bdl indulva vaktdban, elakaddsig sétdlunk, akkor
az igy kapott Q séta végpontja szintén v.

A Lemma bizonyitdsa: Hasonl6an az 1.12. Feladat megolddsdhoz, most is elmond-
hatjuk, hogy Q parosdval fogyasztja az altala érintett, v-t6l kiillonb6z6 csicsok éleit;
vagyis egy cstcson valé minden dthaladasa kett6t hasznal fel az arra illeszkedd élek
koziil. Ha tehat Q éppen az x # v csucsnal tart, akkor x €lei koziil kordbban paros
sokat hasznalt fel (pontosan kétszer annyit, mint ahdnyszor eddig x-en 4thaladt) és
még egyet most, amikor x-be legutobb megérkezett; 6sszesen tehdt pdratlan sokat.
Mivel azonban x foka paros, ezért a rd illeszkedd élek kozott kell legyen Q altal nem
tartalmazott is. gy Q valéban nem akadhat el x-ben. &

Az alabbi algoritmus a fenti lemmara alapozva, vaktidban bejart korsétak ismételt
keresésével és azoknak az egyre boviild P korsétdba valé beftizésével dllit el egy
Euler-korsétat. Ehhez mindig egy olyan v csticsot valaszt a kovetkezd, vaktdban
bejarandd séta kezdSpontjanak, aminek az élei kozott van P-beli és nem P-beli is.
Ezutan v-bdl indulva a P-be nem tartozé élek grafjaban keresi a kdvetkezs, P-be
befizend6 korsétat. Az eljaras miikodéséhez igy P-n kiviil sziikség van ennek a v
kiindulé csucsnak a taroldsara is.

ALGORITMUS EULER-KORSETA KERESESERE
Bemenet: Egy 6sszefiiggd G = (V,E) graf, amiben minden cstics foka péros

u €'V legyen tetszdleges csucs
P + (u) (egy cstcsu, nulla hossziisdgu séta); v < u
ciklus
SETALJUNK VAKTABAN, ELAKADASIG v-bdl indulva a P-be nem tar-
tozo6 élek (és G Osszes csticsa) altal alkotott grafban, a kapott séta: Q
P-ben v egy el6forduldsanak a helyére sziirjuk be O-t
ha P tartalmazza G minden é1ét, akkor: stop
v legyen olyan cstcs, amire illeszkedik P-beli és nem P-beli €l is
ciklus vége

01NN A W

Tegyiik fel, hogy az algoritmus éppen a 4. sort hajtja végre és jelolje H, illetve
Gp a P-be nem tartozd, illetve a P-be tartozo élek (és G Osszes csucsa) altal alko-
tott részgrafot. Mivel Gp-ben van Euler-korséta (hiszen P nyilvan az), ezért Gp-ben
minden cstcs foka paros (ezt fentebb, a bizonyitas elején mar belattuk). Ebbdl ko-
vetkezik, hogy H-ban is minden csucs foka pdros, mert minden x csics esetén az
x-re illeszkedd, Osszesen paros sok G-beli €l koziil a paros sok Gp-belit elhagyva
kapjuk az x-re illeszkedd, H-beli éleket. Ebbdl a 4.3. Lemma szerint kovetkezik,
hogy O valéban korséta, igy amikor azt az 5. sor végrehajtasakor beszirjuk P-be,
akkor P tovabbra is séta marad (és persze korséta is).

Meg kell még mutatnunk, hogy az eljards a 7. sor végrehajtasakor mindig talal
olyan cstcsot, amire illeszkedik P-beli és nem P-beli €l is. Mivel a 7. sor minden
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végrehajtasakor P-nek legalabb egy éle mar van, de még nem Euler-korséta, ezért
vélaszthatunk egy P-be tartozd e és egy P-be nem tartozé f élt. Legyen tovabba x,
illetve y az e, illetve az f egyik végpontja. Ha most x = y, akkor készen vagyunk. Ha
nem, akkor G-ben van egy x-bdl y-ba vezetd R ut, mert G Osszefiiggd (ezt ugyanis a
tétel kimonddsakor feltettiik). Ha R minden éle P-beli, akkor y j6 vdlasztds, mert van
P-beli és nem P-beli éle is. Ha nem, akkor R-en x-t6l y felé haladva alljunk meg az
elsd, P-be nem tartoz6 élnél; ennek a kezdSpontja (vagyis R mentén x-hez kozelebbi
végpontja — ami akdr x is lehet) valoban olyan cstcs kell legyen, aminek van P-beli
és nem P-beli éle is.

Megmutattuk tehat, hogy az algoritmus helyesen miikodik: az dltala karbantar-
tott P mindig egy u-bdl u-ba vezets korséta, aminek a hossza a ciklusmag minden
végrehajtdsakor megnd (ahol az utdbbi 4llitas azért igaz, mert a 4. sorban meghata-
rozott Q pozitiv hosszisagu, hiszen v-re illeszkedik P-be nem tartoz6 €l is). Ezzel
tehat a tétel (i) dllitdsdnak a bizonyitdsa teljes.

Hatravan még a (ii) allitasbol az ,,akkor” irdny megmutatdsa. Tegyiik fel ezért,
hogy G Osszefiiggd és legfoljebb két paratlan foku csticsa van. Ha nincs pératlan
foku cstcsa, akkor a fentiek szerint van benne Euler-korséta (ami nyilvan egyben
Euler-séta is). A paratlan foku csicsok szima nem lehet egy, mert ez ellentmondana
az 1.3. Tételnek (ugyanis a fokszdmok Osszege G-ben pdratlan volna). Marad tehat
az az eset, amikor G-nek pontosan két pdratlan fokd csicsa van, jelolje ezeket x
és y. Adjunk hozzd G-hez egy 1j, x és y kozotti e élt (akkor is, ha esetleg x és
y mar szomszédosak voltak G-ben). A kapott G’ grafban médr minden csics foka
paros, hiszen x €s y foka is megnétt eggyel. Tovdbba G’ 6sszefiiggd is, hiszen G az
volt és e hozzdaddsa ezt nyilvan nem ronthatta el. Ezért a tételnek a fentebb mar
bebizonyitott (i) dllitdsa miatt G’-ben van Euler-korséta. Ebbdl pedig e-t térolve egy
(x-bdl y-ba vezets) Euler-sétat kapunk G-ben. (Valéban: ha adott egy P korséta €s
annak egy e éle, akkor P konnyen datalakithaté gy, hogy az e-n induljon el annak
az egyik végpontjabol és ugyanebben a csicsban is érjen véget; ehhez csak annyit
kell tenni, hogy P-t a megfelel6 ponttdl indulva jarjuk be, majd a végére érve az
elejétdl folytatjuk ugyaneddig a pontig. Ha ezt az dtalakitast elvégezziik a G'-beli
Euler-korsétara, akkor ebbdl az elsd élt levagva kapjuk a megfelel Euler-sétat.) O

Az érdekesség kedvéért megemlitjiik, hogy Euler eredeti, 1735-6s (latin nyel-
vii) cikkében nincs benne a 4.2. Tétel teljes bizonyitdsa: Euler csak a fokszdmra
vonatkoz6 feltételek sziikségességét latta be, az elégségességet bizonyitds nélkiil
mondta ki. Az elss teljes értéki bizonyitast tobb, mint egy évszazaddal kés6bb adta
Carl Hierholzer (1840 — 1871) német matematikus — de ez mar csak a halala utan,
1873-ban jelent meg nyomtatdsban. Hierholzertdl szdrmazik a fenti bizonyitdsban

szerepl§ algoritmus is.

Felhivjuk rd a figyelmet, hogy a fenti tételben G 0sszefiiggdsége is fontos felté-
tel, anélkiil a tétel allitdsa hamis volna. Ha példdul a G graf tobb kiilonallo korbsl
all (pontosabban: mindegyik komponense kor), akkor minden csticsdnak a foka ket-
t6, még sincs benne Euler-korséta (hiszen a komponensek kozott nincs atjaras). Az
viszont nem teljesen igaz, hogy Euler-séta csak Osszefiiggd grafban lehet — csak
majdnem. Ugyanis izoldlt csicsok hozzdaddsa (vagy torlése) nem befolydsolja egy
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Euler-séta (vagy Euler-korséta) 1étezését. Valdban, egy Euler-sétdnak nem kell el-
jutnia az izolalt csticsokhoz (hiszen a graf minden élét enélkiil is tartalmazhatja).
Igy ha egy Euler-sétat tartalmazé grafhoz hozzaadunk néhany izolalt pontot, akkor
olyan grafot kapunk, ami tovabbra is tartalmaz Euler-sétdt, de mar nem 6sszefiiggd.
Az viszont mdr valéban igaz (és nyilvdnval), hogy ha G-ben van Euler-séta, akkor
legfoljebb egy olyan komponense lehet, ami nem egyetlen izolalt pontbdl 4ll.

Fontos kiemelni, hogy a 4.2. Tétel miatt tetszSleges grafban hatékonyan eldont-
het6 Euler-séta, illetve Euler-korséta 1étezésének a kérdése: ehhez a fokszamok pa-
ritdsdnak az ellendrzésén kivill csak a graf osszefiiggdségét kell megvizsgalni (az
esetleg 1étezd izoldlt pontok torlése utdn), ami megtehetd példaul a 2. fejezetben 14-
tott BFS algoritmussal. Rdaddsul ha az deriil ki, hogy a graf tartalmaz Euler-sétat,
akkor egy ilyen hatékonyan meg is hatdrozhato, ugyanis a 4.2. Tétel bizonyitdsadban
latott algoritmus polinomidlis futdsidejd eljaras.

Ha pontosabbat szeretnénk mondani ennek az algoritmusnak a futasidejérdl, ak-
kor el8szor is figyeljik meg, hogy itt ismét érdemes a bemenetet adé grafot szom-
szédsdgi listdval tdrolni, mert ez jol tdmogatja a vaktdban bejdrand6 sétdk gyors
keresését. Ezzel az algoritmus hatékonyan implementalhat6 gy, hogy a futdsa so-
ran végig minden v csucsra a v-hez tartozo lista elsd néhdny tagja a v-re illeszkedd,
P-beli élek végpontjait sorolja fel és ezutdn kovetkeznek a v-re illeszkedd, P-be
nem tartozé élek végpontjai. igy minden csticshoz elég fenntartani egy mutatét, ami
a csucs listdjdban az utols6 P-beli él végpontjara mutat (kezdetben pedig kitoltet-
len). Ezekkel a mutatdkkal az eljards 4. sordnak a végrehajtdsa, vagyis a P-be nem
tartoz6 élek gréfjadban a Q séta vaktdban valé bejdrdsa nagyon egyszer(ivé vilik:
a séta sordn az aktudlis csics mutatéjat mindig a lista kovetkez$ tagjara éllitjuk,
a megfelel éllel bovitjikk O-t, majd az él végpontjdra 1épve folytatjuk; ha pedig
olyan csticshoz ériink, aminek a mutatéja mar a listdjdnak az utolsé elemére mutat,
akkor a séta elakadt. Ezzel az algoritmus teljes futdsa alatt mindegyik csucs lista-
jan egyszer léptetjiik végig ezt a mutatét, ezért n csicsu és m €l grafra a Q sétdk
keresése Osszességében ¢ - (n+ m)-mel jérul hozz4 a 1épésszamhoz (valamilyen ¢y
konstansra).

Megoldast kell még taldlni arra is, hogy ebben az implementaciéban a 7. sor
végrehajtdsakor hogyan lehet hatékonyan megtaldlni egy olyan cstcsot, amire il-
leszkedik P-beli és nem P-beli él is. Megtehetnénk, hogy minden ilyen esetben
végigpasztazzuk a graf csucsait és mindegyikrdl a megfelel6 mutat6 kiolvasdsaval
dontiink (hiszen egy cstcs akkor alkalmas vélasztds, ha a mutatdja kitoltott és nem
a listajanak az utols6 elemére mutat), de ezzel az algoritmus 1épésszamat n2-tel ard-
nyosra ronthatnank. Ennél joval hatékonyabb, ha az aktudlisan tarolt P korséta men-
tén haladva keressiik meg az elsd olyan csticsot, amire illeszkedik P-be nem tartoz6
él is. Ehhez egyetlen tovdbbi mutat6t kell fenntartanunk, ami P-nek arra a pontjdra
mutat, ahonnan a legutébbi O korséta vaktdban valé bejdrasat kezdtiik. Tgy a mutaté
altal kijelolt cstcs el6tt P-ben csak olyan csticsok lehetnek, amiknek mér minden éle
P-beli — vagyis P-nek ez a kezd6szakasza mar végleges, ide késSbb sem szirédhat
be tovdbbi korséta. Ezért a 7. sor legkdzelebbi végrehajtadsakor elég a mutatd altal
kijelolt csdcstdl folytatni a (kozben kibdviilt) P bejdrdsat. Mivel P teljes hossza az
algoritmus futdsdnak végére is csak a graf élszdmdig novekszik, ezért a 7. sor végre-
hajtdsai 6sszesen szintén csak c; - (n + m)-mel jarulnak hozza a 1épésszdmhoz (egy
¢ konstansra). Ezzel tehét az eljaras teljes 1épésszdma is ¢ - (n+ m)-mel feliilrdl
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becsiilhetd (valamilyen ¢ konstansra), igy az nagyon hatékony, linedris futdsidejt
algoritmus.

4.4. Feladat.

a) Tartalmaz-e az aldbbi G graf Euler-sétit, illetve Euler-korsétat? Ha a vélasz
igen, akkor adjunk meg egyet.

b) Adjuk hozzd a grifhoz a {p,x} élt és oldjuk meg a feladatot az igy kapott
grafra is.

Megoldds: G-ben a p és u csticsok foka 3, az dsszes tobbi csics foka viszont paros
(2 vagy 4). Mivel G-nek van pdratlan foku csucsa, ezért Euler-korséta nincs benne.
Az ugyan teljesiil G-re, hogy legfoljebb két paratlan fokd csticsa van — ennek elle-
nére nincs benne Euler-séta sem, ugyanis G nem 4sszefiiggs. Valéban, az {r,s,x,y},
illetve a {p,q,t,u,w,z} csicshalmazok dltal feszitett részgrafok két kiilon kompo-
nenst alkotnak. Mivel mindkét komponens tartalmaz élt (vagyis egyik sem csupdn
egyetlen izoldlt pontbdl all), ezért G-ben nincs Euler-séta.

A {p,x} él hozzdaddsa mér Gsszefiiggdvé teszi G-t (hiszen kapcsolatot teremt a
fenti két komponens kozott). Tovabba p és x foka is eggyel nd, igy a kapott grafban
u és x foka lesz paratlan (mindkettd 3), a tobbi cstcs foka paros. Ezért a 4.2. Tétel
szerint a graf tovdbbra sem tartalmaz Euler-korsétat, de Euler-sétat mar igen. Egy
ilyennek a meghatdrozasidhoz a fenti bizonyitdsban leirt algoritmust hivjuk segit-
ségiil. Ehhez el6szor (a bizonyitds utolsé bekezdésében irtak szerint) hozzdadjuk
a grafhoz az {x,u} élt (a 4.2. dbrdn szaggatott vonallal), majd a kapott grafban —
amiben mar minden cstcs foka paros — futtatjuk az algoritmust.

Inditsuk az eljardst az u csicsbol, vagyis az 1-2. sorokban irtak szerint P kez-
detben a csak az u csdcsbdl allo, €l nélkiili séta és v = u. A 3. sorban irtak szerint
u-bdl vaktdban bejarunk egy Q sétit; ez persze tobbféleképpen torténhet, az egyik
lehetGség az, hogy Q) sorra az (u,t,z,u, p,x,u) csicsokat érinti (és a bizonyitdsban
latottak szerint valéban u-ban akad el); ezt latjuk a 4.2. dbrdn pirossal.

4.2. abra
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Ezt a O sétat P-be u helyére beszirva nyilvan Q1-et kapjuk, igy most P = Q.
Mivel P nem tartalmaz minden élt, ezért az eljards 7. sordban {rtak szerint véa-
lasztunk egy olyan v cstcsot, amire illeszkedik P-beli és nem P-beli €l is: pél-
d4ul lehet v = p. Most p-bdl indulva a P-be nem tartozé (vagyis a 4.2. dbrin
nem piros) éleken sétdlunk vaktdban, elakadésig; igy kaphatjuk példdul az dbrdn
kékkel lathaté Q, korsétdt, ami sorra a (p,w,q,p) csdcsokat érinti. Ezt a p csucs
helyére P-be beszirva az most sorra az (u,t,z,u, p,w,q, p,x,u) csicsokat érinti.
Tovabb folytatva, most vélaszthatjuk példaul a v = x csicsot, mert erre illeszke-
dik P-beli és nem P-beli €l is. x-bdl a P-be nem tartozé (vagyis nem piros vagy
kék) éleken vaktdban bejarhatjuk azt a Q3 korsétat, ami sorra az (x,y,s,r,x) csu-
csokat érinti (az dbran zolddel). Ezt beszirva P-be x helyére az most sorra az
(u,t,z,u, p,w,q, p,x,y,s,r,x,u) csicsokat érinti. Most P-b8l még mindig hidnyzik
a két r és y kozotti él, amiket a v = y csucsbdl inditott, az dbran sargdval jelolt Q4
sétdval jarhatunk be, ami tehdt sorra az (y,r,y) csticsokat érinti. Q4-nek az y helyére
val6 beszirdsa utdn P mar minden élt tartalmaz, {gy Euler-korséta; P tehat végiil
sorra a (u,t,z,u, p,w,q, p,X,y,1,¥,8,1,X, 1) csucsok érintésével jrja be a graf osszes
é1ét. EbbdI a korsétabdl az utolso, {x,u} €l torlésével kapjuk a feladatban szerepld
graf Euler-sétdjat. a

4.5. Feladat. Egy salsa taldlkozon 10 fid és 10 lany vesz részt, mindenki ponto-
san 6 embert ismer az ellenkezd nemiiek koziil (az ismeretségek kolcsonosek). A
résztvevok a kovetkezot jatsszak: egy fiu kivalasztja egy lanyismerdsét €s felkéri
salsdzni; az illetd lany a tdnc utdn kivélasztja egy masik fidismerdsét és felkéri
salsdzni, stb. A szabdly tehat az, hogy akit legut6bb felkértek, az az ellenkezd ne-
mii ismerdsei koziil egy olyat kell felkérjen, akivel (ebben a jatékban) még nem
tancolt. (Akit felkérnek, az mindig el is fogadja a felkérést.) A tarsasig célja az,
hogy végiil mindenki elmondhassa magardl, hogy a jaték sordn minden (ellenke-
z6 nemd) ismerdsével pontosan egyszer salsazott. Mutassuk meg, hogy ez a cél

megvaldsithato.

Megoldds: A taldlkozo résztvevdi alkossdk a G graf csicshalmazit és két csucs ak-
kor legyen szomszédos G-ben, ha a két megfeleld tancos ellenkez6 nemti €s ismerik
egymadst. A feladat dllitdsa nem mads, mint hogy G-ben van Euler-séta; valéban, sal-
sdzasra val6 felkéréseknek egy, a jaték szabdlyainak megfeleld sorozata épp egy
G-beli Euler-sétanak felel meg.

Mivel mindenki 6 ellenkez6 nem résztvevst ismer, ezért G-ben minden csucs
foka 6, vagyis paros. Meg kell még mutatnunk, hogy G 0sszefiiggs; legyen ezért K
egy tetszdleges komponens G-ben és v annak egy csicsa. Ha mondjuk v fiu, akkor a
6 lanyismerdse K-ba tartozik (hiszen elérhetSk v-bol); ha ezek koziil a lanyok koziil
az egyik w, akkor az & 6 fidismer6se (koztiik v) szintén K-ba tartozik, hiszen ezek
is elérhetdk v-bol. Azt kaptuk tehat, hogy K-nak legalabb 12 csticsa van. Mivel ez
G minden komponensérdl elmondhat6, de G-nek 6sszesen csak 20 csticsa van, ezért
nem lehet egynél tobb komponense, vagyis valdban 0sszefiiggd.
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Mivel G 6sszefiiggd és minden cstcsdnak a foka paros, ezért a 4.2. Tétel szerint
valéban van benne Euler-séta (s6t, Euler-korséta is). O

A fejezet z4rdsdul roviden megemlitjiik, hogy Euler-sétak és Euler-korsétdk 1é-
tezésének a problémadja irdnyitott grafokra is felvethet$ és ez is felmeriil alkalma-
zasokban. Itt tehdt egy irdnyitott graf éleit kell tgy bejarni, hogy kozben minden
élen pontosan egyszer haladunk 4t (természetesen az él irdnyitdsdnak megfelelGen).
Szerencsére ez a probléma sem nehezebb az irdnyitatlan esetnél: a 4.2. Tétel 4lli-
tasa és bizonyitdsa — beleértve az abban leirt algoritmust is — konnyen mddosithatd
az irdnyitott valtozatra is. Nem nehéz végiggondolni példdul, hogy a 4.2. Tétel (i)
allitasaban szerepld feltételnek az iranyitott Euler-korsétdkra vonatkozé véltozata
azt mondja, hogy minden cstcs kifoka meg kell egyezzen a befokdval (vagyis a
csucsbdl kilépd élek szama egyenld kell legyen az oda belépd élek szamaval). Eh-
hez hasonl6 az irdnyitott Euler-sétakra vonatkoz6 fokszamfeltétel is (de ezt itt nem
részletezziik). Végiil az 6sszefiiggdségi feltétel sem okozna problémat az irdnyitott
esetben: bdr az 1.6. szakaszban emlitettiik, hogy az Osszefiiggdség fogalmdnak az
irdnyitott megfelel§je nem magatdl értet6dd, de a 4.2. Tétel irdnyitott valtozatdban
elég volna azt kikotni, hogy a széban forg grafbdl az élek irdnyitdsanak figyelmen
kiviil hagyasaval kapott irdnyitatlan graf 6sszefiiggs legyen.



5. fejezet

Hamilton-korok és
Hamilton-utak

Az el6z6 fejezetben targyalt Euler-sétak és -korsétak problémajat olyan alkalmaza-
sok motivéltdk, amikben minden él pontosan egyszeri érintésével kell bejarni egy
grafot. Az alkalmazdsok szempontjabdl még fontosabbak az olyan bejarasok, amik
soran minden csucsot kell pontosan egyszer érinteni; ezek az ir William Rowan Ha-
miltonrdl (1805 — 1865) kaptdk a neviiket.

5.1. Definicié. A G grdf egy C korét Hamilton-kornek nevezziik, ha C G minden
csuicsdt tartalmazza. Hasonloan, egy P utat Hamilton-utnak neveziink G-ben, ha P
G minden csicsdt tartalmazza.

Mivel a kor és az 1t definicidja (1asd az 1.10., illetve az 1.20. Definiciét) maga-
ban foglalja, hogy ezekben a csicsok nem ismétlddhetnek (eltekintve persze korok
esetében az els6 és utolsd csiics egybeesésétol), ezért a Hamilton-korok és -utak
val6ban pontosan egyszer érintik a graf minden cstcsat.

Hamilton-korok vagy -utak keresése szamtalan alkalmazdsban meriil fel. Te-
gyiik fel példaul, hogy egy iizletk6tonek a munkdja miatt végig kell latogatnia né-
hany varost, majd visszatérni az otthondba. A varosok érintésének a sorrendje ér-
dektelen, de az utikoltség persze nem. Ha ismert barmely két varos esetén a koztiik
val6 utazds koltsége, akkor az iigyndk olyan Hamilton-kort keres a varosok és a koz-
tilk 1év6 kapcsolatok grafjdban, aminek az 6sszkoltsége (vagyis a Hamilton-korben
szerepld élek utikoltségeinek az 6sszege) minimadlis. Ez a feladat Utazdiigyndk prob-
léma néven vilt kozismertté.

A Hamilton-korok és -utak problémadja sokkal nehezebb az ezekhez hasonlénak
tliné Euler-korsétak és -sétak feladatanal. Mig az utobbiak l1étezésére a 4. fejezetben
konnyen ellendrizhetd sziikséges és elégséges feltételt adtunk, a keresésiikre pedig
hatékony algoritmust mutattunk, addig a Hamilton-korok és -utak esetében egyi-
ket sem tudjuk megtenni. Nem ismert polinomidlis futdsidejl algoritmus annak az
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eldontésére, hogy egy adott grafban 1étezik-e Hamilton-kor vagy Hamilton-t; sét,
nem csak nem ismert, hanem nagyon valészind (bar nem bizonyitott), hogy nem
is létezik ilyen. (Ennek az 4llitdsnak a pontos tartalmardl az informatikus képzés
késGbbi targyaiban esik sz6.) Igy azokban az alkalmazasokban, amikben Hamilton-
korok vagy -utak keresése valik sziikségessé (mint példaul az el6zé bekezdésben
emlitett utazéiigynok probléma), vagy csak viszonylag kis méretd grafokra tudjak
megoldani a feladatot, vagy olyan eljarasokat haszndlnak, amik csak egy bizonyos
(és pontosan nem is feltétlen ismert) hibahatdron beliil és esetleg csak a lehetséges
bemenetek egy részére oldjdk meg a feladatot elfogadhat6 futdsidén beliil.

5.2. Feladat.
a) Van-e Hamilton-kor, illetve Hamilton-ut az aldbbi G grafban?
b) Toréljiikk G-bdl a {c, g} élt és oldjuk meg a feladatot az igy kapott gréfra is.

a b

8 h

Megoldds: Némi kisérletezés dran taldlhatunk G-ben Hamilton-kort: példaul ha
a csucsokat (c,a, f,d,e,b,h,g,c) sorrendben jarjuk be (14sd az 5.1a dbrat). Mivel
egy Hamilton-kor barmelyik élét torolve Hamilton-utat kapunk, ezért G nyilvan
Hamilton-utat is tartalmaz.

a b

4 h
5.1a abra 5.1b abra

Ugyanez mutatja, hogy a {c,g} él torlésével kapott graf tartalmaz Hamilton-
utat: a fenti Hamilton-korb6l a {c,g} él elhagydséval ilyet kapunk. Hamilton-
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kort azonban ez a graf mar nem tartalmaz. Ennek a bizonyitdsara hasznalhatjuk
az 5.1b édbra 4ltal mutatott Gtletet: ha toroljiik a grafbdl az e csucsot, akkor a ma-
radék graf mar nem Osszefiiggs, az {a,c,d,f} és a {b,g,h} csicshalmazok két
kiilon komponenst feszitenek. Ez a megfigyelés valéban mutatja, hogy a grafban
nincs Hamilton-kor: ha volna, akkor abbdl az e csics torlésével a maradék grif egy
Hamilton-ttjat kapnank. Ez azonban lehetetlen, mert egy Hamilton-utat tartalmazoé
grafnak nyilvédn Osszefiiggének kellene lennie. O

A fenti megoldédsban egy leleményes otlet vezetett annak az indokldsdhoz, hogy
a szoban forg6 grafban nincs Hamilton-kor: ha volna, akkor barmelyik csicsot torol-
ve Osszefiiggd grafot kapnank (mert a maradék grafban volna Hamilton-t). Ennek
az oOtletnek a tovabbfejlesztését tartalmazza az aldbbi tétel, ami bizonyos, szeren-
csés esetekben — de egyaltalan nem mindig — annak a bizonyitdsara hasznélhatd,
hogy egy grafban nincs Hamilton-kor vagy Hamilton-it.

5.3. Tétel. Legyen G tetszbleges grdf és k > 1 egész szdm.
(i) Ha G-ben van Hamilton-kor, akkor G-bdl bdrhogyan k csicsot torolve a
kapott grdf komponenseinek szdma legfoljebb k.
(ii) Ha G-ben van Hamilton-iit, akkor G-bdl bdarhogyan k csiicsot tordlve a ka-
pott grdf komponenseinek szdma legfoljebb k + 1.

Bizonyitds: (i) bizonyitasdhoz legyen C Hamilton-kor G-ben és toroljiink G-bdl k
tetsz6leges csucsot. Ekkor a torolt csicsok C-t legfoljebb k {vre bontjdk — vagyis
C-bdl legfoljebb k olyan tit keletkezik, amik a torlések el6tt C egyes szakaszait al-
kottdk. Ezt illusztrdlja az 5.2. dbra, amin négy cstics torlése a Hamilton-kort négy
ivre bontja (az dbran kékkel). (A keletkezd ivek szdma pontosan ., ha a torolt csu-
csok koziil semelyik ketté nem volt C mentén szomszédos, mint az 5.2. dbrdn; ha
viszont voltak koztiikk C mentén szomszédosak, akkor az ivek szama kisebb k-nal.)
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5.2. abra

A torlések utdn kapott G’ graf nyilvén tartalmazza a C-b6l megmaradt éleket
(valamint G 8sszes tobbi olyan élét is, amik nem illeszkednek az elhagyott csticsok-
ra — ezeket jelzik az 5.2. dbrdn a szaggatott vonalak). Igy G’-ben az egy ivre esd
csucsok kozos komponensbe tartoznak, hiszen az {v mentén vezet koztiik dt. Ezért
G’ komponenseinek szdma nem lehet t6bb az fvek szaménal, igy k-nal sem.
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(ii) bizonyitasa ehhez nagyon hasonlé: egy G-beli P Hamilton-utat k csucs tor-
1ése legfoljebb k + 1 szakaszra bont. Mivel az egy szakaszra es cstcsok kozos
komponensbe tartoznak a torlések utdni grafban, ezért annak nem lehet (k4 1)-nél
tobb komponense. O

Fontos hangstilyozni, hogy az 5.3. Tétel egyik 4llitdsa sem megfordithato: 1éte-
zik példaul olyan graf, amibdl barhogyan néhdny cstcsot torolve a kapott graf kom-
ponenseinek szdma nem tobb a torolt csicsok szdmdandl, de a grafban még sincs
Hamilton-kor. (Bizonyitds nélkiil megemlitjiik, hogy ilyen példdul az 1.9. Feladat-
ban, annak is az els6 két abrajan latott Petersen-graf.) Igy az 5.3. Tétel nem alkalmas
arra, hogy a segitségével Hamilton-kor vagy Hamilton-t 1étezését mutassuk ki, csak
ezeknek a nemlétét lehet — szerencsés esetekben — bizonyitani vele: ha egy G grafbol
sikeriil k£ cstcsot torolni tigy, hogy a kapott graf komponenseinek szdma k-nél tobb,
akkor G-ben biztosan nincs Hamilton-kor; ha pedig a kapott komponensek szdma
(k4 1)-nél is tobb lehet, akkor Hamilton-it sincs G-ben. Ez tortént az 5.2. Feladat
b) részében is: ott k = 1 csucs elhagydsa utdn a komponsensek szdma egynél tobb
volt, amibdl megtudtuk, hogy a grafban nincs Hamilton-kor.

5.4. Feladat. Bejarhato-e egy 3 x 5-0s sakktabla 16val gy, hogy kozben minden
mezo6re pontosan egyszer 1épiink ra?

Megoldds: Fogalmazzuk at a kérdést grafelméleti feladatta: legyenek a G graf csi-
csai a 3 x 5-0s sakktdbla mez&i és két csics akkor legyen szomszédos G-ben, ha
a megfeleld mezdk egymasbol egyetlen 161épéssel elérhetdk (1asd az 5.3a dbrat); a
kérdés ekkor az, hogy G-ben van-e Hamilton-tit.
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5.3a abra 5.3b abra

o)
O

Hagyjuk el G-bdl az 5.3b dbran piros X-szel jelolt mezSknek megfelels 6t
csicsot. A keletkezd grafnak hét komponense van: egy négy csucst kor (az db-
ran kékkel) és hat izoldlt pont. Ezért az 5.3. Tétel (ii) allitdsa szerint G-ben nincs
Hamilton-it; valéban, ha volna, akkor G-b6l k = 5 csticsot elhagyva a kapott graf-
nak legfoljebb k + 1 = 6 komponense lehetne. Igy a 3 x 5-6s sakktablat nem lehet a
feladat 4ltal {rt médon bejarni. m]

Az 5.3. Tétel sziikséges feltételt ad Hamilton-kor, illetve Hamilton-tt 1étezésére
— de, mint azt fentebb mar emlitettiik, ezek nem elégségesek; s6t, nem is ismert jol
kezelhet6 sziikséges és elégséges feltétel Hamilton-kor vagy tt 1étezésére. Ismertek
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viszont olyan tételek, amik elégséges (de nem sziikséges) feltételt adnak Hamilton-
kor 1étezésére; ilyen az aldbbi tétel is, amit a magyar sziiletésd brit matematikus,
Gabriel Andrew Dirac (1925 — 1984) bizonyitott be 1952-ben.

5.5. Tétel. (Dirac tétele)
Ha az n > 3 csiicsu G egyszerii grdfban minden csiics foka legaldbb %, akkor G-ben
van Hamilton-kor.

Ha tehat példdul egy 100 csticsu egyszer(i graf minden csicsa legalabb 50 ma-
sikkal szomszédos, akkor Dirac tétele szerint biztosan van benne Hamilton-kor. Fr-
demes megfigyelni, hogy ugyanez 50 helyett 49-cel mar nem volna igaz: ha a G
graf két 50 csucsu teljes graf egyesitésébdl all (pontosabban: mindkét komponen-
se 50 cstcsu teljes graf), akkor G-ben minden fokszdm 49, de nyilvan nincs benne
Hamilton-kor (hiszen nem 6sszefiiggd). Ez tehat azt mutatja, hogy a csticsok fokara
vonatkozé alsé korldtot 1-gyel csokkentve a tétel méar nem volna igaz — ennek elle-
nére, amint azt fentebb emlitettiik, a Dirac tételében szerepld feltétel valoban csak
elégséges, de nem sziikséges: ha példaul a G graf egy legaldbb 5 cstcsu kor, akkor
nyilvan van benne Hamilton-kor, de barmely csticsdnak a foka csak 2, vagyis kisebb
a csdicsszam felénél.

Dirac tétele helyett egy anndl altaldnosabb tételt bizonyitunk be (amibdl tehat
Dirac tétele is kovetkezni fog); ezt a norvég Bystein Ore fedezte fel 1960-ban.

5.6. Tétel. (Ore tétele)

Tegyiik fel, hogy az n > 3 csiicsu G egyszerii grdfra teljesiil a kovetkezd feltétel:
minden u,v € V(G), {u,v} ¢ E(G) esetén d(u)+d(v) > n; vagyis bdrmely két
nemszomszédos csiics fokszdmdnak az dsszege legaldbb G csiicsainak a szdma.
Ekkor G-ben van Hamilton-kor.

Részletesebben tehdt Ore tétele a kovetkezot allitja: ha az n > 3 cstcsi G egy-
szer(i grafban minden nemszomszédos {u,v} csdcspart végigvizsgdlva mindig azt
tapasztaljuk, hogy d(u) +d(v) > n, akkor G-ben biztosan van Hamilton-kor. Ha
viszont G-ben van olyan nemszomszédos {u,v} csucspér, amire d(u) +d(v) < n,
akkor a tétel semmit nem mond arrél, hogy G-ben van-e Hamilton-kor vagy sem.
Mais szoval: ennek a tételnek az allitdsa sem megfordithatd, a benne szerepld feltétel
csak elégséges, de nem sziikséges. Val6ban, erre is j6 példa egy legaldbb 5 csticsu
kor: van benne Hamilton-kor, de barmely két csicsanak a fokat 6sszeadva csak 4-et,
vagyis a csucsszamnal kisebbet kapunk.

Az 5.6. Tétel bizonyitdasa: Tegyiik fel, hogy a G gréaf teljesiti a tételben irt feltételt,
vagyis d(u) +d(v) > n igaz minden nemszomszédos {u, v} csticsparra (és G cstcs-
szdma n > 3). Megadunk egy eljarast, ami el6allit G-ben egy Hamilton-kort és ezal-
tal a tételt igazolja. (Ez az eljards csak a bizonyitds céljait szolgdlja, a gyakorlatban
kozvetleniil nem alkalmazzdk, ezért pszeudokdd formdjaban nem irjuk le.)

Az eljérds a futdsa sordn végig karbantartja G csticsainak egy T = (vi,va,...,v,)
sorrendjét, vagy mds néven permutacidjat. Minden ilyen 7 permutacié esetén jelol-
jik e(m)-vel azt, hogy a {vi,va}, {v2,v3}, .- oo {Vu—1,Vu}» {Vu,v1 } pdrok kozott héany
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olyan van, amik szomszédosak G-ben. Ha e(7r) = n, vagyis a parok koziil mindegyik
éle G-nek, akkor a 7 altal kijelolt sorrendben bejarva a csticsokat nyilvan Hamilton-
kort kapunk G-ben. Ha viszont e(7r) < n, akkor az eljards ugy médositja 7-t, hogy
ezaltal e(r) értéke novekedjen. Egy tetszleges kezdeti permutdciébdl indulva és
ezt a novels 1épést legfoljebb n-szer alkalmazva végiil e() = n lesz, igy valéban
Hamilton-kort kapunk.

Tegyiik fel ezért, hogy az aktudlis 7 permutécidra e(7) < n, vagyis a {vi,v2},
{v2,m3}, ooy {va—1,Vn}, {vu,v1} pdrok kozott még van nemszomszédos. Feltehet-
jiik, hogy példaul {v,,vi} ¢ E(G), mert nem okoz tartalmi véltozdst (igy e(7) sem
véltozik), ha a csticsok indexeit 7 mentén korben néhdnyszor egymads utén ,eltol-
juk” — vagyis v,-b6l v| lesz és az 6sszes tobbi v; indexét eggyel noveljiik. Ekkor az
e(m) novelésére szolgdld 1épés alapétlete az 5.4a dbran lathaté: keresiink egy olyan
k-t — és aldbb megmutatjuk, hogy ilyet mindig taldlunk is —, amire {vi,v,} € E(G)
és {vi,vir1} € E(G) egyszerre teljesiilnek; egy ilyen k-ra pedig n-t dgy médositjuk,
hogy annak a vy -tdl v,-ig tart6 szakaszat megforditjuk, vagyis az Uj permutacid

/
' = (V1,v2, .oy Viy Vs Ve 1y - - -, Vit 1) lESZ0
V)
V3
% ' %
ko iy k' Viw

5.4a abra 5.4b abra

Az 5.4a dbra pirossal mutatja, hogy 7’ szerint haladva milyen sorrendben jérjuk
korbe a cstcsokat. Ldthatd, hogy -r8l '-re 4ttérve a korbejards mentén egymast
kovetd csticsparok listdja csak két helyen valtozik: a {vi,v,} és a {vy,vey1} parok
mdr nem kovetik egymadst, helyettiik a {vi,vi1} és a {v, v, } parok igen. Mivel az
utébbi két csicspar szomszédos G-ben (hiszen k-t igy valasztottuk meg), viszont a
fentiek szerint {vy,v,} ¢ E(G), ezért e(n') > e(m) valdban igaz. (Pontosabban: ha
{Vik,vit1} € E(G), akkor e(7') 1-gyel nagyobb e(7)-nél, egyébként 2-vel.)

Azt kell tehdt még megmutatnunk, hogy {vi,vk11} € E(G) és {vg,v,} € E(G)
teljesiil valamilyen k-ra. Ehhez (képzeletben) fessiik zoldre v, Osszes szomszéd-
jat és jeloljiikk meg kékkel az Osszes olyan csticsot, ami vy valamelyik szomszédjat
7-ben eggyel megeldzi (ldsd az 5.4b dbrdt); mds szdval, a v; csucs akkor zold, ha
{vj,va} € E(G) és v; akkor kék, ha {v{,v;11} € E(G). Ekkor a z6ld csticsok szdma
d(v,), hiszen ez v, szomszédainak a szdma (mert G egyszeri graf). Hasonl6an, a
kék csdcsok szdma d(v;), mert v; szomszédai kozott sajat maga nem szerepel (is-
mét azért, mert G egyszerl graf), igy ezeknek a szdma ugyanannyi, mint az ezeket
7-ben eggyel megel5z8 csicsok szdma. Mivel {vy,v,} ¢ E(G), ezért a tétel feltéte-
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le szerint d(vy) +d(v,) > n teljesiil; igy a kék és zold szint kapott csticsok szdma
egyiitt legalabb n. Masrészt v, nyilvan se nem z6ld, se nem kék, mert egyrészt v,
nem lehet sajat maga szomszédja (hiszen G egyszerii), masrészt 7 utolsé tagja nem
el6zheti meg eggyel v egy szomszédjat. Azt kaptuk tehat, hogy legfoljebb n — 1
csucs koziil legaldbb n-re jutott valamilyen szin, igy kell lennie koztiik olyannak,
ami mindkét szint megkapta. Ha vi-t ilyennek vélasztjuk, akkor valéban megfelel
a feltételeknek: {vy,vit1} € E(G), mert vy kék és {vy,v,} € E(G), mert vy zold is.
Ezzel a tétel bizonyitasa teljes. |

Amint azt fentebb igértiik, Ore tételébdl Dirac tétele (5.5. Tétel) mar valéban
konnyen kovetkezik.

Az 5.5. Tétel bizonyitdsa: Ha G-ben minden csics foka legaldbb %, akkor barmely
nemszomszédos {u,v} csticsparra d(u)+-d(v) > 5 +5 = n. (S6t, ez a szomszédos
cstcsparokra is teljesiil, csak ennek itt nincs jelentésége.) fgy az 5.6. Tétel szerint
G-ben valéban van Hamilton-kor. O

5.7. Feladat. Az 6toslotto jatékban egy szelvényen 5 kiilonb6z6 szamot kell meg-
jelolniaz 1, 2, ..., 90 szamok koziil. Mutassuk meg, hogy ha az Gsszes lehetséges
mddon kitoltenénk lottészelvényeket (igy, hogy minden lehetséges kitoltés pon-
tosan egy szelvényen szerepeljen), akkor az igy kapott szelvények elrendezhet6k
volndnak egy sorban tigy, hogy az egymads mellé keriil6 szelvényeken soha ne le-
gyen egy kozos szam sem megjelolve.

Megoldds: Kezdjik megint azzal, hogy a feladatot atfogalmazzuk grafelméleti al-
litdssa: a G graf csucsai legyenek a lehetséges lottdszelvények és két cstics akkor
legyen szomszédos G-ben, ha a megfelel$ szelvényeken nincs k6zos szdm megje-
I6lve; a feladat dllitdsa ekkor az, hogy G-ben van Hamilton-it. Ezt az 5.5. Tétel
segitségével fogjuk igazolni: megmutatjuk, hogy G-ben minden cstcs foka legaldbb
G csucsszamanak a fele; ebbdl az fog kideriilni, hogy G-ben nem csak Hamilton-uit,
de még Hamilton-kor is van.

G-nek n = (950) csdcsa van, mert ennyi az {1,2,...,90} halmaz 5 elem( rész-
halmazainak, vagyis a lehetséges lottoszelvényeknek a szdma. Ennek az érté-

ke n= 90'89%& =43 949 268. G egy tetszdleges v csucsdt kivalasztva v foka
dv) = (855 ), mert ennyiféleképpen lehet a v-nek megfelel$ szelvényen szerepld 5
szamtol kiilonbozd 85 szam koziil 5 kiilonboz6ét kivalasztani; vagyis ennyi azoknak
a szelvényeknek a szdma, amiken nincs a v-nek megfeleldn szerepld szam megjelol-
ve. Ennek az értéke pedig d(v) = 8384838281 37 801 517. Lathatd, hogy d(v) > 4
valéban minden cstcsra (b&ven) teljesiil (és G egyszeri graf), igy Dirac tétele sze-
rint G-ben valéban van Hamilton-kor. O



6. fejezet

Grafok szinezése

Képzeljiik el a kovetkezd problémat: adott szamitasi feladatok egy listdja €s mind-
egyikhez egy elore kijelolt idintervallum, amikor azt el kell végezni. A feladatokat
processzorokhoz kell rendelniink, de ezek minden idSpillanatban egyszerre csak egy
feladaton dolgozhatnak. A célunk az, hogy a szamitasi feladatoknak egy olyan iite-
mezését készitsiik el — vagyis ugy rendeljiik Sket processzorokhoz —, hogy ehhez
a lehetd legkevesebb processzorra legyen sziikség. A problémat egy G graffal ab-
rdzolhatjuk: a csicsok a szamitasi feladatok és két csics akkor szomszédos, ha a
megfelel feladatok idGintervallumai metsz6k — vagyis ha a két feladat kozott iit-
kozés van, nem keriilhetnek azonos processzorra. A probléma egy lehetséges meg-
oldasat, vagyis a feladatok egy lehetséges titemezését gy tehetjiik szemléletessé,
hogy G minden csucsat kiszinezziik valamilyen szinnel és az ugyanolyan szin{i cst-
csoknak megfelel6 feladatokat rendeljiik kozos processzorhoz. Ekkor egy szinezés
akkor megfeleld, ha a G-ben szomszédos csticsok mindig kiilonb6z6 szint kapnak —
hiszen ez felel meg annak, hogy ha iitkdzés van két feladat kozott, akkor azok kiilon-
boz6 processzorra keriilnek. A felhasznélt processzorok szdma pedig a szinezésnél
hasznalt 6sszes szinek szdmanak felel meg, igy ezt kell minimalizalnunk.

A fentihez hasonl6 problémak, amikben egy graf cstcsainak egy, a fenti értelem-
ben helyes szinezését kell megtaldlnunk, szdmos fontos gyakorlati alkalmazasban
meriilnek fel; leginkdbb akkor, ha a graf élei valamilyen fajta titkozést, elkeriilendd
konfliktust reprezentdlnak. Az aldbbi definicié az ennek megfeleld alapfogalmakat
vezeti be.

6.1. Definici6. Legyen G egy grdf és k > 1 egész szam. A G grdf k szinnel szi-
nezhet, ha G minden csiicsa kiszinezhetd k adott (tetszoleges) szin valamelyikével
1gy, hogy G bdarmely két szomszédos csiicsanak a szine kiilonbozé. A G kromati-
kus szdma k, ha G k szinnel szinezhetd, de (k — 1)-gyel mdr nem. G kromatikus
szamdnak a jele: % (G).

(A x gorog bett, a szin gorog megfeleldjének, a y p wu o szénak az elsé betije;
a kiejtése: ,,khi”.)

63
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A kromatikus szdm vizsgdlatakor altaldban csak egyszerd grafokkal foglalko-
zunk: hurokélek eleve nem lehetnek a grafban, hiszen egy csucs nyilvan nem lehet
sajat magatol kiilonboz6 szinti; parhuzamos éleket ugyan tartalmazhat a graf, de két
csucs kozott futd tobb parhuzamos €l koziil elég volna mindig csak egyet megtartani
annak garantdldséra, hogy a két cstcs kiilonb6z6 szint kapjon.

Egy graf kromatikus szdma mindig egy pozitiv egész szam és konny{ latni, hogy
% (G) tetsz8legesen nagy értéket is felvehet. Legyen ugyanis n > 1 egész és tekintsiik
azt az n cstcsu, egyszerd grafot, amiben barmely két kiilonb6z6 cstics szomszédos;
ezt a grafot n csiicsii teljes grdfnak nevezziik és K,-nel jeloljiik. Erre példdul nyil-
vén yx(K,) = n, mert semelyik két csticsdnak nem adhatjuk ugyanazt a szint, hiszen
szomszédosak.

6.2. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi G graf kromatikus szdmat, x (G)-t.

a b c

d e f g

Megoldds: Harom szinnel konnyen megszinezhetSk a graf csicsai példaul dgy, aho-
gyan a 6.1. dbran lathatd.

a b c
d e f g
6.1. abra

Két szin viszont biztosan nem volna elegendd: mivel (példdul) az a, d és e csu-
csok koziil barmely kettd szomszédos, ezért mar ezekre is harom kiilonb6z6 szint
kell hasznalnunk.

Igy tehat x(G) = 3. O

A gréafok szinezésének, illetve a kromatikus szdm fogalmanak a torténete a 19.
szdzad kozepéig nyulik vissza. Ekkorrdl szarmazik az a megfigyelés, hogy a tér-
képek orszdgai mindig megszinezhet6k legfoljebb négy szinnel tgy, hogy a szom-
szédos — vagyis kozos hatdrszakasszal rendelkezd — orszdagokat kiilonboz6 szinfire
festjiikk. Ekkor keletkezett a hires négyszin-sejtés is, ami azt allitotta, hogy ez min-
den térképre valdban igaz. Ezt a sejtést csak tobb, mint egy évszazaddal késSbb,
1976-ban sikeriilt igazolnia Appelnek és Hakennek, de a bizonyitasuk sok szdz ol-
dalnyi terjedelmi volt és kozel kétezer konkrét eset ellenSrzésére is sziikség volt
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hozz4. Ez utébbit szamitdgéppel végezték el, ami akkoriban szokatlan djdonsdgnak
szamitott és szdmos kételyt is felvetett a bizonyitds megbizhatésdagaval kapcsolat-
ban. Bar azéta sziilettek rovidebb bizonyitdsok is a négyszin-tételre, ezek is remény-
telentiil hossziak és szintén haszndlnak szadmitégépet.

A térképszinezés feladatdban egy olyan graf csicsainak a szinezésérdl van sz,
aminek a cstcsai a térkép orszdgai és két csics akkor szomszédos, ha a megfeleld
két orszdgnak van k6z0s hatarszakasza. Szemléletesen konnyd latni, hogy minden
ilyen graf sikbarajzolhato, vagyis lerajzolhaté a sikba ugy, hogy az éleket repre-
zentdl6 vonalak csticsokon kiviil ne keresztezzék egymadst. Valdban, ha a térképen
minden orszdg belsejében valahol elhelyeziink egy annak megfelel6 pottyot és két
ilyet mindig a két megfeleld orszdg kozos hatdrszakaszan keresztiil kotiink Ossze,
akkor konnyen elérhet8, hogy ezek a vonalak ne keresztezzék egymast.

A négyszin-tétel pontosan tehdt annyit allit, hogy ha G sikbarajzolhat6 (és hu-
rokélmentes) gréf, akkor x(G) < 4. A tételre t6bb bizonyitds is sziiletett a 19. sza-
zadban, am ezekr6l késébb kideriilt, hogy hibdsak. Ez is hozzdjarult ahhoz, hogy a
négyszin-tétel a grafelmélet és a modern matematika egyik legkozismertebb prob-
Iém4java valt és a megolddsdra tett erdfeszitések a grafelmélet jelentds fejlodését és
tobb 1) dganak a kialakuldsét hoztak.

6.1. Paros grafok

Azok a G grafok, amikre x(G) = 1, teljesen érdektelenek: ezek az iires (vagyis él
nélkiili) grafok, hiszen egy él két végpontjara maris két kiillonbozo szint kell hasz-
nalnunk. Azok a grafok viszont, amik két szinnel szinezhetSk, mar nagyon széles
és alkalmazasokban gyakran felmeriil§ osztilyat adjdk a grafoknak: ezek a péros
grafok.

6.3. Definicié. A G grdfor paros grifnak nevezziik, ha a V(G) csiicshalmaza fel-
bonthaté az A és B diszjunkt halmazok egyesitésére iigy, hogy G minden éle egy
A-beli csiicsot kit dssze egy B-belivel. Ilyenkor a szokdsos G = (V,E) jeldlés he-
lyett a G = (A,B;E) jelolést is haszndljuk.

A fenti definici6 csak dtfogalmazdsa annak, hogy a G gréfra x(G) < 2 teljesiil
(vagyis hogy G két szinnel szinezhetd): valdban, haa G = (A, B; E) péros grifban az
A-beli csticsokat pirosra, a B-belieket kékre festjiik, akkor helyes szinezést kapunk.
Egy paros graf lathat6 példaul a 6.2. dbran.

6.2. abra
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Péros grafok sokszor keriilnek el6 gyakorlati alkalmazasokban is: olyankor, ami-
kor két kiilonbozd tipust dolog kozotti kapcsolatokat kell gréaffal reprezentalni. Pél-
ddul: egy munkahelyen adottak dolgozok és elvégzendd munkdk; ha A jeldli a dol-
gozok, B pedig a munkdk halmazat és egy a € A dolgozdét akkor kotiink 6ssze egy
b € B munkdval, ha a el tudja végezni b-t, akkor ezzel nyilvdn egy G = (A,B;E)
paros grafot adtunk meg.

6.4. Feladat. Dontsiik el az alabbi grafokrdl, hogy parosak-e.
b

a b c a

Megoldds: A bal oldali graf paros: ha az a, e és ¢ csucsokat tessziik az A pontosz-
talyaba, a maradék b, d és f csucsokat pedig a B-be, akkor valéban teljesiil, hogy a
graf minden éle A-beli cstcsot kot 6ssze B-belivel. Ugyanezt tigy is megfogalmaz-
hatjuk, hogy a grafot megszineztiik két szinnel: a, e és c piros, b, d és f pedig kék
szint kapott.

A jobb oldali graf viszont nem paros: ennek az oka a b, c, g, f és e csuicsok altal
meghatdrozott 6t hosszi korben rejlik. Valoban: ha két szinnel prébalnédnk szinezni a
grafot és b-t példaul pirosra festjiik, akkor c-t kénytelenek volnank kékre, g-t megint
pirosra, f-et kékre — és igy e-nek mar egyik szint sem adhatjuk, mert piros és kék
szomszédja is van. O

A fenti megoldds masodik felében latott jelenség altalanosithato is: ha G paros
graf, akkor nem tartalmazhat paratlan hosszu kort. Az aldbbi tétel azt mondja ki,
hogy ennek a megforditdsa is igaz.

6.5. Tétel. A G grdf akkor és csak akkor pdros grdf, ha nem tartalmaz pdratlan
hosszi kort.

Bizonyitds: Mdr fentebb is emlitettiik, hogy ha G = (A, B; E) pdros graf, akkor nem
tartalmazhat paratlan kort: valéban, ha minden €l A és B kozott vezet, akkor példaul
egy a € A csucsbdl indulva paratlan sok 1épés utdn (vagyis egy paratlan sok éld utat
bejarva) nyilvdn B-beli csticsndl tartunk, vagyis nem érhetiink vissza a-ba.

Annak megmutatdsdhoz, hogy ha G nem tartalmaz pdratlan kort, akkor péros
graf, a 2. fejezetben latott BFS algoritmust hivjuk segitségiil (s az ott bevezetett
jeloléseket hasznaljuk). Tegyiik fel el8szor, hogy G Osszefiiggd és futtassuk le a
BFS eljarast egy tetszéleges s csticsabdl inditva. Alkossdk most az A pontosztalyt
G-nek azok a v csucsai, amikre tav(v) (vagyis v-nek az s-t6l valé tavolsdga) pdros, a
B-be pedig azok a csticsok keriiljenek, amikre tdv(v) pératlan. Megmutatjuk, hogy
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a csicshalmaznak ez a felbontdsa megfelel a 6.3. Definiciénak; mds széval, hogy G
minden e = {u,v} élére tdv(u) és tdv(v) paritdsa kiilonb6zd.

Ehhez el6szor figyeljiik meg, hogy minden (0sszefiiggd, irdnyitatlan) graf min-
den e = {u,v} élére |tdv(u) — tdv(v)| < 1 teljesiil. Ennek megmutatdsdhoz feltehet-
jiik, hogy tdv(u) < tav(v), mert ha nem igy van, akkor u és v szerepét felcserélhetjiik.
Legyen P az s-b8l u-ba vezets legrovidebb (vagyis tdv(u) élt) utak egyike. Ekkor
v nyilvan nincs rajta P-n, kiilonben s-bdl v-be volna egy P-nél rovidebb tt, ami-
bél tdv(v) < tdv(u) kovetkezne. (A teljesség kedvéért megjegyezziik, hogy u = v is
lehetetlen, kiilonben e hurokél volna és igy G-ben volna egy egyetlen éld, vagyis pa-
ratlan kor.) Igy P-t az e éllel megtoldva egy s-bdl v-be vezetd, tav(u) + 1 hosszisagi
utat kapunk, amib6l tav(v) < tav(u) + 1 valéban kovetkezik.

Vilasszunk most egy tetszGleges e = {u,v} élt; az el6z8 bekezdésben irtak
szerint tehdt tdv(u) és tdv(v) kiilonbsége 0 vagy 1. Ha ez a kiilonbség 1, akkor
készen vagyunk, tav(u) és tdv(v) paritdsa eltér. Azt kell tehdt kizdrnunk, hogy
tav(u) = tdv(v) teljesiiljon. Tegyiik fel ezért, hogy tdv(u) = tav(v) mégis igaz és
induljunk el a BFS-faban u-bdl és v-bdl is visszafelé, s irdnydba (vagyis tekint-

sk az up = u, u; = eléz6(up), uy = el6z8(uy), ... és a vo = v, v; = el6z6(vp),
vy = el6z8(vy), ... csticsokon 4thalad6 utakat). Ez a két dt egy ponton taldlkozni

fog, hiszen legkésGbb tdv(u) = tdv(v) 1épés utdn mindkét csicsbdl s-be érkeziink
vissza — de lehet, hogy mar ennél kevesebb 1épés utdn is kdzos csicshoz jutunk.
(Ahhoz hasonlithat6 ez, mint amikor két, egy generécidba tartoz6 rokon a csaladfa-
jukon a legktzelebbi kozos Gsiiket keresi.) Legyen a két ut elsd taldlkozasi pontja a
w cstcsban. Ekkor a w-bdl az u-ba és a v-be vezetd tt a BFS-faban azonos, mondjuk
k hossziisagu. (Lathatd, hogy k = tdv(u) — tdv(w), de ennek a bizonyitdsban nincs
jelentGsége.) Ekkor ezt a két utat egyesitve és még az e = {u,v} éllel kiegészitve
egy 2k + 1 hosszi, vagyis pdratlan kort kapndnk, ami ellentmondas.

Ezzel tehat belattuk, hogy ha G 6sszefiiggd és nem tartalmaz pératlan kort, akkor
paros graf. Ebbdl viszont nyilvan kovetkezik ugyanez abban az esetben is, ha G nem
Osszefiiggd: mivel a fentiek szerint G minden K; komponense pdros graf, vagyis
V(K;) felbonthaté az A; és B; csucshalmazokra a 6.3. Definiciénak megfelelGen,
ezért az A = U;A; és B = U;B; felbontds bizonyitja, hogy G paros graf. O

A fenti bizonyitdsbdl az a fontos tény is kideriilt, hogy egy adott G grafrdl na-
gyon hatékonyan, a BFS algoritmussal eldonthetd, hogy péros-e: ha a BFS eljaras
a futdsa sorén taldl olyan e = {u,v} élt, amire tdv(u) = tdv(v), akkor a G-ben van
pdratlan kor és igy nem pdros; ha viszont nem taldl ilyen élt, akkor a tdv(v) paritdsén
alapul6 felbontds igazolja, hogy G paros.

A 6.5. Tételnek egyszerl kovetkezménye, hogy a fak is paros grafok: valéban,
mivel ezek kormentesek, ezért paratlan hosszi kort sem tartalmaznak.

6.2. A moho szinezés

A fentiek szerint tehat hatékony, polinomidlis algoritmussal eldonthetd egy G graf-
rdl, hogy rad x(G) < 2 teljesiil-e: ez akkor igaz, ha G péros graf. Ehhez képest meg-
leps, hogy annak az eldontése, hogy x(G) < 3 teljesiil-e egy G grifra (vagyis hogy
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G kiszinezhet6-e harom szinnel) mar sokkal nehezebb probléma: nem ismert ra po-
linomidlis algoritmus; s6t, j6 okunk van azt hinni (bar ez nem bizonyitott tény),
hogy ilyen nem is létezik. (Err6l az informatikus képzés kés6bbi targyaiban lesz
még sz6.) Ebbdl persze az is kovetkezik, hogy x (G) kiszdmitdsa egy tetszSleges G
gréf esetén szintén algoritmikusan nehéz probléma.

Leirunk viszont egy olyan algoritmust, ami minden G grafot nagyon hatékonyan
megszinez valahdny szinnel — de a felhaszndlt szinek szdma sajnos sokkal tobb is
lehet x (G)-nél. Az eljardst mohd szinezésnek nevezzik, mert a 3. fejezetben létott
Kruskal-algoritmushoz hasonléan mindig az adott pillanatban legjobbnak tin6 don-
tést hozza és ezen késébb sem valtoztat. Az algoritmus miikodése nagyon egyszert:
valamilyen sorrendben végighalad a csticsokon és mindegyiket kiszinezi az elsé
olyan szinre, amilyen szin{i szomszédja még nincs; ha pedig ilyen szint mar nem
talal az eddig hasznalt szinek kozott, akkor boviti a palettat egy Uj szinnel.

Az eljarés lefrasdban a szineket azonositani fogjuk a pozitiv egészekkel: piros,
kék, zold, stb. helyett 1., 2., 3., stb. szinekrdl fogunk beszélni. A v csics szinét ¢(v),
az eddig haszn4lt legnagyobb sorszdmu szin szdmét pedig C jeloli majd.

MOHO SZINEZES

Bemenet: Egy G = (V, E) graf és a csticsainak egy vi,vs, ..., v, sorrendje.

1 C+1;¢(v) 1
2 ciklus: i fut 2-t6l n-ig
Legyent € {1,2,...,C,C+ 1} alegkisebb olyan szin, amire v;-nek

3 . o .
nincs ¢ szinti szomszédja.
4 c(vi) <t
5 har=C+1,akkor: C<+ C+1
6  ciklus vége

Az eljaras 3. sordban r = C + 1 csak akkor lehetséges, ha v;-nek mar minden ed-
dig haszndlt szin esetén (vagyis az 1,2,...,C mindegyikére) van ilyen szinre festett
szomszédja. Ebben az esetben v; elsGként kapja a (C + 1)-es szint és az 5. sorban C
értéke eggyel novekszik.

A 3. fejezetben, Kruskal algoritmusa kapcsan mar emlitettiik, hogy a mohé el-
jardsok ugyan nagyon hatékonyak, de dltaldban nem adnak optimdlis eredményt.
A moh¢ szinezés esetében is ez a helyzet: ez sokkal tobb szint is hasznélhat an-
ndl, mint amennyi feltétlen sziikséges volna (vagyis X (G)-nél). Az aldbbi éllitasban
példat mutatunk arra, hogy ez a kiilonbség akar tetsz6legesen nagy is lehet.

6.6. Allitas. Minden k > 2 egész esetén létezik olyan (2k csiicsii) G grdf és a G
csticsainak egy olyan sorrendje, hogy x(G) = 2, de a mohd szinezést a G-re a
csiicsoknak ebben a sorrendjében futtatva az eljdrds k szint haszndl.

Bizonyitas: Készitsik el azt a paros grafot, aminek a két pontosztilya
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A={aj,a,...,ax} és B={by,by,...,b;}. Minden 1 <i < k esetén az a;-t kossiik
ossze a b;-n kiviil minden mds b; € B (j # i) csticcsal, de b;-vel ne; 1dsd a 6.3. dbrit.

Hajtsuk most végre a mohé szinezést a csticsoknak az ay,by,az,bs, ..., ax, by
sorrendjében. Ekkor a; és by az 1. szint kapjdk (mert nem szomszédosak). Mivel a
és by, mar szomszédos by-gyel, illetve a;-gyel, de egymadssal nem, ezért a 2. szint
kapjak. Hasonl6an: minden 1 < i < k esetén a;-nek és b;-nek az eljards az i. szint
adja, mert mindketten szomszédosak 1., 2., ..., (i — 1). szint kapot csticcsal (de
egymdssal nem). [gy a moh6 szinezés végiil valéban k szinnel szinezi ki a grafot.

Emellett x (G) = 2 valéban igaz: mivel G péros graf, ezért ha A csdcsait pirosra,
B csticsait kékre festjiik, helyes szinezést kapunk. a

Erdemes megjegyezni, hogy az, hogy a mohé algoritmus k szinnel szi-
nezte a fenti grafot, nagyon erSsen mult a csicsok sorrendjén: ha példaul az
ai,...,ag,by,..., b, sorrendre hajtottuk volna végre, akkor csak két szint hasznalt
volna, ami mér optimalis. Altaldban sem nehéz beldtni, hogy tetszleges G gréf ese-
tén l1étezik a csticsoknak olyan sorrendje, amit haszndlva a moho szinezés optimalis,
vagyis X (G) szinnel szinez. A problémait az jelenti, hogy egy ilyen sorrend megta-
lalasa altaldban nagyon nehéz feladat — illetve pontosan ugyanolyan nehéz, mint a
graf egy optimdlis szinezését meghatdrozni. Késébb latni fogjuk, hogy egy fontos
specidlis esetben ennél 1ényegesen jobb a helyzet.

Béar a moh¢ szinezés a fentiek szerint dltaldban nagyon gyenge teljesitményt
nyujt, azért valamilyen fels6 becslést mégis lehet adni a felhasznélt szinek szdmara.

6.7. Allitas. Legyen G (hurokélmentes) grdf és jelélje A(G) a G-beli maximdlis
fokszdmot (vagyis a G-beli csticsok fokszdmai koziil a legnagyobbat). Ekkor a mo-
hé szinezést a csiicsok tetszdleges sorrendjében végrehajtva az legfoljebb A(G) + 1
szint haszndl.

Bizonyitds: Azt kell tehdt megmutatni, hogy a mohd szinezést a fenti pszeudo-
kéd szerint lefuttatva C értéke nem novekszik A(G) + 1 folé. Tegyiik fel ezért,
hogy C mir elérte a C = A(G) + 1 értéket és a soron kovetkez§ csics a v;. Mivel
d(vi) <A(G), ezért legfoljebb A(G) olyan szin létezhet, amit a v; csics nem kaphat
meg. (Ez is csak abban az esetben lehetséges, ha v; minden szomszédja kapott mar
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szint és mindegyikiik csupa kiilonboz6t.) Mivel tehdt C > A(G), ezért kell 1étez-
zen olyan ¢ € {1,...,C} szin, amit a mohd eljdrds (a paletta bdvitése nélkiil) v;-nek
adhat. O

6.8. Kovetkezmény. Minden (hurokélmentes) G grdfra x(G) < A(G) + 1.

Bizonyitds: Mivel a 6.7. Allitds szerint a mohé szinezés A(G) + 1 szinnel kiszinezi
G-t, x(G) értéke ennél tobb nem lehet. O

Természetesen a ¥ (G) < A(G) + 1 becslés is nagyon ,,gyenge”, vagyis tetszGle-
gesen nagy kiilonbség el6fordulhat az egyenl6tlenség két oldala kozott. Erre nagyon
egyszerl példat mutatni: ha G egy n csicst ,csillag” (vagyis egy olyan fa, aminek
az egyik csticsa n — 1 foku és az dsszes tobbi 1 fokd), akkor x(G) = 2 (hiszen az 1
fokuakat szinezhetjiik azonos szintire), de A(G) +1 =n.

6.9. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi G graf kromatikus szamat, y(G)-t.

Megoldds: Valasszunk ki G-ben egy tetszleges haromszoget: példaul az a, b és
c csucsokat. Ezeket muszdj harom kiilonb6z6 szinnel megfesteni: legyen a piros, b
kék és ¢ zold. Ekkor (mivel ,,spoérolunk a szinekkel”) g lehet megint piros, & kék és f
z01d, ahogyan azt a 6.4a dbra mutatja. Ezt a szinezést folytatva d-nek és e-nek két to-
vabbi 1j szint kell adnunk, hiszen mindkettd szomszédos piros, kék és zold csiccsal
is, valamint egymadssal is. Mindebbdl azt hihetnénk, hogy x(G) = 5; azonban fontos
hangsilyozni, hogy ez a gondolatmenet és az eredménye is teljesen rossz!

Valéban, a 6.4b dbra G-nek egy helyes szinezését mutatja 4 szinnel. Mi volt
tehdt a hiba a fenti gondolatmenetben? Az, hogy észrevétlen is a mohd szinezést
alkalmaztuk: csak akkor vezettiink be Uj szint, amikor az feltétlen sziikségessé valt.
Lattuk azonban, hogy a mohé szinezés messze nem optimalis, a sziikségesnél sokkal
t5bb szint is hasznalhat. Es valéban: ebben az esetben péld4ul jobban jarunk, ha a
fenti szinezés sorrendjét kovetve g-nél nem ,,spérolunk”, hanem annak ellenére is
bevezetiink egy 1j, negyedik szint, hogy ,,moh6n” haladva arra még nem feltétlen
volna sziikség.
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6.4b abra

De akkor végiil mennyi ¥ (G) értéke? Egy négy szinnel val6 szinezést mér 14t-
tunk és most megmutatjuk, hogy G nem szinezhet6 ki harom szinnel. A valdsig
az, hogy mikozben a megoldas elején leirt gondolatmenet arra valéban alkalmatlan,
hogy x(G)-t meghatdrozza, arra szerencsére tokéletesen alkalmas, hogy a hirom
szinnel val6 szinezés lehetetlenségét kimutassa. Tegyiik fel ugyanis indirekt, hogy
G kiszinezhet6 harom szinnel. Ekkor ezt a harom szint fel kell hasznalnunk az a,
b és ¢ csucsok alkotta haromszogon, igy feltételezhetjiik, hogy a piros, b kék és ¢
zold. Mivel egy harom szinnel valé szinezést feltételeztiink, ezért nincs vélaszta-
sunk: g-nek pirosnak kell lennie (hiszen kék és zold szomszédja mar van) és ha-
sonléan f zold, h pedig kék kell legyen. Igy épp ahhoz a szitudciéhoz érkeziink,
amit a 6.4a dbra mutat. Most azonban azt latjuk, hogy a d csticsnak mdr van piros,
kék és zold szomszédja is, igy egyik szint sem kaphatja ebbdl a harombdl. Ez az
ellentmondds mutatja, hogy mégsem létezhet harom szinnel valé szinezés.

Megmutattuk tehat, hogy G megszinezhet6 négy szinnel, de hdirommal nem, igy
2(G) =4. 0

6.3. Klikkszam és kromatikus szam

A 6.2. feladat megoldasdban tigy érveltiink amellett, hogy haromnal kevesebb szin
nem lehet elég a szinezéshez, hogy mutattunk harom cstcsot, amelyek koziil bar-
mely kettd szomszédos volt; ebbdl azonnal kovetkezett, hogy mar ehhez a harom
csucshoz is sziikség volt hdrom szinre. Ugyanez a gondolat hdrom helyett tetszble-
ges, nagyobb szdmokra is miikddhet: ha G-ben taldlunk & csuicsot gy, hogy ezek
koziil barmely ketté szomszédos, akkor biztosak lehetiink benne, hogy legalabb k
szinre sziikség van G szinezéséhez.

6.10. Definicié. A G grdf klikkszdma k, ha G-ben taldlhaté k darab csiics gy,
hogy ezek koziil barmely kettd szomszédos, de k+ 1 ilyen csiics mdr nem taldlhato.
G klikkszdmdnak a jele: o(G).
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A fenti elnevezés onnan ered, hogy G-nek azokat a részgrafjait, amik teljes gra-
fot alkotnak (vagyis barmely két csticsuk szomszédos), klikknek is szoktak nevezni.
o(G) tehét a G klikkjei koziil az egyik legnagyobbnak a csdcsszama.

6.11. Allitas. Minden (hurokélmentes) G grdfra o(G) < x(G) teljesiil.

Bizonyitds: G-ben taldlhaté @(G) darab cstics, amik koziil birmely kettd szom-
szédos. Ezeknek a cstcsoknak tehdt G tetszSleges szinezésében csupa kiilonbozo
szint kell kapnia. gy G minden szinezése legaldbb @(G) szint hasznal, amibdl
o(G) < x(G) valdban kovetkezik. O

6.12. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi G grifok (G) klikkszdmat és x(G)
kromatikus szamat.

a b c d

Megoldds: A bal oldali grafban konnyd taldlni négy csticsot, amik koziil barmely
kett§ szomszédos: példdul a, b, e és f. EbbSl 0(G) > 4 kovetkezik. Bér a gréf ele-
gendden kicsi ahhoz, hogy kevés probdlgatassal is beldthassuk, hogy 6t mérett klikk
mdr nincs benne, ezt révidebben is meg lehet indokolni. Ugyanis a graf kiszinezhe-
t6 négy szinnel: példaul ha a és c piros, b és d kék, e és g zold, f és h pedig sarga
szint kap. Ebbél tehdt x(G) < 4 kovetkezik. Osszevetve ezeket a 6.11. Allitassal:
4 < 0(G) < x(G) < 4, amibdl tehdt o(G) = x(G) = 4 kovetkezik.

A jobb oldali grafrél mar a 6.4. Feladatban lattuk, hogy nem pdros graf (mert
tartalmaz pdratlan kort), igy rd x (G) > 2. Harom szinnel viszont konny( kiszinezni:
példaul ha a, e és ¢ piros, b, d és f kék, g pedig zold szint kap. Igy tehat x(G) = 3.
Masrészt ranézésre is jOl latszik, hogy ebben a grafban nincs haromszog (vagyis
harom csucsu klikk). Két csucsu klikk viszont még nyilvan van: barmelyik €l két
végpontja ilyet alkot. Ezért o(G) = 2. O

6.13. Feladat. A G graf csucsai legyenek az 1 és 1000 kozé esd természetes
szamok. Két kiilonb6z6 csucsot akkor kossiink 6ssze, ha a kiilonbségiik legfoljebb
9. Mennyi G kromatikus szdma?

Megoldds: Mivel minden 1 és 1000 kozotti egész a néla legfoljebb 9-cel kisebb és
9-cel nagyobb szamokkal van 6sszekotve, ezért konnyen megadhaté G egy helyes
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szinezése tiz szinnel: az 1-re végz8d6 (vagyis 10-zel osztva 1 maradékot add) sza-
mokat 1-es szinfire, a 2-re végz6ddket 2-es sziniire, stb., a 0-ra végzdddket 10-es
szinfire szinezziik. Mivel azonos szdmjegyre végz8d6 szamok kiillonbsége mindig
legaldbb 10, ezért valdban nem festettiink szomszédos csticsokat azonos szindire.
Vegyiik észre azt is, hogy G-ben példéul az {1,2,...,10} cstcshalmaz klikket
alkot: valdban, koziiliik barmely kettdnek a kiilonbsége legfoljebb 9, ezért szom-
szédosak. A tiz csucsu klikk 1étezése pedig bizonyitja, hogy G nem szinezhetd meg
kilenc szinnel (hiszen mar erre a tiz csticsra is tiz kiilonboz6 szint kell hasznalnunk).
Mivel tehdt G megszinezhetd tiz szinnel, de kilenccel nem, ezért y(G) = 10.
Mids megfogalmazdsban: a tiz szinnel valé helyes szinezéssel azt mutattuk
meg, hogy x(G) < 10; a tiz csdcsu klikk 16tezésébdl pedig az kovetkezik, hogy
®(G) > 10. Ezekbél és a a 6.11. Allitasbdl 10 < o(G) < x(G) < 10 kovetkezik,
amibdl tehdt o(G) = x(G) = 10. o

A fenti feladatokbdl is latszik, hogy szinezés szempontjabdl azok a G grafok
,szerencsések”, amikre x(G) = o(G) teljesiil: ha egy ilyen grafban mutatunk egy
k csucst klikket és megszinezziik a csicsait k szinnel, akkor k < @(G) < x(G) <k
miatt ®(G) = x(G) = k teljesiil; vagyis egyszerre megtudjuk x (G) és o(G) értékét.
Sajnos azonban vannak olyan grafok is, amikre ®(G) < x(G); ilyen volt példdul
a 6.12. Feladatban a jobb oldali graf és a 6.9. Feladat grafja is (bar az utébbiban
®(G)-t nem hatdroztuk meg); de minden pératlan hosszd korre is teljesiil, hogy
xX=3é w=2.

Ezekben a példdkban tehit (G) kisebb volt x (G)-nél, de mindig csak eggyel.
Felmeriil a kérdés: vajon az @(G) < x(G) becslés is ugyanolyan ,,rossz-e¢”, mint
amilyen példdul a ¥ (G) < A(G) + 1 volt; vagyis eléfordulhat-e tetszGlegesen nagy
kiilonbség @(G) és x(G) kozott? A vélasz itt is igenld — s6t, még az 0(G) =2
feltétel mellett (vagyis a hdromszdget nem tartalmazé grafok korében) is elérhetd
tetsz6legesen nagy kromatikus szdm. Ennek megmutatdsdhoz azonban mar sokkal
ravaszabb konstrukcidra van sziikség.

6.14. Tétel. Minden k > 2 esetén létezik olyan Gy grdf, amire 0(Gy) =2 és
x(Gx) = k.

Bizonyitds: k = 2-re és k = 3-ra még konnyd ilyen grafokat mutatni: G, lehet a
K> teljes graf (vagyis két csucs és koztiik egy él), Gz pedig egy ot csicsu (vagy
barmilyen pdratlan hosszi) kor.

A bizonyitas elsd fontos gondolata az lesz, hogy a Gy grafokat nem kozvetle-
niil, hanem rekurziéval adjuk meg: megadunk egy eljarast, ami egy, a feltételeknek
mdr megfelels Gy grafbdl (amire tehdt w(Gy) = 2 és x(Gy) = k igaz) elkésziti a
G4 gréfot (amire tehédt 0(Gyi1) =2, de %(Ggy1) = k+ 1). Ennek az eljardsnak
az ismételgetésével (példaul) G3-bdl (egy 6t pontd kérbdl) indulva tetszdleges k-ra
megkaphatjuk Gy-t. (Ugy is fogalmazhatunk, hogy a tételt k-ra vonatkoz teljes in-
dukcioval latjuk be: k = 2-re k = 3-ra az 4llitas igaz, az indukcios 1épés bizonyitasa
pedig abbdl fog allni, hogy ha Gy 1étezését mar tudjuk valamilyen k-ra, akkor ebbdl
megmutatjuk Gy 1étezését is.)
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Tegyiik fel tehdt, hogy a Gy = (V,E) graf mar adott valamilyen k > 3 esetén,
amire tehdt @(Gy) = 2 és x(Gy) = k. Vegyiik most fel Gi-nak k darab diszjunkt
példanyét; vagyis készitsiik el a V csticshalmaz k darab diszjunkt ,.képidjat”, a
Vi,Va,..., Vi, halmazokat és minden V;-n beliil ugyanazokat a csticsparokat kossiik
ossze éllel, mint amik V-ben szomszédosak voltak (1asd a 6.5. abrat). Ezek utan az
Osszes lehetséges modon vélasszunk ki a Vi, Vs, . .., Vi halmazokbdl egy-egy csticsot
és a kijelolt csucs-k-ast kossiik 0ssze egy tovabbi, Gjonnan felvett csiccsal — még-
pedig minden cstcs-k-as esetén egy-egy masikkal. Az igy kapott graf pedig legyen
Gyt 1. (Ezek szerint tehdt ha Gy-nak n cstcsa volt, akkor Gy -nek k-n+ n* csticsa
lesz: a V; halmazoknak ugyanis egyiittesen k - n csticsa van, tovabba n-féleképpen
lehet kivélasztani ezek mindegyikébdl egy-egy csicsot és minden ilyen kivalasztas-
bél egy-egy Uj csucs sziiletik Gy -ben.)

6.5. abra

Megmutatjuk, hogy Gy megfelel a kivant feltételeknek. Jelolje ehhez a V;-kbol
kivélasztott cstics-k-asokbol 1étrejott Gy -beli csticsok halmazat Z (aminek tehét n*
eleme van).

Kezdjiik az @(Gy41) = 2 éllitds indokldsdval. A V; halmazokon beliil nyilvan
nem taldlunk haromszoget (vagyis harom csucst klikket), hiszen az ezek 4ltal feszi-
tett részgrafok Gy-val izomorfak, amirdl tudjuk, hogy ®(Gy) = 2. Mdsrészt olyan
haromszog sem lehet Gy 1-ben, ami tartalmaz Z-beli cstcsot. Elszor is Z-n beliil
nem fut Gy, |-nek éle, ezért egy ilyen haromszog legfoljebb egy Z-beli csticsot tar-
talmazhatna. De mivel minden Z-beli cstics 0sszes szomszédja kiilonbozd V;-kben
taldlhat6, igy ezek kozott nem fut él. Vagyis olyan haromszog sincs Gy 1-ben, ami
csak egy Z-beli csucsot tartalmaz.

Most azt 14tjuk be, hogy Gy, megszinezhetd k + 1 szinnel. A V; halmazok éltal
feszitett részgrafok izomorfak Gy-val, igy ezek megszinezhetSk k szinnel (hiszen
tudjuk, hogy x(Gy) = k). Rdadésul a V;-k szinezéséhez hasznélhatjuk ugyanazt a k
szint, hiszen a V;-k kozott nem futnak élek. Végiil bevezethetiink egy dj, (k+ 1)-edik
szint és Z minden cstcsat megszinezhetjiikk ezzel a szinnel. Mivel Z-n beliil nem
futnak élek, ezzel valoban helyes szinezést kapunk.

Végiil azt mutatjuk meg, hogy Gy nem szinezheté meg k szinnel. Tegyiik fel
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indirekt, hogy mégis 1étezik Gy, -nek egy helyes szinezése k szinnel és rogzitsiink
le képzeletben egy ilyen szinezést. Ekkor egy tetszdleges V-t kivdlasztva annak a
csucsai kozott mind a k szinnek el kell fordulnia; valéban, ha nem igy volna, akkor
a'V; éltal feszitett, G-val izomorf részgraf k — 1 szinnel volna szinezve, ami ellent-
mond annak, hogy x(Gy) = k (és igy Gy nem szinezhet6 meg k-nél kevesebb szin-
nel). Valasszunk ki ezért V|-bdl egy 1. szind v| cstcsot; majd valasszunk V,-bol egy
2. szinli v, csucsot, stb. Vagyis minden 1 <i < k esetén egy olyan v; € V; cstcsot
valasztunk, ami az i-edik szint kapta a feltételezett szinezésben. A (vi,va,...,Vvk)
csucs-k-ashoz a Gy konstrukcidja szerint tartozik egy z € Z cstcs, ami épp ezzel
a k csdccsal szomszédos. Am a feltételezett szinezésiink z-nek is adott szint; ha ez
a szin a j-edik, akkor taldltunk a grafban két szomszédos és azonos szinfire fes-
tett csticsot: z szomszédos v;-vel és mindketten j-edik szinliek. Ez az ellentmondads
mutatja, hogy Gy, 1-nek valéban nem létezhet helyes szinezése k szinnel.

Belattuk tehét, hogy Gy, megszinezhet6 k + 1 szinnel, de k szinnel mar nem.
Igy x(Gis1) = k+ 1 valéban igaz. ]

A Gy grafnak a fenti bizonyitdsban bemutatott konstrukciéja Alexander Zykov
(1922 — 2013) orosz matematikust6l szarmazik 1949-bSl. Ha példaul el akarnank
vele késziteni egy olyan grafot, amire @ = 2 és y = 4, akkor alkalmazhatnank az
ot ponti korre, mint Gz-ra; az igy kapott G4 grafnak tehat mar 3-5+ 5% = 140
csicsa volna. Ha pedig ebbdl a G4-bdl a Gs-6t akarndank megkapni, annak mar
4 - 140 + 140* csiicsa volna, ami 384 milliéndl tobb. A Gy grafok csucsszdma te-
hat robbandsszertien nd, az exponencidlisndl is gyorsabban. Ismertek olyan konst-
rukciok is a fenti tétel bizonyitdsdra, amiknek a csticsszdma ,,csak” exponencidlis
tempdban novekszik, de ezek bonyolultabbak a fentinél.

A fenti bizonyitds konstrukcidjat a 6.6. dbran illusztraljuk. Mivel mar G4 ab-
rdzolasara sincs esélyiink (hiszen 140 csicsui), ezért azt mutatjuk be, hogy ha a
konstrukciét az a és b csucsokbdl és a koztiik futd élbdl all6 grafra, mint G,-re al-
kalmazzuk, akkor ebbdl milyen G3 keletkezik. A V (G, ) két képidjata Vy; = {ay,b; }
és Vo = {ay, by} csiicshalmazok adjdk; minden V;-b6l és V,-bdl valasztott u € V; és
v € V5 csucspdr esetén uv jeloli a bel6liik keletkezett dj csicsot, amit tehdt u-val és
v-vel kotiink 6ssze. A kapott G3 graf valéban nem tartalmaz haromszoget, de mivel
Ot cstcsu kort tobbet is, ezért tényleg nem lehet két szinnel megszinezni.

al bl Cl2 bz

aa, a,b, ab, b\b,

6.6. abra
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6.4. Intervallumgrafok kromatikus szama

Idézziik fel a grafok szinezésének gyakorlati alkalmazaséra a 6. fejezet elején em-
litett példat: eldre adott iddintervallumokban végrehajtandé szdmitdsi feladatokat
kell processzorokhoz rendelniink gy, hogy a k6zos processzorra keriild feladatok
id6intervallumai kozott nem lehet atfedés. Ekkor az ehhez sziikséges processzorok
szamanak minimalizaldsa egy grafszinezési feladatra vezetett: G csucsai a feladatok
és két feladat akkor szomszédos G-ben, ha az intervallumaik metszék. Az ebben a
problémaban is felmeriild grafokat vezeti be az aldbbi definicid.

6.15. Definicio. A G egyszerii grdfot akkor nevezziik intervallumgrafnak, ha létez-
nek a szamegyenesen olyan 11,1, . .., I, C R (korldtos és zdrt) intervallumok, hogy
G ezekbdl megkaphato a kovetkezd modon: G csicsai megfelelnek az intervallu-
moknak és két kiilonbozd csiics pontosan akkor szomszédos G-ben, ha a két meg-
feleld intervallumnak van kézds pontja. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az {Iy,...,I,}
intervallumrendszer reprezentélja a G intervallumgrdfot.

6.16. Feladat. Dontsiik el az alabbi grafokrdl, hogy intervallumgrafok-e.
b c b c
2<M>g @
e f e f
Megoldds: A bal oldali graf intervallumgraf, mert reprezentélja (példaul) a kovet-
kez§ intervallumrendszer: a = [0,1], b = [0,3], c = [4,7], d = [6,7], e = [0,5] és

f =1[2,7]. Valéban, a 6.7. dbrét a graf fenti rajzédval dsszevetve latszik, hogy bar-
mely két cstcs pontosan akkor szomszédos, ha a megfelels intervallumok metszk.

»
-

0

4 —

234567

6.7. abra

A jobb oldali dbra grafja viszont nem intervallumgraf; ennek az oka pedig a b, e,
c és f cstcsok alkotta négy ponti korben rejlik. Tegyiik fel ugyanis, hogy ez a graf
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mégis intervallumgraf és egy ezt reprezentdlé intervallumrendszerben ennek a négy
cstcsnak sorra az I, = [by, by, I = [e1, 2], I. = [c1,¢2] és Iy = [f1, f»] intervallumok
felelnek meg. Mivel b és f nem szomszédosak a grafban, ezért I, és Iy diszjunktak
kell legyenek; mivel b és f szerepe teljesen szimmetrikus, feltehetjiik példaul, hogy
I, balra van I-t6l, vagyis by < fi. Mivel ¢ szomszédos b-vel és f-fel is, ezért I.-nek
metszenie kell /-t és I¢-etis; ebbdl ¢ < by és cp > f1 kovetkezik. Ugyanez elmond-
hat6 e-rdl is, amibdl e; < by és ex > f1 adddik. Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy
I és I, metszGk, hiszen a [by, fi] intervallumot mindkettd tartalmazza. Ez viszont
ellentmond annak, hogy ¢ és e nem szomszédos a grafban. o

Fentebb mar kideriilt a szdmitasi feladatok litemezésének problémdja kapcsan,
hogy az intervallumgrafok szinezése gyakorlati alkalmazasokban is felmeriild, fon-
tos feladat. Kordbban arrdl is széltunk mar, hogy x(G) meghatirozédsa egy tetszo-
leges G grafra algoritmikusan nagyon nehéz probléma. Intervallumgrafokra viszont
szerencsére hatékony algoritmussal megoldhat6; ezt mondja ki az alabbi tétel.

6.17. Tétel. Legyen G intervallumgrdf és tegyiik fel, hogy G-t az {I\,b,...,I,}
intervallumrendszer reprezentdlja. Ekkor ha az {1, ...,I,} intervallumokat a bal-
oldali végpontjuk szerinti novekvd sorrendbe rendezziik és G csiicsainak erre a
sorrendjére hajtjuk végre a moho szinezést, akkor az eljdrds G-t optimdlis szdmi,
X (G) szinnel szinezi meg.

Bizonyitds: Legyen I; = [a;,b;] minden i = 1,...,n esetén. Mivel az intervallumok
indexelésének nincs jelentésége, ezért az egyszertiség kedvéért feltehetjiik, hogy az
I1,h,... I, intervallumok ebben a sorrendben eleve a baloldali végpontjuk szerinti
novekvd sorrendben allnak, vagyis a; < ax < ... < g, teljesiil. Jelolje a mohé szi-
nezés dltal haszndlt szinek szdmat k; vagyis a moho eljarast a 6.2. szakaszban irt
pszeudokdd szerint futtatva annak a ledlldsakor C = k. Meg fogjuk mutatni, hogy
G-ben 1étezik k csicsi klikk; ebbdl a 6.3. szakaszban irtak szerint valéban kovet-
kezni fog, hogy G-t nem lehet k-nél kevesebb szinnel megszinezni (mert mar a klikk
csucsaira is k kiilonbozd szint kell hasznalni).

Legyen I; az az intervallum, amit a moho eljdrds els6nek szinezett a k-adik szi-
niire (vagyis I;-nél érte el a C értéke a k-t) €s legyen t = a; ennek a bal oldali
végpontja (ldsd a 6.8. dbrat). Mivel a moho szinez€s I;-t nem szinezte 1-es sziniire,
ezért I;-nek kell 1€tezzen G-ben egy olyan szomszédja, amit az eljards mar kordbban
1-es szinre szinezett; jel6lje ezt az intervallumot /;, . Mivel I;, -et az eljdras kordbban
vizsgilta, ezért annak a bal oldali végpontjdra a;, <t = a;. Masrészt viszont I,
metszi /;-t (hiszen a grafban szomszédosak), igy ebbdl az I;; jobb oldali végpont-
jara b; >t = a; adédik. Mindebbdl tehdt ¢ € I;, kovetkezik. Hasonléan folytatva:
mivel a moho eljaras /-t 2-es sziniire sem szinezte, ezért kell 1€tezzen egy olyan [;,
intervallum, ami mdr /; vizsgéilata eldtt a 2-es szint kapta és amelyre ¢ € ;,. Hason-
16an kapjuk az I, ..., I; , intervallumokat is.

Osszefoglalva a fentieket: az I 1y, . .., I;,_, intervallumok mindegyike tartal-
mazza t-t és ugyanez még /;-r6l is elmondhatd. Az ennek a k darab intervallumnak
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megfeleld cstcsok tehat klikket alkotnak G-ben, hiszen az intervallumok koziil bar-
melyik kettd metszd (mert tartalmazzédk ¢-t). A k csucsu klikk (és a k szinnel val6
szinezés) 1étezésébdl pedig a fentiek szerint valGban kovetkezik, hogy ¥ (G) = k. O

Fontos hangsiilyozni, hogy a fenti tételben szerepld algoritmus futdsdhoz nem
elegendd a megszinezendd intervallumgraf ismerete, hanem egy azt reprezentald in-
tervallumrendszer is sziikséges. Ha példdul az algoritmust a 6.16. Feladat bal oldali
gréfjéra, illetve az azt reprezentdld, a 6.7. dbran lathat6 intervallumrendszerre fut-
tatjuk, akkor az eljdrds az intervallumokat a = [0,1], b = [0,3], e = [0,5], f = [2,7],
¢ =[4,7],d = [6,7] sorrendben vizsgilhatja (itt az elsé hdrom intervallum sorrendje
kozombos). Az algoritmus el6szor a-t 1-es, majd b-t 2-es és e-t 3-as szinfre festi,
hiszen ezek koziil barmely kett6 metszé. Most a soron kovetkezd f ismét az 1-es
szint kapja, mert nem szomszédos a-val. Ezutan c a 2-es szint kapja, mert 1-es szi-
nli szomszédja mar van (mégpedig f), de 2-es nincs. Végiil d a 3-as szint kapja,
mert az 1-es, illetve 2-es szint kapott f-fel, illetve c-vel szomszédos, de 3-as szinii
szomszédja nincs. Igy az algoritmus ezt az intervallumgrafot hiarom szinnel szinezi
ki (és a szinosztalyok, vagyis az azonos szinnel szinezett csicshalmazok a 6.7. dbra
sorainak felelnek meg). A legnagyobb sorszamd, 3-as szint az eljards futdsa sordn
els6ként az e kapta; ennek a bal oldali végpontja a t = 0 és a fenti bizonyitdsnak
megfelelden a 0-t tartalmazé intervallumok (vagyis a, b és ¢) valéban harom csticsu
klikket alkotnak a grafban — ezzel igazolva, hogy a kapott szinezés optimalis szamu
szint hasznal.

6.18. Kovetkezmény. Ha G intervallumgrdf, akkor rd ®(G) = x(G) teljesiil.

Bizonyitds: A 6.17. Tétel bizonyitdsban megmutattuk, hogy minden intervallumgraf
esetén létezik olyan k szdm, amire G megszinezhetd k szinnel és G tartalmaz k
csucst klikket. Az el6bbibdl x (G) < k, az utébbibdl w(G) > k kovetkezik. Ezekbdl
és a 6.11. Allitasbol k < 0(G) < x(G) < k adédik, amibdl tehit w(G) = x(G)
valéban kovetkezik. O



7. fejezet

Parositasok

Egy munkahelyeken a dolgozdkat két f6s csapatokba kell beosztani, mert a munka
természetébdl fakaddan csak parosaval tudjak ellatni a feladataikat. Ez a beosztés
azonban nem tetszbleges, bizonyos parok nem volndnak alkalmasak k6zos munka-
végzésre. A helyzetet egy G egyszer( graffal dbrazolhatjuk: a csticsok a dolgozdk
és két csucs akkor szomszédos, ha a megfeleld két dolgozé keriilhet egy csapatba.
Ekkor a munkahely vezet6sége szamara természetesen ad6dé feladat, hogy a lehet6
legtobb megengedett part hozzdk 1étre a dolgozéik koziil. A kovetkezd definicié az
ennek a feladatnak megfeleld alapfogalmakat vezeti be.

7.1. Definicio.

* A G grdfban az M C E(G) élhalmazt pérositasnak vagy fiiggetlen élhalmaz-
nak nevezziik, ha (M nem tartalmaz hurokélt és) M semelyik két élének nincs
kozos végpontja.

* M maximadlis pérositds, ha G-nek nincs |M|-nél nagyobb méretii pdrositdsa.

* A G-beli maximdlis pdrositdsok méretét v(G) jeloli.

* Az M fiiggetlen élhalmaz teljes parositas, ha G minden csicsdra illeszkedik
M-beli él.

A fenti definici6 szerint tehat a ,,parositds” és a ,,fliggetlen élhalmaz” kifejezések
szinonimdk, a jelentésiik azonos. A definicidt fogalmazhatjuk tgy is, hogy M akkor
pdrositas, ha (nincs benne hurokél és) G minden csucsdra legfoljebb egy M-beli €l
illeszkedik; ha pedig ebben a mondatban a legfiljebb egyet pontosan egyre cserél-
juk, akkor a teljes péarositas definici6jat kapjuk. Fontos kiemelni, hogy a maximalis
parositas fogalma nem azt jelenti, hogy M-hez nem lehet egy tovabbi élt hozzdven-
ni Ugy, hogy az pérositds maradjon. Valéban, példdul a 7.1a dbra G grafjdban (ami
egy hdrom hosszi tt) pirossal jelolt, egy éli M parositdshoz nem lehet hozzdvenni
a maradék két €l koziil egyet sem, de M mégsem maximalis, mert a 7.1b dbran egy
ennél nagyobb pdrositds lathaté ugyanebben a grafban. Ha tehdt egy G gréafra azt
allitjuk, hogy v(G) =k, az azt jelenti, hogy G-ben van k éli fiiggetlen élhalmaz, de
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2293,

k+ 1 éld mar nincs. A v gorog betd, a kiejtése ,,nti”; v(G)-t a G-beli ,.fiiggetlen élek
maximalis szamanak” is szoktak hivni.

@ @ @ ® ® @ @ o
7.1a abra 7.1b abra

Pérositast alkotnak példaul a 7.2 dbran pirossal jelolt élhalmazok. A 7.2b dbran
a parositds teljes, hiszen minden csticsra illeszkedik parositasbeli él. A 7.2a dbrdn a
pérositds nem teljes, de maximalis, hiszen hét csticsbdl nyilvdn nem lehet hdromnal
tobb part 1étrehozni. Ezért mindkét grafrél elmondhatd, hogy rdjuk v(G) = 3.

OO O

7.2a abra 7.2b abra

7.2. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi G grafban a fiiggetlen élek maximalis
szamit, v(G)-t.

Megoldds: G-ben nagyon konny(i négy €l parositdst taldlni, a szdmos lehet8ség
koziil egy példdul a 7.3. dbrén ldthato M = {{a,b},{f,g},{d, j} ,{i,e} } éIhalmaz.

a b c d e

f 8 i J
7.3. dbra

Megmutatjuk, hogy G-ben nincs 6t él{i parositds — de ehhez mar egy ravasz 6t-
letet fogunk bevetni. Tekintsiik ugyanis a 7.3. dbrdn kékkel jelolt X = {b,d, g,i}
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csucshalmazt. Ez rendelkezik azzal a specidlis tulajdonsaggal, hogy G minden é1é-
nek (tehdt nem csak az M-be tartozd, pirossal kiemelteknek) legaldbb az egyik
végpontjat tartalmazza. Val6ban: X a {g,i} él mindkét végpontjdt tartalmazza és
G Osszes tobbi (szdm szerint 16) élének pontosan az egyik végpontjat.

Miért hasznos X-nek ez a tulajdonsdga? Tegyiik fel, hogy G-ben van egy 6t éli
M’ parositas. Ekkor M’ éleire is teljesiil, hogy legalabb az egyik végpontjuk X-beli.
Mivel M’ 6t elemii és X csak négy, ezért X-nek kell legyen olyan eleme, amire
két M’-beli él is illeszkedik. Ez ellentmond annak, hogy M’ pérositas (hiszen két
M'-beli €1 kdzos csticsra illeszkedne) és 1gy bizonyitja, hogy nem létezhet G-ben ot
€14 parositss.

Megmutattuk tehat, hogy G-ben van négy éld parositds, de 6t éld nincs, igy
v(G) =4. a

A fenti megoldasban kulcsszerepet jatszé X halmaznak megfelel6 fogalmat ve-
zeti be a kovetkezd definicio.

7.3. Definicio.
* A G grdf csicsainak egy X C V(G) halmazdt lefogé ponthalmaznak nevez-
ziik, ha G minden élének legaldbb az egyik végpontja X -beli.
* X minimalis lefog6 ponthalmaz, ha G-ben nincs |X|-nél kisebb lefogd pont-
halmaz.
* A G-beli minimdlis lefogé ponthalmazok méretét ©(G) jelili.

A 7.1. Definici6 utan irtakhoz hasonlékat mondhatunk most is: egy lefogd pont-
halmaz minimalitdsa nem azt jelenti, hogy egy cstcsat sem lehet elhagyni anélkiil,
hogy a lefogé tulajdonsag sériilne; hanem azt, hogy nincs ennél kisebb méretd le-
fogé ponthalmaz. Erre példa a 7.4 4bran lathaté kettd hosszi tt: ha X az tt két
végpontjabdl 4ll, akkor ez egy olyan lefogé ponthalmaz, aminek egyik tagjat sem
lehetne elhagyni; de X mégsem minimalis, mert az tit k6zéps6 pontja Snmagdban is
lefogé. Igy ha egy G grafrél azt éllitjuk, hogy ©(G) = k, az azt jelenti, hogy G-ben
van k csucsu lefogd ponthalmaz, de k — 1 cstcsu nincs. A 7 is gorog betd, a kiej-
tése: ,tau”; 7(G)-t pedig a G-beli ,lefogd pontok minimdlis szdménak” is szoktdk
nevezni.

o—o—0 o——0
7.4a abra 7.4b abra

A 7.2. Feladat megoldédsdban lattuk, hogy a lefogé ponthalmazok és a parosita-
sok mérete kozott fontos kapcsolat van; ezt dltaldnositja az aldbbi allités.

7.4. Allitas. Minden G grdfra v(G) < ©(G) teljesiil.

Bizonyitdas: Legyen G-ben M egy maximalis parositds és X egy minimadlis lefogé
ponthalmaz; ekkor tehdt |M| = v(G) és |X| = 7(G). X minden éInek legaldbb az
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egyik végpontjat tartalmazza, igy ez nyilvan M éleire is teljesiil. Azonban ugyanaz
az X-beli csics nem illeszkedhet két M-beli élre is, mert M parositds. Mds széval:
minden M-beli élre mdsik X-beli csticsnak kell illeszkednie. Ebbd] tehdt |M| < |X|
és igy v(G) < 1(G) valéban kovetkezik. O

7.5. Feladat. Hatdrozzuk meg a 7.2. Feladat grafjdban a lefogé pontok minimaélis
szamat, 7(G)-t.

Megoldds: A 7.3. dbran mutattunk G-ben egy négy €li parositast és egy négy pontd
lefogé ponthalmazt. Az elGbbibdl v(G) > 4, az utébbibdl T(G) < 4 kovetkezik.
Ezeket 6sszevetve a 7.4. Allitassal kapjuk, hogy 4 < v(G) < 7(G) < 4, amibdl pedig
v(G) = 1(G) = 4 adédik. O

A 7.2. Feladat gréfjdra tehat v(G) = 1(G) teljesiil, de ugyanez sajnos mar nem
minden grafra igaz. A legegyszeriibb példa erre, ha G egy harom ponti kor: ekkor
v(G) =1 (hiszen barmely él pérositast alkot, de hdrom csiicson két élii parositds
nyilvdn nem létezhet) és T(G) = 2 (mert barmely két csics lefogé ponthalmazt al-
kot, de egyetlen cstics még nyilvdn nem fogna le a hdromszdg mindhdrom oldal4t).
De olyan grifra is konny( példat mutatni, amire v(G) és 7(G) kozott a kiilonbség
tetsz&legesen nagy: az n csicst teljes grafra v(K,) = [ 5| (mert ennyi éld parositast
a csdcsok tetsz6leges parbadllitdsaval lehet kapni, de ennél nagyobb parositashoz
madr nincs elég cstcsa a grafnak) és 7(K,) =n— 1 (mert a graf tetszSleges n — 1
csucsa lefogd ponthalmazt alkot, de ha ennél kisebb csticshalmazt vesziink, akkor
az abbdl kimarad6 barmely két csiics kozott futé €l nincs lefogva).

Hasonl6an ahhoz, amit a 6.3. szakaszban @(G) és x(G) viszonydrdl irtunk,
megint azt mondhatjuk, hogy a parositasok és lefogd ponthalmazok szempontja-
bél azok a G gréifok ,,szerencsések”, amikre v(G) = 7(G) teljesiil. Ez pontosabban
azt jelenti, hogy ha egy G gréafban sikeriil taldlni egy k €10 parositast és egy k csicst
lefog6 ponthalmazt, akkor ebbdl (a 7.5. Feladat megolddsdban latotthoz hasonléan)
k<v(G) < 1(G) <k, vagyis V(G) = 1(G) = k kovetkezik. Mds széval: egy azonos
méret parositas és lefogd ponthalmaz bizonyitjak egymas optimalitdsat (hasonl6an
ahhoz, ahogyan egy k szinnel val6 szinezés és egy k cstcsu klikk esetén tortént).
Ha viszont egy grafban nem lehet azonos méretti parositdst és lefogé ponthalmazt
taldlni (mert v(G) < 7(G)), akkor ravaszabb indokldsokra lehet sziikség v(G) és
7(G) meghatdrozasdhoz.

7.1. Fiiggetlen ponthalmaz és lefogé élhalmaz

Ebben a szakaszban két olyan fogalomrdl lesz sz6, amik szoros kapcsolatban all-
nak a fentiekben bevezetett fiiggetlen élhalmaz és lefogd ponthalmaz fogalméval —
mégpedig tobb értelemben is: egyrészt az értelmezésiik is részben analdg, masrészt
latni fogjuk, hogy fontos osszefiiggések kapcsoljak ossze Sket.
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7.6. Definicié. A G grdf csiicsainak egy Y C V(G) halmazdr figgetlen ponthal-
maznak nevezziik, ha Y -nak semelyik két eleme nem szomszédos G-ben (és Y -beli
csticsra hurokél sem illeszkedik). A G-beli fiiggetlen ponthalmazok koziil a maxi-
mdlisaknak a méretét o.(G) jeldli.

A fiiggetlen ponthalmaz fogalmadval érintSlegesen mar taldlkoztunk (bar nem
neveztiik igy) a grafok szinezése kapcsdn: ha G csticsait a 6.1. Definicionak megfe-
lelden kiszinezziik, akkor az azonos sziniire festett csicsok fiiggetlen ponthalmazt
alkotnak (hiszen azonos szin{ csticsok kozott nem futhat é1). A maximalis fiiggetlen
ponthalmaz keresésének a feladata is olyan gyakorlati alkalmazasokban meriilhet
fel, amikor a graf élei valamilyen fajta iitkozéseket fejeznek ki és a cél egy lehe-
t6 legnagyobb iitkozésmentes csicshalmaz keresése. Ha példaul a G graf csucsai
egy céghez befuté megrendelések és két csucs kozott akkor vezet €, ha a megfeleld
két megrendelés kizarja egymadst (abban az értelemben, hogy er6forras korlatok mi-
att nem tudjak mindkettSt elvéllalni), akkor egy maximalis fiiggetlen ponthalmaz a
lehetd legtobb megrendelésnek felel meg, amiket a cég még el tud vallalni.

A fuggetlen ponthalmaz és &(G) kapcsdn is megismételjiik, amit v(G) és 7(G)
kapcsan is hangstlyoztunk: a fiiggetlen ponthalmaz maximalitidsa sem azt jelenti,
hogy ne lehetne egy tovédbbi csicsot hozzavenni a fiiggetlenség megtartasaval, ha-
nem azt, hogy nincs néla nagyobb; igy a(G) = k azt jelenti, hogy G-ben van k
csdcsi fiiggetlen ponthalmaz, de k + 1 csdcst mdr nincs. a(G)-t pedig a G-beli
fuggetlen pontok maximalis szimanak™ is szoktak hivni.

Erdemes megemliteni, hogy a fiiggetlen ponthalmazok, illetve o(G) szoros kap-
csolatban dllnak a 6. fejezetben targyalt masik fogalomparral, a klikkel, illetve
®(G)-vel is. Ha ugyanis a G egyszer( grafrdl attériink annak a G komplementerére,
akkor egy olyan G-beli Y csticshalmazb6l, aminek semelyik két tagja nem szom-
szédos, G-ben olyan csticshalmazt kapunk, aminek barmely két tagja szomszédos.
Mis széval: a G-beli fiiggetlen ponthalmazok a G-beli klikkeknek felelnek meg és

viszont; ebbdl kovetkezGen a(G) = w(G) és (G) = a(G) is igaz.

7.7. Definicio. Az izoldlt pontot nem tartalmazé G grdf éleinek egy Z C E(G)
halmazdt lefogé élhalmaznak nevezziik, ha G-nek minden csicsdra illeszkedik leg-
aldbb egy Z-beli él. A G-beli lefogo élhalmazok koziil a minimdlisaknak a méretét
p(G) jeldli.

p(G) = k tehdt azt jelenti, hogy G-nek van k é1{ lefogé élhalmaza, de k — 1 éld
mdr nincs; p(G)-t pedig a G-beli ,lefogé élek minimélis szdmdnak” is hivjdk. A
definiciéban nyilvan azért kellett kikotni az izolalt pont mentességet, mert kiilonben
G-nek egyiltalan nem létezhetne lefogd élhalmaza. A p gorog betd, a kiejtése: ,,r6”.

Minimalis lefogé élhalmaz keresése is alkalmazasokban felmeriil6 probléma;
a kovetkezd példa ugyan kevésbé gyakorlati jellegti, de illusztraciénak alkalmas.
Képzeljiik el, hogy egy csoport gyerek valamilyen péros jatékot szeretne jatszani,
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példaul libikékazni. A G graf csucsai legyenek a gyerekek és két csucs akkor le-
gyen szomszédos, ha a megfelel két gyerek szivesen libikékazna egymassal (mert
példaul nem tdl nagy koztiik a stlybeli kiilonbség). Ekkor egy G-beli lefogd élhal-
maz annak felel meg, hogy a gyerekeket gy llitjuk parba, hogy mindenki legalabb
minimumat adja meg.

Az alabbi 4llitas egy, a fiiggetlen ponthalmazok és a lefogd élhalmazok mérete
kozotti fontos kapesolatrél sz61 — analég médon azzal, amit a 7.4. Allitas mondott a
fliggetlen élhalmazokrdl és a lefogé ponthalmazokrol.

7.8. Allitas. Minden (izoldlt pontot nem tartalmazé) G grifra a(G) < p(G) tel-
Jesiil.

Bizonyitds: Legyen G-ben Y egy maximalis fiiggetlen ponthalmaz és Z egy minimé-
lis lefogé élhalmaz; ekkor tehét |Y | = a(G) és |Z] = p(G). Mivel Z lefogé élhalmaz,
ezért minden csticsra illeszkedik Z-beli €1, igy ez nyilvan Y cstcsaira is igaz. Azon-
ban ugyanaz a Z-beli €l nem illeszkedhet két Y-beli csticsra is, mert Y fiiggetlen
ponthalmaz. Més szdval: minden Y-beli csticsra mdsik Z-beli élnek kell illeszked-
nie. Ebbdl tehat |V | < |Z| és igy a(G) < p(G) valéban kovetkezik. O

7.9. Feladat. Hatarozzuk meg a 7.2. Feladat grafjaban a fiiggetlen pontok maxi-
malis szdmat, o(G)-t és a lefogd élek minimdlis szamdt, p (G)-t.

Megolddas: A 7.5. dbran séargdval jelolt Y = {a,c,e, f,h,j} csticshalmaz fiig-
getlen (mert semelyik két tagja nem szomszédos) és az dbran zolddel kiemelt
Z={{a,b},{b,h},{c,d},{d, j}{e,i},{f.g}} élhalmaz lefogd (mert G minden
csucsadra illeszkedik legalabb egy Z-beli é1).

a b c d e
h
S 8 i J
7.5. abra

Mivel 1étezik hat elemd fiiggetlen ponthalmaz, ezért a(G) > 6. Hasonl6an, a
hat elemi lefogd élhalmaz 1étezésébil p(G) < 6 kovetkezik. Ezeket Osszevetve
a7.8. Allitassal kapjuk, hogy 6 < at(G) < p(G) < 6. Ebbdl tehdt at(G) = p(G) =6
adodik. O

A 7.5 és a 7.9. Feladatok megoldasat osszevetve feltlinhet egy fontos kapcsolat
az ugyanabban a grafban taldlt X = {b,d, g,i} minimdlis lefogé ponthalmaz és az
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Y ={a,c,e,f,h, j} maximilis fiiggetlen ponthalmaz kozott: ezek egymas komple-
menterei (vagyis pontosan azok a cstcsok keriiltek Y-ba, amelyek X-bdl hidnyoz-
tak). Az aldbbi allitds azt mondja ki, hogy ez a jelenség egydltalan nem véletlen.

7.10. Allitas. Legyen G tetsz6leges grdf, X C V(G) csiicshalmaz és Y =V (G)\ X
az X komplementere. Ekkor az X pontosan akkor minimdlis lefogo ponthalmaz
G-ben, ha Y maximadlis fiiggetlen ponthalmaz G-ben.

Bizonyitds: Bgy tetsz8leges H C V(G) csicshalmaz esetén jelolje H =V (G)\H aH
komplementer halmazat. E16szor azt mutatjuk meg, hogy H pontosan akkor lefogd
ponthalmaz, ha H fiiggetlen ponthalmaz. Az, hogy H lefog6 ponthalmaz azt jelenti,
hogy G-nek minden {u,v} élére u € H vagy v € H (vagy mindketts) teljesiil. Mds
széval: G-nek nincs olyan {u,v} éle, hogy u € H és v € H. Ez pedig pontosan azt
jelenti, hogy H fiiggetlen ponthalmaz.

Rétérve az 4llitds bizonyitdsdra, tegyiik fel el6szor, hogy X minimdlis lefogd
ponthalmaz. Az el6z6 bekezdésben frtakbdl kovetkezik, hogy ¥ = X fiiggetlen pont-
halmaz. Ha Y nem volna maximadlis fiiggetlen ponthalmaz, akkor létezne egy olyan
Y, fiiggetlen ponthalmaz, amire |Y;| > |Y|. Ekkor viszont ismét az el6z8 bekezdés-
ben irtak miatt ¥; az X-nél kisebb lefogé ponthalmaz volna, ami ellentmondas. Igy
Y valéban maximalis fiiggetlen ponthalmaz.

Megforditva, most azt tegyiik fel, hogy ¥ maximdlis fiiggetlen ponthalmaz. Ek-
kor, hasonléan a fentiekhez, X =Y lefogé ponthalmaz; és ha nem volna minimélis,
akkor egy X -nél kisebb lefogé ponthalmaz komplementere Y -nal nagyobb fiiggetlen
ponthalmazt adna, ami ellentmondas. O

A fenti éllitdsnak fontos kdvetkezménye, hogy a minimadlis lefogd ponthalmaz
és a maximalis fiiggetlen ponthalmaz keresésének problémai algoritmikusan ekvi-
valens feladatok. Mds széval: ha a két probléma koziil barmelyikre megadunk egy
algoritmust, akkor az (minimélis médositassal) egyben a masik megoldasara is hasz-
nalhaté. Az aldbbiakbdl az fog kideriilni, hogy hasonlé kapcsolat a maximaélis paro-
sitds és a minimadlis lefogd élhalmaz keresésének problémadi kozott is 1étezik — bar
ez kicsit bonyolultabb; ehhez sziikségiink lesz az aldbbi lemmara.

7.11. Lemma. Legyen G egy n csticsi, izoldlt pontot nem tartalmazo grdf, k pedig
tetszdleges nemnegativ egész. Ekkor
(i) ha G-ben van k élii pdrositds, akkor G-ben van legfoljebb n — k élii lefogo

élhalmaz;
(ii) ha G-ben van k élii lefogo élhalmaz, akkor G-ben van legaldbb n — k élil
pdrositds.

Bizonyitds: Az (i) bizonyitdsdhoz legyen M egy k éld parositds G-ben. Minden olyan
v cstics esetén, amire nem illeszkedik M-beli él, vilasszunk egy tetszSleges v-re il-
leszkedd élt és egészitsiik ki M-et az Osszes igy kivalasztott éllel; a kapott élhalmazt
jelolje Z. Ekkor Z nyilvan lefogé élhalmaz, hiszen gy késziilt, hogy minden cstcs-
ra tartalmazzon egy arra illeszkedd élt. Mivel M éleinek dsszesen 2k végpontja van,
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igy az M altal le nem fedett csticsok szama n — 2k; a Z készitésekor tehat ennyi
csucs esetén vdlasztottunk egy-egy arra illeszked6 élt. Ugyan el6fordulhat, hogy két
kiilonboz6 ilyen csicshoz ugyanazt az élt vdlasztottuk (ha ezek szomszédosak), de
akkor is legfoljebb n — 2k éllel egészitettiik ki M-et. Igy |Z| < k+ (n—2k) =n—k,
amivel (i)-et belattuk.

Rétérve (ii) bizonyitasara, legyen Z egy k éld lefogd élhalmaz G-ben és
H = (V(G),Z) az a grif, ami G 6sszes csticsdbdl és Z éleibdl dll. Ha H-nak van
egy csticsi komponense, akkor minden ilyen csicsra kell illeszkedjen Z-beli hurok-
él, kiillonben Z nem volna lefogé. Jeloljiik H legaldbb két csicsi komponenseinek a
szamat c-vel. Mivel a komponensek nyilvan 6sszefiiggok, ezért az 1.23. Tétel sze-
rint mindegyiknek legaldbb annyi éle van, mint a cstcsainak a szdma minusz egy.
Ezért a legaldbb két csticsu komponensek egyiittes élszama legaldbb annyi, mint az
egylittes csucsszdmuk minusz ¢. Az egy csucsbdl all6 komponensek egyiittes él-
szdma pedig legalabb az egyiittes csicsszamuk, hiszen a fentiek szerint mindegyik
tartalmaz legaldabb egy hurokélt. Mindebbdl tehat az kovetkezik, hogy H 6sszes él-
szama legalabb az 6sszes csicsszdma minusz c; mivel H-nak n csucsa és k €le van,
kapjuk, hogy k > n — c. Atrendezve: ¢ > n— k.

Vilasszunk most ki H minden legaldbb két csticsi komponensébdl egy-egy tet-
szGleges élt, ami nem hurokél; a kapott élhalmazt jelslje M. Ekkor |M| =c¢ > n—k,
hiszen c a legaldbb két csticsi komponensek szdma. Masrészt M nyilvan pérositas,
hiszen kiilonb6z6é komponensekbdl vett éleknek nem lehet kozos végpontja. Ezzel
tehat (ii) bizonyitésa teljes. O

A 7.10. Allitisnak és a 7.11. Lemménak egyiitt a szakaszban eddig szerepld
fogalmakat 6sszekapcsol6 érdekes kovetkezményei vannak. A kovetkezd tétel (ii)
allitasa Gallai Tibor (1912 — 1992) magyar matematikust6l szarmazik — és bar a
tétel (i) allitasa torténetileg nem kothetd hozza (sem mas matematikushoz, mert ez
a benne szerepld fogalmak definiciéjanak egyszerli kovetkezménye), a két allitast
mégis szokds kozos keretben kimondani az 4ltaluk mutatott szimmetria miatt.

7.12. Tétel. (Gallai tétele)
Minden n csiicsii G grdfra fenndllnak az aldbbiak:
(i) o(G)+1(G)=n;
(ii) v(G)+ p(G) = n, ha G-nek nincs izoldlt pontja.

Bizonyitds: Ha X egy minimalis lefogé ponthalmaz G-ben, akkor a 7.10. Allitds sze-
rint Y = V(G) \ X maximdlis fiiggetlen ponthalmaz. Mivel |X| = 7(G), |Y| = a(G)
és |X|+|Y| = n, ebbdl az (i) dllitds régton kovetkezik.

A (ii) bizonyitdsahoz legyen M egy maximadlis, v(G) éld pdrositas G-ben. Ek-
kor a 7.11. Lemma (i) 4llitdsa szerint G-ben van legfoljebb n — v(G) éld lefogd
élhalmaz. Ebbdl tehdt p(G) < n—v(G) és igy v(G) + p(G) < n adédik.

Megforditva, legyen most Z egy minimélis, p(G) éld lefogé élhalmaz G-ben.
Ekkor a 7.11. Lemma (ii) llitdsa szerint G-ben van legaldbb n — p (G) éld parositas.
Ebbdl tehdt v(G) > n—p(G) és igy v(G) + p(G) > n adédik.

Osszevetve a kapott egyenlétlenségeket v(G) + p (G) = n valéban kivetkezik. O
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Ezt a tételt hasznalva példaul a 7.9. Feladatot sokkal gyorsabban is megoldhattuk
volna: mivel a 7.5. Feladatban mér ugyanarrél az n = 10 csicst G grafrdl belattuk,
hogy rd v(G) = 1(G) = 4, ezért a tétel két allitdsabol sorra a(G) =n—1(G) =6 és
p(G) =n—v(G) = 6 ad6dhatott volna.

Fontos kiemelni, hogy a 7.12. Tétel (ii) 4llitdsdbdl és a 7.11. Lemma bizonyita-
sabol egyiitt valoban kovetkezik az, amita 7.11. Lemma kimonddsa el6tt allitottunk:
a maximadlis parositds és a minimadlis lefogé élhalmaz keresésének problémadi algo-
ritmikusan ekvivalensek. Valéban, ha a 7.11. Lemma (i) allitdsanak bizonyitdsat egy
v(G) éli pérositdsra alkalmazzuk, akkor egy n — v(G) = p(G) éld, vagyis minima-
lis lefogé élhalmazt kapunk; ha pedig a 7.11. Lemma (ii) allitdsdnak a bizonyitasat
alkalmazzuk egy p(G) éld lefogé élhalmazra, akkor egy n — p(G) = v(G) éld péaro-
sitast kapunk. Ezek koziil az el6bbire lattunk is mar példat a 7.9. Feladat megolda-
sdban: a 7.5. dbran lathat6 Z lefogd élhalmaz pontosan ugy keletkezett a 7.3. dbrdn
lathat6 M parositasabol, ahogyan az a 7.11. Lemma bizonyitasanak az els6 bekez-
désében tortént: az M fedetleniil hagyta a ¢ és a h csicsokat (vagyis ezekre nem
illeszkedett M-beli él) és Z éppen M éleibdl, valamint a c-re, illetve a h-ra illeszke-
d6 {c,d}, illetve {b,h} élekbdl dllt. De ugyanez forditva is miikodik: a 7.5. dbrdn
lathat6 Z lefogé élhalmaznak (a graf Osszes cstcsdval egyiitt) négy komponense
van, amik mind legalabb két csicstiak; ha mindegyikbdl egy-egy élt valasztunk, ak-
kor valéban négy éld, vagyis maximalis parositast kapunk. Megkaphaté igy példaul
a 7.3. dbréan l4that6 M pdrosités is: ha a harom csdcsi komponensekbdl a {d, j} és
az {e,i} éleket valasztjuk.

Erdemes megfigyelni, hogy a 7.12. Tétel a 7.4. és a 7.8. Allitdsok kozott is
kapcsolatot teremt: mivel a tétel szerint (izoldlt pontot nem tartalmazé grafokban)
v(G)+p(G) =1(G) + a(G), ezérta v(G) < 7(G) és a p(G) > a(G) egyenlGtlen-
ségek koziil barmelyikbdl kovetkezik a masik.

Az ebben a szakaszban vizsgalt két problémardl, a maximalis fiiggetlen ponthal-
maz, illetve a minimalis lefogd élhalmaz keresésérdl kideriilt, hogy ezek algoritmi-
kusan ekvivalensek a minimalis lefogé ponthalmaz, illetve a maximalis fiiggetlen
élhalmaz keresésének problémadival. Az érdekesség kedvéért megemlitjiik, hogy e
koziil a négy feladat koziil az élhalmazokrdl sz616 két feladat hatékonyan megold-
haté: ismert olyan (az amerikai Jack Edmonds (1934 — ) altal 1965-ben publikalt)
polinomiélis futdsidejti algoritmus, ami egy tetsz6leges graifban meghataroz egy ma-
ximadlis parositast; ezt haszndlva tehét a fentiek szerint minimalis lefogé élhalmazt
is lehet kapni. Ez az algoritmus azonban igen bonyolult, ebben a jegyzetben nem
foglalkozunk vele. A maximadlis fiiggetlen ponthalmaz és a minimadlis lefogd pont-
halmaz meghatdrozésa (tetsz6leges grafban) azonban algoritmikusan nagyon nehéz
feladatok: ezekre nem ismert polinomidlis algoritmus és j6 okunk van feltételezni,
hogy ilyen nem is létezik.

7.2. Parositasok paros grafban

Egy céghez kiilonb6zé megrendelések futnak be, amiket a cég vezetése dolgozdk-
hoz szeretne hozzarendelni. Minden munkét egyetlen dolgozé végezhet el és a dol-
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gozok egyszerre csak egy feladaton tudnak dolgozni. Azonban egy adott megrende-
1ést nem minden dolgozé tud elvégezni (mert a munkak jellege és az egyes dolgozok
képzettségei kozott kiilonbségek vannak). A helyzetet egy G = (A, B; E) péros graf-
fal abrdzolhatjuk: az A csicshalmazt a munkdk, a B-t pedig a dolgozdok alkotjak és
egy a € A munkat akkor kotiink dssze egy b € B dolgozdval, ha b el tudja végezni
a-t. Tegyiik fel, hogy a cégvezetés célja az, hogy a lehetd legtobb megrendelést val-
laljak el (mert ezaltal tudjak maximalizalni a profitot). Ekkor a feladatuk nem mads,
mint hogy G-ben egy maximalis pdrositdst kell taldlniuk.

Ebben a szakaszban paros grafok parositdsairdl lesz sz6; a fenti példa azt illuszt-
rlja, hogy ez a probléma gyakorlati alkalmazasokban is felvet6dd, fontos feladat.
Meg fogunk ismerni egy hatékony algoritmust, ami minden péaros grafban megha-
tdroz egy maximadlis parositist. Emellett fontos elméleti eredményekre is jutunk:
vélaszt kapunk példdul arra a kérdésre, hogy mitdl fiigg az, hogy egy G paros graf-
ban van-e teljes parositas.

Emellett egy ennél kicsit dltaldnosabb kérdést is vizsgdlni fogunk, aminek
mar specidlisan csak paros grafok esetén van értelme: mitdl fiigg az, hogy egy
G = (A, B;E) paros grifban létezik-e A-t lefedd parositas. Altaldban ha egy G graf-
ban adott egy M pérosités és egy X C V(G) csiicshalmaz, akkor azt mondjuk, hogy
M lefedi X -et, ha minden X-beli csucsra illeszkedik M-beli él. A céghez befuté meg-
rendelésekrdl sz616 fenti példa mutatja, hogy egy G = (A, B;E) paros grafban A-t
lefedd parositas keresése (amikor tehat minden A-beli csucsra illeszkedik M-beli €l,
de B cstucsaira ez mar nem kovetelmény) gyakorlati alkalmazasokban is felmeriil-
het: ha a cég minden megrendelést el akar vallalni (de az nem baj, ha egyes dolgo-
70k nem jutnak munkdhoz). A 7.6. dbra példaul egy A-t lefedd pérositast mutat egy
G = (A, B;E) péros grifban, ami azonban nem teljes pdrositds, hiszen B-nek van a
pérositds dltal nem fedett csicsa. Ebben a grifban teljes pdrositds nyilvdn nem is
létezhet, hiszen B-nek tobb csdcsa van, mint A-nak. Altaldban is elmondhatd, hogy
egy A-t lefed§ pdrositds pontosan akkor teljes parositds, ha |A| = |B].

7.6. abra

A késobbi félreértések elkeriilése érdekében fontos hangsiilyozni, hogy a ,,paros
graf” és a ,pérositds” kifejezések ugyan hasonlitanak egymadsra, de a jelentésiik
egészen mas, nem szabad Osszekeverni Sket. Fentebb mar kideriilt, hogy a pérositas
fogalma tetsz6leges, nem feltétlen paros grafokban is értelmes; és a paros grafoknak

is vannak egészen mds, a parositdsoktol kiilonb6z6 alkalmazdsi teriiletei.
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7.2.1. A javitéutas algoritmus

Az ebben a pontban bemutatdsra keriil6 algoritmus K&nig Dénes (1884 — 1944)
magyar matematikustél szarmazik 1931-bdl.

Az algoritmus alapgondolata az, hogy folyamatosan nyilvantart egy aktudlis M
parositast, amit egy noveld 1épés ismételgetésével addig javit, amig csak lehetséges.
Az eljaras ,lelke” tehat egy olyan 1épés, amivel egy adott parositasbdol egy annal
eggyel tobb élt tartalmazé masik parositast lehet eléallitani.

Milyen helyzet teszi lehet6vé azt, hogy az aktudlis M méretét noveljiik? A leg-
szerencsésebb ilyen helyzet az, ha taldlunk a grafban egy olyan {a,b} élt, aminek
egyik végpontjat sem fedi az aktudlis pérositds (vagyis sem a-ra, sem b-re nem il-
leszkedik M-beli él). Ilyenkor ezt az élt egyszerlien hozzavehetjiikk M-hez, ahogyan
az a 7.7. abran lathato.

99 4 994

DY B DN

7.7. abra

Sajnos azonban nagyon is konnyen el6fordulhat, hogy M-hez nem lehet egy-
szertien egy tovabbi élt hozzavenni, pedig van M-nél nagyobb pdrositds: erre mar
lattunk példat a 7.1. dbran is (hiszen az azon lathaté harom hosszu 1t nyilvan péros
gréf). Lehetséges tehat, hogy M novelése érdekében ,,fel kell bontanunk egy aktudlis
part” (vagyis egy élt ki kell hagynunk M-bdl). Ez akkor segit, ha olyan szerencsés
helyzetet taldlunk, amilyet a 7.8. dbra bal oldala mutat: haaz a € A és b € B csticsok-
ra nem illeszkedik M-beli él, de A-bdl B-be vezet egy olyan harom él{ 1t, aminek a
kozépso éle M-beli. Ekkor ezt az €It kihagyhatjuk M-bdl és helyette az ut két szE€ls6
élét bevehetjiik M-be (ahogyan azt a 7.8. dbra jobb oldala mutatja).

7.8. abra

Sajndlatos médon azonban még az is el6fordulhat, hogy a 7.8. dbra szerint sem
tudjuk M-et novelni, pedig az nem maximalis. Lehetséges, hogy M-bdl két élt is ki
kell hagynunk a névelés érdekében: ha az M dltal nem fedett a € A és b € B csiicsok
kozott egy olyan 6t €ld Ut van, aminek a masodik és negyedik éle M-beli, akkor
a7.9. abra szerint ezeket kihagyva és helyettiik az it masik harom élét M-hez véve
novelhet6 a parositds mérete.
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:m A L a) A
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7.9. abra

A fenti harom édbra a legegyszer(ibb specidlis eseteit mutatja az algoritmus md-
kodéséhez sziikséges alabbi kulcsfogalomnak.

7.13. Definicié. Legyen G = (A, B; E) pdros grdf és M egy pdrositds G-ben. Ekkor
egy G-beli P iit javitéut M-re nézve, ha rd az aldbbiak teljesiilnek:

(1) Pegy M dltal nem fedett A-beli csiicsbol indul;

(2) P egy M dltal nem fedett B-beli csiicsban ér véget;

(3) P-nek minden pdros sorszamii éle (tehdt a mdsodik, negyedik stb.) M-beli.

A javitéutas algoritmus ugy miikodik, hogy egy tetszdleges parositasbdl kiindul-
va javitéutak ismételt keresésével addig noveli a parositds méretét, amig ez lehetsé-
ges. A kezdeti parositds akdr az iires halmaz is lehet, de barmely mds parositasbol
is indithat6 az eljaras.

JAVITOUTAS ALGORITMUS (MAXIMALIS PAROSITAS KERESESERE PAROS
GRAFBAN)

Bemenet: Egy G = (A, B; E) paros graf

M <+ 0 (vagy ehelyett M lehet tetszleges kezdeti parositas is)
ciklus
KERESSUNK EGY P JAVITOUTAT az M parositasra nézve
ha nem létezik M-re nézve javitdit, akkor: stop
kiilonben:
M < M\ {P péros sorszdmui élei} U { P pdratlan sorszdmui élei}
ciklus vége

~N N RN =

A 7.13. Definiciébodl kovetkezik, hogy egy P javitditnak a hossza (éleinek a
szdma) pdratlan kell legyen, hiszen P egyik végpontja A-ban, a mésik B-ben van.
Igy P-nek pontosan eggyel kevesebb M-beli éle van, mint M-be nem tartozé. Ezért
a 6. sor végrehajtdsakor M mérete mindig pontosan eggyel nd.

A fenti pszeudokddbdl latszik, hogy az ebben a formdjaban még nem tekinthetd
valédi algoritmusnak, hiszen egyaltaldin nem nyilvanvald, hogy a 3. sorban a javito-
ut keresését (illetve a létezésének az eldontését) hogyan kell megvaldsitani. Messze
nem vilagos, hogy ezt hogyan lehet megoldani, ha példaul G egy sok ezer csicsi
paros graf és abban egy néhany ezer élti M parositds adott. Szerencsére azonban
a 2. fejezetben latott BFS algoritmus minimdlis médositdsaval ez a feladat konnyen
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megoldhaté. Ehhez két ponton kell valtoztatni a BFS eljarason. Az els6, hogy a
BFS-t nem egyetlen kezd6pontbdl inditjuk, hanem az Osszes, M altal nem fedett
A-beli csucsbdl egyszerre. Ha tehat A jeloli ezeknek a csticsoknak a halmazat, ak-
kor a BFS eljardsnak a 2. fejezetben irt pszeudokddja szerint az L listat kezdetben
A; elemeivel toltjiik fel (tetszleges sorrendben) és minden a € A} cstics tav(a)
értékét 0-nak inicializaljuk. A BFS eljards masodik médositasa pedig ahhoz sziik-
séges, hogy a javitéut minden masodik éle M-beli legyen. Ez nagyon egyszeriien
elérhetd: az eljards 6-11. soraiban zajlé belsd ciklusban a v cstics nem aktiv_csiics
minden szomszédjan fut végig, hanem csak az M-beli, vagy M-be nem tartozé6 élek
mentén vett szomszédjain tav(aktiv_csiics) paritdsitdl (vagyis az aktiv csticsnak az
Aj-beliekt6l val6 tavolsdgétdl) fiiggden. Pontosabban: ha tav(aktiv_csiics) péaratlan
és gy aktiv_csiics € B, akkor v aktiv_csiics-nak csak az egyetlen M szerinti parja
lehet (ha van ilyen); ha viszont tav(aktiv_csiics) pdros és igy aktiv_csiics € A, akkor
v aktiv_cstics 0sszes szomszédjan végigfut. Ha pedig az utébbi esetben aktiv_csiics-
nak olyan v € B szomszédjdt taldljuk meg, amire tiv(v) = oo és v-t M nem fedi le,
akkor javit6utat taldltunk: ezt a vo = v, v = el6z6(vy), v2 = el6z6(vy ), . .. sorozaton
egy Aj-beli csucsig visszafelé 1épegetve kapjuk. Ha pedig az eljaras lezajlik anélkiil,
hogy ez bekovetkezne, akkor nincs javitéut G-ben M-re nézve.

Megjegyezziik, hogy a BES algoritmus fenti két mddositdsa kivélthaté azzal
is, hogy az eljarast egy erre a célra atalakitott irdnyitott grafon futtatjuk. Vegyiink
fel ugyanis egy 4j s és egy t pontot; s-bdl vezessiink egy-egy irdnyitott élt minden
Aj-beli cstcsba és hasonléan, B minden, M altal le nem fedett csticsabdl vezessiink
egy irdnyitott élt r-be. Tovdbba G-nek az M-beli éleit iranyitsuk a B-beli végpont-
juktdl az A-beli felé, az M-be nem tartozé éleket pedig az A-beli végpontjuktdl a
B-beli felé. Ha az igy kapott irdnyitott grafban taldlunk a BFS algoritmussal s-bSl
t-be egy irdnyitott utat, akkor az az eredeti grafban épp egy javitéitnak felel meg;
ha viszont ilyen irdnyitott dt nincs, akkor javitéut sincs G-ben.

Ezzel a visszavezetéssel tehdt a BES eredeti (irdnyitott grafokra vonatkozd) vél-
tozatdt is alkalmassa tehetjiik javitout keresésére, de a gyakorlatban ezeknek az 4t-
alakitdsoknak az elvégzésénél hatékonyabb, ha az eredeti grdfon futtatjuk a fentiek
szerint médositott BFS eljdrast.

Anélkiil, hogy az (implementaci6tdl is erésen fiiggd) részletekben elmélyed-
nénk, fontos kiemelni, hogy a javitéutas algoritmus nagyon hatékony, polinomiélis
algoritmus. Valéban: a fentiekbdl kideriilt, hogy tulajdonképpen a csicsok szama-
val ardnyos szdimban ismételt BFS algoritmusrdl van sz6 (hiszen minden javité 1épés
eggyel noveli a parositds élszdmat, de az nem nShet nagyobbra, mint a csicsok sza-
ménak a fele). Igy a javitéutas algoritmus hatékonysdga kovetkezik abbél, hogy a
BFS algoritmus polinomialis (s6t: a grafot szomszédsagi listaval tarolva az élszdm
€s a csicsszam Osszegével ardnyos) 1€pésszamu.

7.14. Feladat. Egy dzsungel mélyén €16 torzsben kilenc it (a,b, . . ., i) és tiz lany
(1-t81 10-ig) ért hazasuland6 korba. A torzsfénok felmérte, hogy ki kivel hajlandé
frigyre 1épni, az eredményei az aldbbi tdblazatban lathatok. A torzsf6nok szeretne
a fiatalokbol a lehetd legtobb hazaspart dsszeallitani (igy, hogy mindenki olyannal
hézasodjon, akivel hajlando).
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a) A javitéutas algoritmus segitségével oldjuk meg a torzsfénok feladatat.
b) Sajnos e és 1 dsszeveszett, tobbé mar nem hajlandék egymaséi lenni. Oldjuk
meg a feladatot erre az esetre is.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a W v v @9
b v 4
c v v @9 v @
d 4 vy v @9
e V9 v @9
f vy v v v
g vy v @

h v v
i v v

Megoldds: Alljon az A halmaz a fitikbél, B a lanyokbdl és a G = (A, B;E) péros
griafban egy x € A fid akkor legyen szomszédos egy y € B lannyal, ha a torzsf6-
nok tdblazata szerint alkothatnak hdzaspart. A javitdutas algoritmust G-ben fogjuk
futtatni. Természetesen az eljarasnak sok helyes futdsa van (mert az aktuélis M pa-
rositasra nézve tobb javitdut is 1étezhet), aldbb ezek koziil bemutatunk egyet.

Az eljarast az iires parositdssal inditjuk, majd az hatszor egymads utdn egy éld
javitéutakat taldl: elGszor az {a, 1} €1b6l 4l16t, amit az M = @ pérositdshoz véve egy
éld pdrositdst kap (a 7.7. dbrdnak megfelelGen). Majd sorra a {b,2}, {c,3}, {d,4}.
{e,5} és {f,6} élekbdl 4ll6 egy éld javitGutakat taldlja és ezeket az éleket egymads
utan a parositashoz veszi. Ekkor tehat az aktudlis M parositas hat éli:

a b ¢ d e f g h i
1 2 3 4 5 6

Az M altal le nem fedett A-beli, illetve B-beli csicsok halmaza most
Ay ={g,h,i},illetve B; = {7,8,9,10}. Mivel G-nek mdr nincs A; és B} kozott futd
éle, igy egy €ld javitout ezen a ponton mar nem lesz. Ezért a BFS eljaras fent leirt,
médositott valtozatival keresiink javitdutat; ez 1athaté a 7.10. dbran.

Az abran a fiiggblegesen egymds folott elhelyezkedd, egy oszlopban all6 csi-
csok kapnak azonos tav(v) értéket; egy oszlopon beliil pedig feliilrél lefelé haladunk
a csticsok vizsgélatdval. Igy tehat az A;-beli csticsok tav(v) értéke 0, ezek szomszé-
dainak, a 2, 3, és 4 csucsoknak pedig 1. (Itt ~-bdl és i-b6l nem ért el dj csticsot
az eljaras, de ez csak azért tortént igy, mert a miikodését g-vel kezdte. Ha példaul
g helyett h-val kezdte volna, akkor 2-t és 3-at h-bdl érte volna el és g-bdl csak a
4-et.) Most a 2, 3 és 4 csticsokbdl csak a rdjuk illeszkedd M-beli éleken mehetiink
tovabb, igy érjiik el sorra a b, ¢ és d csicsokat (amelyeknek a tav(v) értéke tehét 2).
Ezekbdl megint G tetszdleges €lein haladhatunk tovabb, igy kapjuk az dbra utolsé
oszlopédban 4ll6 csucsokat. Ezek kozott azonban mér van By-beli: 7, 8 és 9 is ilyen;
igy barmelyikiiktSl visszafelé 1épegetve nyerhetiink javitéutat. Valasszuk példaul a
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7.10. abra

8-at (mert az eljards el6szor ezt taldlta meg), igy a g, 3, ¢, 8 csicsokbdl 4ll6 javits-
utat kapjuk. E mentén javitva tehét a {c,3} él kikeriil M-bél, de helyette a {g,3} és
{c,8} élek bekeriilnek. Igy az aktudlis M pérositds az alabbi:

a b ¢ d e f g h i
1 2 8 4 5 6 3

Az algoritmus tehdt most erre az M-re nézve keres javitoutat a médositott BFS
segitségével. Amint az a 7.11. dbrén latszik, el8szor a tdv(v) = 5 értéket kapott csi-

csok kozott taldl az M éltal nem fedett csdcsot: a 7-est. Ebbdl (az el6z6(v) mutaték
segitségével visszafelé 1épegetve) a h,3,g,4,d,7 csucsokbdl all6 javitdutat kapjuk.

7.11. abra

A javitéutat haszndlva tehdt M-bdl kikeriilnek a {g,3} és {d,4} élek és helyettiik
bekeriilnek a {h,3}, {g,4} és {d,7} élek. Igy az aktudlis pérositds az aldbbi:

a b ¢ d e f g h i
1 2 8 7 5 6 4 3

A-ban mér csak egy M 4ltal le nem fedett cstics van: az i. {gy most ebbd] inditjuk
a javitout keresést a 7.12. dbra szerint.
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7.12. abra

ElGszor a tav(v) = 7 értéket kapott csicsok kozott taldlunk az M 4ltal nem fe-
dettet: a 9-et. fgy a hét hosszisagu, az i,2,b,5,e,1,a,9 csticsokbdl 4ll6 javitéutat
kapjuk. Ennek a harom pdros sorszdmu élét kihagyjuk M-bdl és helyettiik a négy
pératlan sorszamut bevessziik:

a b ¢ d e f g h i
9 5 8 7 1 6 4 3 2

Ezzel tehat egy A-t lefedd parositast kaptunk. Erre nézve nyilvan nincs javitout
(hiszen nem 1étezik az M altal nem fedett A-beli cstics), ezért az algoritmus ezen a
ponton megall.

A b) feladatban e és 1 sajndlatos Gsszeveszése nyilvan azt jelenti, hogy az {e, 1}
élt ki kell hagyni a grafbdl és az igy kapott dj grafban kell maximadlis pdrositast ke-
resni. Kiilon balszerencse, hogy az {e, 1} él benne van a fentebb kapott, A-t lefedd
parositasban, igy ugyanaz az M a b) feladat grafjainak mar nem parositasa. Persze
megtehetnénk, hogy ebben a grafban djrainditjuk a javitéutas algoritmust az iires
parositastol kezdve. De mivel az algoritmus tetszleges kezdeti parositastol inditha-
t6, ennél sokkal jobban jarunk, ha a fent kapott pdrositdsbdl kihagyjuk az {e, 1} élt
és ettSl a parositastol inditjuk az eljarast. gy tehdt a javitéutas algoritmust most az
alabbi pdrositastdl inditjuk:

a b ¢ d e f g h i
9 5 8 6 4 3 2

A 7.13. dbra mutatja a javitéut keresésére szolgalé moédositott BFS eljaras futa-
sat.

Lathato, hogy az M 4ltal le nem fedett B-beli csicsok, 1 és 10 koziil egyik sem
érhetd el, a javitoiit keresés az dbra dltal mutatott ponton megall. Igy erre az M-re
nézve nincs javitout, ezért az algoritmus futasa itt ér véget. O

Egyel6re természetesen nem tudjuk, hogy a fenti megoldas végén kapott pa-
rositds valoban maximadlis-e a b) feladat grafjdban. Annak bizonyitdsdban, hogy a
javitéutas algoritmus mindig maximadlis parositdst ad, kulcsszerepet fog jitszani az
alabbi fogalom és a hozza kapcsol6dé lemma.



7.2. PAROSITASOK PAROS GRAFBAN 95

7.13. abra

7.15. Definicié. Legyen G = (A,B;E) pdros grdf és M egy pdrositds G-ben. A
G-beli P utat alterndl6 ttnak hivjuk, ha rd a 7.13. Definicio (1) és (3) kovetelmé-
nyei teljesiilnek (de a (2) nem feltétleniil). Mds szoval: alterndlo itnak az olyan
utakat nevezziik, amik pdrositds dltal nem fedett A-beli csiicsbol indulnak és min-
den mdsodik éliik M-beli.

7.16. Lemma. Tegyiik fel, hogy a G = (A,B;E) pdros grdf M pdrositdsdra nézve
nincs javitout G-ben. Vezessiik be az aldbbi jeloléseket:
(1) jelolje Ay, illetve By az M dltal nem fedett A, illetve B-beli csticsok halmazdt;
(2) jelolje B> azoknak az (M dltal fedett) B-beli csiicsoknak a halmazdt, amikbe
vezet alterndlo ut;
(3) jelolje B3 a maradék B-beli csiicsok halmazdt (amik tehdt M dltal lefedettek,
de nem vezet hozzdjuk alterndlo it);
(4) Végiil jelolje Ay, illetve Az a By, illetve B3 csiicsainak M szerinti pdrjaibol
dllo A-beli csticsok halmazait.
Ekkor G-nek nincs olyan éle, ami A1 UA, és By U B3 kozott vezet.

A lemma allitdsat illusztralhatjuk a 7.14. Feladat b) részének a megolddsan. Az
ott vizsgélt, nyolc élti M pdrositdsra nézve nem volt G-ben javitéit. Itt A = {e},
illetve By = {1, 10} voltak az M &ltal fedetlen A, illetve B-beli csicsok. Az M-re vo-
natkoz6 javitéut keresésekor a médositott BES eljards éppen a B,-be, illetve A-be
tartozé csticsokat taldlta meg: B, = {2,3,4,5} és Ay = {b,g,h,i} (14sd a 7.13. db-
rat). Valéban ldthatjuk, hogy az A| UAy = {b,e,g,h,i} halmaz csiicsainak minden
szomszédjaa B, = {2,3,4,5} csdcsok koziil keriil ki. Ez nem is meglepd: ha barme-
lyik (A UA3)-beli csiicsnak lenne mds szomszédja is, akkor azt a médositott BFS
eljarasnak meg kellett volna taldlnia; Iényegében ennek a gondolatnak a kifejtésén
alapul a fenti lemma bizonyitasa.

A 7.16. Lemma bizonyitasa: Tegyiik fel indirekt, hogy G-nek mégis 1étezik egy
olyan e = {a,b} éle, amire a € A] UA; és b € B UB3. Ez §sszesen négy esetet
jelent, amiket sorban kizarunk.

Haa € A és b € By, akkor a-bdl b-be egyetlen €l javitout vezetne; ez lehetetlen,
hiszen feltettiik, hogy G-ben nincs javitout.

Haa € A; és b € B3, akkor a-bdl e-n it b-be 1épve egy egyetlen €l alternald utat
jarnank be; ez is lehetetlen, mert B3-ba épp az alterndl6 tton nem elérheté B-beli
csucsok keriiltek.
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Tegyiik most fel, hogy a € A, és b € B;. Mivel a € A,, ezért van egy olyan u € B,
csucs, aminek az M szerinti parja a (1asd a 7.14. dbrat). Ekkor u-ba vezet egy P alter-
ndld ut (mert # € B;). Ezen a P tton a nem lehet rajta, mert P-nek minden masodik
éle M-beli, igy az 4ltala érintett A,-beli csicsokba azok M szerinti, B>-beli parjaibol
érkezik meg, de a-nak az M szerinti parja u, a P végpontja. Ezért P-t az (M-beli)
{u,a} élen &t a-ig, majd onnan e-n 4t b-ig meghosszabbitva egy javitéutat kapunk.
Ez ellentmondds, mert feltettiik, hogy ilyen nem létezik. A 7.14. dbran példaul az
u-ba vezet§ egyik alterndld Ut sorra az x, y, z, u csticsokon &t halad; ezt az {u,a}
élen 4t a-ig, majd onnan e-n it b-ig meghosszabbitva valéban javitéutat kapnank.

A A, A
i e A )4
e Al <~ €
X u e —e ~ “Ob) B
B B, B
7.14. abra

Végiil tegyiik fel, hogy a € Ay és b € B3 és legyen megint u € By az a M sze-
rinti parja (ismét lasd a 7.14. dbrat). Ekkor a fenti bekezdés gondolatmenetét meg-
ismételve az u-ig vezetd P alterndl utat az M-beli {u,a} élen 4t a-ig, majd onnan
e-n keresztiil b-ig meghosszabbitva most egy b-be vezet§ alterndl6 utat kapunk. Ez
megint ellentmondds, hiszen b € B3, igy b-be nem vezethet alterndld tt. O

A fenti lemma segitségével mar be tudjuk bizonyitani az alabbi, Kénig Dénestdl,
1931-bdl szarmazé tételt, amibdl kovetkezik, hogy a javitéutas algoritmus (tetszé-
leges kezdeti parositasbdl inditva) valéban mindig maximalis parositast ad.

7.17. Tétel. Ha a G = (A,B;E) pdros grdf M pdrositdsdra nézve nincs javitout,
akkor M maximadlis pdrositds G-ben.

Bizonyitds: Jelolje M élszamat |M| = k. Annak bizonyitdsdhoz, hogy M maximélis,
a lefogé ponthalmaz fogalmét (1isd a 7.3. Definiciét) és a 7.4. Allitast hivjuk segit-
ségiil: meg fogjuk mutatni, hogy 1étezik G-ben k ponti lefogé ponthalmaz. Ebbdl a
korabban (a 7.5. Feladatban, illetve utdna) mar latott gondolatmenet szerint valéban
kovetkezni fog, hogy M maximdlis: a k méretdi M pérositds 1étezésébdl v(G) > k, a
k pontd lefogé ponthalmaz 1étezésébdl 7(G) < k, ezekbfl és a 7.4. Allitasbol egyiitt
pedig k < v(G) < 1(G) < k adddik. Kovetkezik, hogy v(G) = k, ami valéban azt
jelenti, hogy M maximaélis parositas.

Azt allitjuk, hogy a 7.16. Lemma jeloléseit haszndlva X = A3 U B, lefogd pont-
halmaz G-ben. Legyen ugyanis e = {a,b} tetszGleges éle G-nek, amire a € A és
b € B. Ha a € A3, akkor e-nek az A-beli végpontja X-beli, igy e-t X lefogja. Ha vi-
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szont a € A] UA,, akkor a 7.16. Lemmabdl kovetkezik, hogy b € B,; igy X ebben
az esetben is lefogja e-t.

Megmutatjuk még, hogy |X| = k. Ez abbdl adédik, hogy X minden M-beli élnek
pontosan az egyik végpontjat tartalmazza: az A, és B, kozott futoknak a B-beli
végpontjat, az Az és Bs kozott futéknak pedig az A-beli végpontjét. Mivel M| = k
és X minden M-belinek egy végpontjdt tartalmazza, ezért |X| = k is igaz.

Megmutattuk tehat, hogy X k elemii lefogd ponthalmaz, amivel a bizonyitds
teljes. O

7.2.2. A javitéutas algoritmus elméleti kovetkezményei

Kordbban (a 7.4. Allitds utdn) lattuk, hogy léteznek olyan G grafok, amikre
v(G) < 7(G); sbt, a kiilonbség a két oldal kozott tetszGlegesen nagy is lehet. Eh-
hez képest fontos tény, hogy paros grafok esetén ez nem fordulhat eld.

7.18. Kovetkezmény. (K&nig tétele)
Minden G pdros grdfra v(G) = 1(G) teljesiil.

Bizonyitds: A 7.17. Tétel bizonyitdsaban lattuk, hogy minden G péros graf esetén
egy alkalmas k pozitiv egészre (a javitéutas algoritmus 4ltal tallt parositas élszama-
ra) k < v(G) < 1(G) < k teljesiil. Ebbd] (a fenti bizonyitdsban kihasznalt v(G) = k
mellett) v(G) = 7(G) valéban kovetkezik. O

A 7.17. Tétel bizonyitdsdban szerepls k < v(G) < 7(G) < k 6sszefiiggésbdl a
miér emlitett v(G) =k és v(G) = 1(G) kovetkezmények mellett 7(G) = k is adddik,
aminek szintén fontos gyakorlati alkalmazésai vannak: ebbdl ugyanis kideriil, hogy
a 7.17. Tétel bizonyitdsdban l4tott X = A3 U B lefogd ponthalmaz minimdlis. Van-
nak olyan, a gyakorlati élet dltal felvetett problémadk, amik épp egy minimadlis lefogd
ponthalmaz meghatdrozdsit teszik sziikségessé egy G grafban. A 7.1. szakasz végén
emlitettiik, hogy ez 4ltaldban algoritmikusan nagyon nehéz feladat, nem ismert és
nem is varhat6 ra polinomidlis algoritmus. A fentiekbdl viszont kovetkezik, hogy a
javitoutas algoritmus minimalis kiegészitésével (pontosabban: annak a lealldsa utdn
az X = A3 U B, halmaz meghatarozdsaval) ez a feladat paros grafokra hatékonyan
megoldhatéva valik. S6t, a 7.1. szakaszban irtakbdl az is kovetkezik, hogy a javitd-
utas algoritmussal ezek mellett még maximadlis fiiggetlen ponthalmaz és minimélis
lefogé élhalmaz is hatékonyan kereshetd paros grafokban.

7.19. Feladat. Hatdrozzuk meg a 7.14. Feladat b) részének pdros grafjdban 7(G),
o(G) és p(G) értékét, valamint adjunk meg egy minimadlis lefogé ponthalmazt,
egy maximalis figgetlen ponthalmazt és egy minimalis lefog6 élhalmazt.

Megoldds: A széban forgé G = (A,B; E) péros grafot tehdt a torzsfonok tablézata
adja meg, de az {e, 1} él mar hidnyzik beldle.
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A 7.14. Feladat megolddsanak a végén a javitéutas algoritmus G-ben egy nyolc
élti M parositassal 4llt meg. Késdbb, a 7.17. Tételbdl megtudtuk, hogy ez maxi-
madlis pdrositds, igy v(G) = 8. K&nig tételébdl (a 7.18. Kovetkezménybsl) tehdt
kovetkezik, hogy 7(G) = 8, hiszen G pdros graf. Mivel a G csidcsainak szdma
n = 19, ezért ezekbdl és Gallai tételének (7.12. Tétel) két allitdsabol kovetkezik,
hogy o(G) =n—1(G) =118és p(G) =n—v(G) = 11.

A 7.16. Lemma kimonddsa utdn a 7.14. Feladat megolddsanak végén lathato ab-
rdb6l mér kiolvastuk, hogy (a lemma jel6léseit haszndlva) A; = {e}, B; = {1,10}
By =1{2,3,4,5) és Ay = {b,g,h,i}. Igy a maradék (alternal6 tton el nem érhets)
B-beli csticsok halmaza B3 = {6,7,8,9}, ezeknek a parjaibdl 4ll6 halmaz pedig
Az ={a,c,d, f}. A 7.17. Tétel bizonyitdsdban megmutattuk, hogy X = A3 UB; le-
fogd ponthalmaz; ebben a konkrét esetben tehdt az X = {a,c,d, f,2,3,4,5} lefogd
ponthalmazt kapjuk, amire |X| = 7(G) = 8. Err6l konnyen ellendrizhet$, hogy va-
16ban lefogé: ha a torzsfénok tdblazatdban (amibdl az {e, 1} élnek megfelels szivet
mar toroltiik) az ezeknek a csicsoknak megfeleld sorokat, illetve oszlopokat athiz-
zuk, ahogyan az a 7.15. dbran lathatd, akkor a graf éleinek megfelel6 minden sziv
legaldbb az egyik irdnybdl 4t van hizva; ez éppen azt jelenti, hogy minden élnek
legaldbb egy végpontja X-beli.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a % i ' v v—v
: 1,
c ¥ y—
: § T
e 4
f —v—vyr—="
g 4
h
i
7.15. dbra

A kapott maximalis parositds és minimalis lefog6 ponthalmaz birtokdban pedig
a 7.1. szakaszban frtak szerint készitheté maximalis fliggetlen ponthalmaz, illetve
minimadlis lefogd élhalmaz. Az el6bbi esetben tehat (a 7.10. Allitasnak megfelelden)
az X-ben nem szerepl§ csticsok halmaza, Y = {b,e, g, h,i,1,6,7,8,9,10} fiiggetlen
ponthalmaz, amire |Y| = a(G) = 11. Az utébbi esetben pedig (a 7.11. Lemma (i)
allitasanak bizonyitdsa, illetve a 7.12. Tétel utan irtak szerint) az M éltal le nem
fogott csticsok halmaza {e,1,10}; 1gy ezekbdl egy-egy tetszbleges élt M-hez véve
minimdlis lefogé élhalmazt kapunk. Igy példdul a Z = MU {{e,4},{a,1},{a, 10}}
élhalmaz lefogd, amelyre |Z] = p(G) = 11.

A fenti feladatban vizsgalt pdros grifban tehdt nem csak v(G) és 7(G) értéke
egyezett meg (amit Koénig tételébdl, vagyis a 7.18. Kovetkezménybdl mar éltala-
ban is tudunk), hanem a(G) és p(G) értéke is. Figyelmet érdemel, hogy ez sem



7.2. PAROSITASOK PAROS GRAFBAN 99

véletlen: péros grafokban a 7.8. Allitasban litott a(G) < p(G) egyenldtlenség is
egyenl6séggel teljesiil.

7.20. Kovetkezmény. Ha a G pdros grdf nem tartalmaz izoldlt pontot, akkor rd
o(G) = p(G) teljesiil.

Bizonyitds: K6nig tételébdl (7.18. Kovetkezmény) tudjuk, hogy v(G) = 7(G), hi-
szen G péros graf. Gallai 7.12. Tételébdl pedig azt tudjuk, hogy o(G) + 7(G) =

és v(G) + p(G) = n igazak, ahol n a G cstcsainak a szdma. Ezekbdl egyiitt tehat
o(G) =n—1(G) =n—v(G) = p(G) valdban kovetkezik. O

A szakasz elején, a hozza befuté megrendeléseket teljesiteni igyekvd cég példa-
ja kapcsan mar lattuk, hogy gyakorlati alkalmazdsokban felvet6d probléma lehet,
hogy egy G = (A, B; E) péros grafban 1étezik-e A-t lefedd pdrositas. Erre a kérdésre
persze bizonyos értelemben mdr ismerjiik a vdlaszt: mivel |A|-ndl nagyobb pérosi-
tas nyilvan nem lehet G-ben, ezért A-t lefed6 parositds pontosan akkor 1étezik, ha
v(G) = |A[; ez pedig a javitéutas algoritmus futtatdsdval eldonthetS. Az aldbb ko-
vetkezd tétel mégis nagyon fontos — elsGsorban olyan helyzetekben, amikor nem
egy konkrét, adott G gréifra kell eldonteniink ezt a kérdést, hanem csak bizonyos
informaciok allnak rendelkezésiinkre G-rol.

Idézziik fel ismét a 7.14. Feladat b) részét: a 7.16. Lemma kimondasa utdn mar
lattuk, hogy az A UA, = {b,e,g,h,i} halmaz csicsainak minden szomszédja a

={2,3,4,5} csticsok koziil keriil ki. Ez a megfigyelés pedig méar énmagdban
is mutatja, hogy ebben a grafban nincs A-t lefed6 pérositas: ez nyilvanval6 abbdl,
hogy az A1 UA> halmazt alkoté 6t fiti mindegyike a B;-t alkot6 négy lany kozott ke-
resi a parjdt, igy legaldbb az egyikiiknek nyilvan nem juthat. Az aldbbi, Philip Hall
brit matematikustol, 1935-bSl szarmaz6 tétel ezt a megfigyelést altalanositja.

7.21. Definicié. Legyen G = (A,B;E) pdros grdf és X C A egy tetszdleges részhal-
maza A-nak. Ekkor az X szomszédsdganak nevezziik és N(X)-szel jeloljiik a B-nek
azt a részhalmazdt, ami azokbol a B-beli csiicsokbol dll, amiknek van (legaldbb
egy) szomszédja X -ben. Képletben:

N(X)={beB:3acX,{a,b} €E(G)}.

Igy példaul a 7.14. Feladat b) részének gréfjiban az X = {b, e, g, h,i} halmazra
N(X)=1{2,3,4,5}.

7.22. Tétel. (Hall tétele)
A G = (A, B;E) pdros grdfban akkor és csak akkor létezik A-t lefedd pdrositds, ha
minden X C A részhalmazra |N(X)| > |X| teljesiil.
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Bizonyitds: A feltétel sziikségessége nyilvanvald: ha 1étezik A-t lefedd parositas,
akkor |[N(X)| > |X| minden X C A esetén. Valéban, ha M egy A-t lefedd pérositas,
akkor az X elemeinek M szerinti szomszédai mind N(X)-ben vannak és paronként
kiilonb6zdk, igy N(X)-nek legaldbb |X| eleme van. (Vagy ugyanez mas megfogal-
mazdsban: ha egy X C A részhalmazra |[N(X)| < |X| teljesiilne, akkor — ahogyan azt
a tétel kimondasa el6tti példaban is lattuk — nem juthatna mar az X minden elemének
sem csupa kiilonbozd pér, igy nem 1étezhetne A-t lefedd pérositas.)

Most beldtjuk a feltétel elégségességét: ha [N(X)| > |X| minden X C A részhal-
mazra teljesiil, akkor van A-t lefed6 parositds G-ben. Futtassuk ugyanis a javitdutas
algoritmust a G grafra (tetszleges parositasbol inditva). Megmutatjuk, hogy az al-
goritmus leallasakor kapott M parositas lefedi A-t. Tegyiik fel ugyanis indirekt, hogy
nem ez a helyzet. Ekkor a 7.16. Lemma jeloléseit hasznalva N(A; UA;) = B; kovet-
kezik; valdban, a lemma allitasa szerint A; UA; és By U B3 k6z6tt nincs éle G-nek,
ezért az (A| UAy)-beliek minden szomszédja B,-beli. Tovdbba mivel |Az| = |Ba|
(hiszen A; és B; elemeit az M megfeleld élei parba allitjak) és A; # 0 (mert az M
nem fedi le A-t), ezért |A; UA;| > |B;|. Kovetkezik, hogy az X = A} UA; esetében
sériil az [N (X)| > |X| feltétel; ez az ellentmondds pedig bizonyitja a tétel dllitdsat. 0

7.23. Feladat. Egy kiranduldson n hazaspar vesz részt. El kellene osztani kozottiik
2n kiilonbo6z6 fajta csokit gy, hogy mindenki egyet kapjon. Tudjuk, hogy minden-
ki legalabb n fajtat szeret a csokik koziil. Tovabba minden emberre teljesiil, hogy
ha valamelyik fajta csokit nem szereti, akkor a hdzastarsa ezt a fajtat biztosan sze-
retni fogja. Bizonyitsuk be, hogy a csokik szétoszthatok igy, hogy mindenki olyat
kapjon, amit szeret.

Megoldas: A G = (A,B;E) péros graf A pontosztilyat alkossa a 2n résztvevs, a B-t
pedig a 2n csoki; egy embert akkor kossiink 6ssze egy csokival, ha az illets ezt a
fajta csokit szereti. Azt kell megmutatnunk, hogy G-ben létezik A-t lefed6 parosités.

Ezért Hall tételét hivjuk segitségiil. Legyen X C A egy tetszdleges részhalma-
za A-nak. Ha van olyan hazaspar, aminek X mind a két tagjat tartalmazza, akkor a
feladat szovege szerint N(X) = B (hiszen minden csoki szomszédos G-ben ennek
a hazasparnak legalabb az egyik tagjaval). Igy az ilyen X-ekre 2n = [N(X)| > |X|
nyilvan igaz. Ha viszont X minden hdzasparnak legfoljebb csak az egyik tagjat tar-
talmazza, akkor |X| < n, hiszen csak n hdzaspér van. De ha X legaldbb egy embert
tartalmaz, akkor |[N(X)| > n kovetkezik abbdl, hogy minden ember legaldbb n csokit
szeret. [gy ilyenkor |[N(X)| > n > |X|. Ha viszont X = 0, akkor persze N(X) = 0,
igy 0 = [N(X)| > |X| = 0 ebben az esetben is igaz.

Megmutattuk tehat, hogy |[N(X)| > |X| az A minden X részhalmazéra teljesiil,
igy Hall tétele szerint G-ben valéban létezik A-t lefedd parositas. O

Hall tételébdl konnyen valaszt kaphatunk arra a kérdésre is, hogy teljes parositas
létezése mitdl fiigg egy paros grafban. Bar az erre vonatkoz6 tétel alig kiilonbozik
a fentit6l és barmelyikbdl konnyen bebizonyithaté a masik, mégis, ezt az allitast az
alabbi formdjaban Georg Frobenius (1849 — 1917) német matematikusnak szoktdk
tulajdonitani.
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7.24. Kovetkezmény. (Frobenius tétele)
A G = (A,B;E) pdros grdfban akkor és csak akkor létezik teljes pdrositds, ha
|A| = |B| és minden X C A részhalmazra [N (X)| > |X| teljesiil.

Bizonyitds: A feltétel sziikségessége ismét nyilvanvalé: ha l1étezik G-ben teljes pa-
rosités, akkor |A| = |B| természetesen igaz és mivel egy teljes pdrositds egyben A-t
lefed§ pdrosités is, igy azt mdr beldttuk, hogy |N(X)| > |X| minden X C A részhal-
mazra teljesiil.

Megforditva, ha |[N(X)| > |X| minden X C A részhalmazra teljesiil, akkor Hall
7.22. Tétele miatt G-ben van A-t lefeds pdrositds. De mivel |A| = |B|, ezért egy ilyen
parositdsnak nyilvan B-t is fednie kell, igy az teljes parositds. Ezzel tehat a feltétel
elégségességét is belattuk. a

A szakasz végén még bemutatunk egy tovabbi olyan kovetkezményt is, ami sok
alkalmazasban el6keriil (és késébb a 8.6. Tételben is haszndlni fogjuk). Egy G gréafot
d-reguldrisnak mondunk, ha G-ben minden pont foka d.

7.25. Kovetkezmény. Ha a G = (A, B;E) pdros grdf d-reguldris, ahol d > 1 tet-
szoleges egész, akkor G-ben van teljes pdrositds.

Bizonyitds: Mivel G minden élének pontosan az egyik végpontja A-beli és minden
A-beli csdcsra d él illeszkedik, ezért G élszaméra |E| = d - |A| adédik. Hasonl6an
kapjuk, hogy |E| = d - |B|. Ezekbdl tehdt d - |A| = d - |B| és igy |A| = |B| ad6dik.

Legyen X C A tetszbleges és jelolje Ex az X csucsaira illeszkedd élek halmazat;
ezeknek a B-beli végpontja tehdt N(X)-beli. Hasonldan a fentiekhez, mivel minden
X-beli csdcsra pontosan d darab Ex-beli él illeszkedik, ezért |[Ex| =d - |X|. N(X)
csicsaira nem csak Ey-beli élek illeszkedhetnek, de annyi ezekrdl is elmondhatd,
hogy mindegyikre legf6ljebb d darab Ex-beli él illeszkedik; igy |Ex| < d- |N(X)].
Ezek 6sszevetésébdl d - |X| < d - |N(X)| és igy |X| < |N(X)| adédik.

Megmutattuk tehat, hogy a 7.24. Kovetkezmény feltételei teljesiilnek, igy G-ben
valéban 1étezik teljes parositas. O

7.3. Teljes parositas tetszoleges grafban

A 7.1. szakasz végén mdr emlitettiik, hogy maximalis pdrositds keresésére tetszdle-
ges grafban is ismert hatékony, polinomidlis algoritmus, ez azonban jéval bonyolul-
tabb a 7.2. szakaszban bemutatott javitéutas algoritmusnal. (Bér a javitéut 7.13. De-
finici6ja konnyen éltaldnosithatd tetszSleges grafokra és még a 7.17. Tétel megfe-
lelGje is igaz marad, a valédi problémat a javitoit keresése, illetve a l1étezésének
az eldontése okozza: amit paros grafokra a 7.2. szakaszban a BFS algoritmus egy-
szer(i mddositdsdval meg tudtunk oldani, az tetszSleges grafok esetében mar sokkal
komplikdltabb feladat.)

Ebben a szakaszban csak a (nem feltétlen paros) grafok parositisairdl sz6l6
legalapvet&bb tételt fogjuk bemutatni, ami Frobenius tételét (7.24. Kovetkezmény)
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altaldnositja: arra a kérdésre valaszol, hogy mit6l fiigg egy tetszdleges grafban teljes
pdrositds 1étezése. Ez a tétel jol illusztrdlja azt is, hogy a tetsz8leges (vagyis nem
feltétlen paros) grafok parositdsaival kapcsolatos problémaék jéval komplikaltabbak,
mint a paros grafok esetében.

Idézziik fel a 7.2. Feladatot: megmutattuk, hogy az abban szerepld tiz cstcsi
grafban nincs teljes pérositds, mert v(G) = 4; ennek a kulcsa pedig a négy csicst
X ={b,d,g,i} lefogé ponthalmaz volt. Az X lefogé voltit fogalmazhatjuk ugy is,
hogy ennek a négy csicsnak az elhagydsa esetén a maradék grafnak mar egydlta-
14n nem volna éle; vagyis hat egyetlen csicsi komponens maradna. Latni fogjuk,
hogy ez a jelenség egyben példa az aldbbi tétel dllitasara is; a tétel kulcsgondolata
ennél annyival dltaldnosabb, hogy az elhagyott pontok szdmdt nem csak a kapott
grif egyetlen csicsi komponenseinek a szamaval hasonlitja 6ssze, hanem az 6sszes
paratlan csucsszdmu komponensek szamaval.

A kovetkez6, William T. Tutte (1917 — 2002) brit matematikustol, 1947-bol
szdrmazd tétel kimonddsdhoz két egyszer( jelolést vezetiink be. Ha adott a G graf
csucsainak X C V(G) részhalmaza, akkor G — X jeloli azt a grafot, amit G-bdl az
X csticsainak (és az azokra illeszkedd éleknek) a torlésével kapunk; mds megfogal-
mazdsban: G —X a V(G) \ X cstcshalmaz dltal feszitett részgrafja G-nek. Tovabba
tetszSleges H gréf esetén ¢, (H) jeloli a H paratlan sok csticsot tartalmazé kompo-
nenseinek a szamat. (Példdul ha H 0sszefiiggd, akkor ¢, (H) értéke 0 vagy 1 attél
fiiggden, hogy H cstcsainak a szdma paros vagy pératlan.)

7.26. Tétel. (Tutte tétele)
A G grdfban akkor és csak akkor létezik teljes pdrositds, ha a csiicsok minden
X CV(G) részhalmazdra c,(G —X) < |X| teljesiil.

Mas szdval: pontosan akkor 1étezik teljes parositds G-ben, ha G-b&l barhogyan
k darab csucsot elhagyva a kapott graf paratlan sok csicsi komponenseinek a szama
legfoljebb k. Erdemes kiilon felhivni a figyelmet arra, hogy ennek a feltételnek k = 0
(vagyis a tétel fenti alakja szerint: X = 0) esetén is teljesiilnie kell; ez pedig éppen
annyit jelent, hogy G-nek minden komponense pdros sok cstcsu kell legyen (ami
nyilvan sziikséges a teljes parositds 1étezéséhez, de onmagaban nem elégséges).

Visszatérve a 7.2. Feladat példdjdra: az ott latott G graf és X = {b,d, g,i} esetén
|X| =4 és c,(G—X) = 6, mert X elhagyédsa utdn hat darab egy csticsti komponens
keletkezik; igy a 7.26. Tétel is mutatja, hogy G-ben nincs teljes parositas.

Tutte tételének a bizonyitdsa mar kicsit nehezebb, itt csak a feltétel sziikséges-
ségét igazoljuk.

A sziikségesség bizonyitdsa a 7.26. Tételben: Azt kell tehat megmutatni, hogy ha
G-ben van teljes parositds, akkor minden X C V(G) esetén ¢, (G —X) < |X]| teljesiil.
Rogzitsiink le G-ben egy M teljes pérositdst és valasszunk egy tetszbleges X C V(G)
részhalmazt. Tegyiik fel, hogy X elhagyésa utdn a kapott grafnak ¢ darab pératlan
sok csucsti komponense van; jelolje ezeket Cy,C; ..., Cy.

Vilasszunk most ki egy tetszdleges C; pdratlan komponenst G-ben. Ekkor C;
minden csucsdra is illeszkedik M-beli €, hiszen M teljes parositds. Mivel azonban
Ci-nek pdratlan sok csucsa van, ezért legalabb egy C;-beli csticsnak az M szerinti
parja C;-n kiviil kell legyen. Vdlasszunk ki minden Cj-hez egy-egy ilyen csticsot
(ami tehat egy C;-beli cstics C;-n kiviili parja) és jelolje ezt v;.

Ekkor v; € X minden i € {1,...,¢} esetén; valéban, mivel az X elhagydsa utin
C; kiilon komponenst alkot, ezért a C;-beli csicsok minden G-beli szomszédja csak
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C;-ben vagy X-ben lehet (és v;-r6l tudjuk, hogy nem Cj-beli). Mdsrészt a v; csticsok
nyilvan mind kiilonb6z8k, hiszen M egy parositas.

Ebbdl tehdt kovetkezik, hogy X-nek legaldbb ¢, (G — X) = £ csticsa van, amivel
tehdt a 7.26. Tétel feltételének a sziikségességét belattuk. a

7.27. Feladat. Létezik-e teljes parositds az aldbbi G grafban?
a b c d

Megoldds: Legyen X = {f,g}. Ekkor az X elhagydsdval kapott G — X graf
a 7.16. abran lathato.

a b c d
o—0
h
e
o o
i j k l

7.16. abra

Latszik, hogy (G — X)-nek 6t komponense van, amik koziil négy (az a, b és e,
illetve a h, k és | csucsokbdl all6 haromszogek, valamint az i és j izolalt csicsok)
paratlan sok csicsuak, egy pedig (a ¢ és d cstcsokbdl, illetve a koztiik futé élbsl
allo) paros. Ezért cp(G — X) = 4. Mivel tehit 4 = ¢, (G — X) > |X| = 2, ezért Tutte
tétele szerint G-ben nincs teljes pérositds. m|



8. fejezet

Grafok élszinezése

Egy iskola érarendtervezési feladata (egyszerfisitett formédban) a kovetkezd lehet.
Adottak az osztdlyok (vagy tanul6i csoportok) és a tandrok, valamint ismert min-
den osztdly és tandr esetén, hogy az adott tanir ennek az osztdlynak tart-e ordt és
ha igen, akkor egy héten hanyat. A feladatunk az, hogy beosszuk az iskola egy hé-
ten megtartand6 Osszes Ordjat egy o6rds idésavokba tgy, hogy minden osztalynak
és tandrnak egy idésavban legfoljebb egy 6rdja lehessen. (Ebben az egyszertisitett
modellben tehét feltételeztiik, hogy az id6savok felcserélheték — ami egy valds hely-
zetben nyilvén csak korldtozottan volna igaz.) A helyzetet egy G = (A, B; E) péros
gréaffal dbrdzolhatjuk, ahol A az osztilyokbdl, B pedig a tandrokbdl 4ll és minden
a € A osztdly és b € B tandr esetén annyi parhuzamos él fut G-ben a és b kozott,
ahdny 6rdja az a osztilynak a b tandrral egy héten van (ami lehet nulla is). Ekkor
az iskola megtartand6 6rdit a G élei reprezentéljék, igy E(G)-t kell felosztani az
idésavoknak megfeleld részhalmazokra. Ezt szemléletesebbé tehetjiik azzal az at-
fogalmazdssal, hogy G éleit megszinezziik: példdul a piros szinii élek felelnek meg
a hétfon 8-kor kezddds iddsavnak, a kék élek a hétfén 9-kor kezd6dbnek, stb. Az
a kovetelmény pedig, hogy minden osztilynak és tandrnak egy idésdvban csak egy
ordja lehessen annak felel meg, hogy minden v € AU B cstics esetén a v-re illeszkedd
élek kozott ne lehessen azonos szinli. Az ezt kielégitd élszinezések kozott is nyilvan
olyanra van sziikség, ami a lehetd legkevesebb szint haszndlja: ez felel meg annak,
hogy a legkevesebb id6savot haszndlva szeretnénk elkésziteni az iskola 6rarendjét.

A fenti példa csak egy a szamtalan olyan alkalmazas koziil, ami grafok éleinek
a szinezését kivanja meg az alabbi definicid szerint.

8.1. Definicid. Legyen G egy grdf és k > 1 egész szam. A G grdf k szinnel élszi-
nezhetd, ha G minden éle kiszinezhetd k adott (tetszbleges) szinnel 1igy, hogy G
bdrmely két szomszédos (vagyis kozos csicsra illeszkedd) élének a szine kiilonbo-
z0. A G élkromatikus szdma k, ha G k szinnel élszinezhetd, de (k — 1)-gyel mdr
nem. G élkromatikus szdmdnak a jele: X.(G).

Lathat6, hogy ez a definici6 analég a 6.1. Definicidval: a kiilonbség csak annyi,
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hogy cstcsok helyett most az éleknek kell szint adni.

8.2. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi G graf élkromatikus szdmat, x,(G)-t.
b c

e f

Megoldds: G élei megszinezhetSk négy szinnel, példaul az alabbi dbra szerint.

b c

e f

Annak indokldsdhoz, hogy ennél kevesebb szin nem elég, tekintsiik példaul a
b csucsra illeszkedd négy élt: ezek koziil barmely kettd szomszédos (hiszen a b-re
illeszkednek), igy koziiliik semelyik kettd nem szinezhetd azonos szintire. Igy mar
ehhez a négy élhez is feltétlen sziikség van négy kiilonbozo szinre.

Megmutattuk tehdt, hogy G élei megszinezhet6k négy szinnel, de hdrommal
nem, igy x.(G) = 4. a

A fenti megoldasban megfigyelhetjiik, hogy mind a négy felhasznalt szin ese-
tén az ilyen szinfire festett élek fiiggetlen élhalmazt alkotnak G-ben; példdul az
M = {{a,e},{b,f},{c,d}} pérositds a piros €lek halmaza. Ez nyilvan 4ltaldban
is igaz, hiszen az élszinezés 8.1. Definici6ja éppen azt koveteli meg, hogy azonos
szint élek ne illeszkedjenek kozos csicsra — mas szdval: ezek fiiggetlen élhalmazt
alkotnak. Igy egy graf élszinezését felfoghatjuk gy is, hogy a graf élhalmazét paro-
sitdsokra bontjuk fel. Ez a megfigyelésiink anal6g azzal, amit a 7.6. Definici6 utén,
a fiiggetlen ponthalmazokkal kapcsolatban {rtunk: a grafok csticsainak szinezésekor
az azonos szinnel szinezett ponthalmazok fiiggetlenek.

A gréifok cstcsainak szinezésekor nagyon hasznosnak bizonyult a klikkszam
fogalma (lasd a 6.3. szakaszt): ha taldlhaté G-ben k csics ugy, hogy koziiliik bar-
mely ketté szomszédos, akkor mdr ezekre is & kiilonboz6 szint kell haszndlni, igy
X(G) > k. Az ezzel analdg, élszinezésekre vonatkozé gondolatot mér a 8.2. Feladat
megoldasaban is hasznaltuk: mivel a b-re illeszked$ négy él koziil barmely kettd
szomszédos volt, ezért x,(G) > 4. A csdcsok szinezése kapcesan haszndlt klikkszdm
fogalmdnak tehat élszinezések esetén a maximalis fokszdm felel meg: A(G)-vel je-
16ljiik egy G graf csticsainak fokszamai koziil a legnagyobbat.
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8.3. Allitas. Minden (hurokélmentes) G grdfra A(G) < x.(G) teljesiil.

Bizonyiids: Legyen v egy A(G) foki cstics G-ben. Ekkor a v-re illeszked§ A(G)
darab élnek G tetszdleges élszinezésében csupa kiilonboz szint kell kapnia. Igy
G minden élszinezése legaldbb A(G) szint hasznél, amibdl A(G) < x.(G) valéban
kovetkezik. |

A fenti dllitdsban a hurokélmentességet csak azért kellett kikotni, mert a csicsok
fokat kordbban tigy definidltuk, hogy a hurokélek a fokszamot kett6vel novelik; él-
szinezés szempontjdbdl viszont a hurokélek is csak egy Uj szint tennének sziiksé-
gessé. A 6. szakasz elején elmondtuk, hogy a grafok csicsainak szinezése kapcsin
csak egyszerti grafokkal érdemes foglalkozni. Elszinezések esetében azonban nem
ez a helyzet: a szakaszt bevezetd érarendtervezési feladat példaja is mutatja, hogy
gyakorlati alkalmazdsokban is felmeriil pairhuzamos éleket tartalmazé grafok élszi-
nezése; alabb latni fogjuk, hogy ebben a témdban ez egyéltalan nem részletkérdés.
Hurokélek azonban még az érarendtervezési feladat grafjaban sem voltak és konny
végiggondolni, hogy ezeknek altalaban sincs jelentSsége: egy hurokéleket is tartal-
maz6 graf élszinezési feladatat 1ényegében megoldjuk, ha az 6sszes hurokél elha-
gyasaval kapott graf éleit szinezziik meg a lehetd legkevesebb szinnel.

Fentebb mdr emlitettiik, hogy a 8.3. Allitds az élszinezésekre vonatkozé megfe-
lelje az ®(G) < x(G) 6sszefiiggésnek (6.11. Allitds). Az ut6bbi esetében is felme-
riilt a kérdés: lehet-e tetsz6legesen nagy a kiilonbség a két oldal kozott? A valasz az
o(G) < x(G) egyenlbtlenség esetén igenld volt: ez kovetkezett a 6.14. Tételbsl. A
A(G) < x.(G) osszefiiggés esetében mdr izgalmasabb a vélasz — legaldbbis egy-
szer(i grafok esetében. Ez kovetkezik az aldabbi, Vagyim G. Vizing (1937 —2017)
szovjet matematikustol, 1964-bdl szarmazo, itt bizonyitds nélkiil kozolt tételbdl.

8.4. Tétel. (Vizing tétele)
Minden G egyszerii grdfra x.(G) < A(G) + 1 teljesiil.

Vizing tételébsl és a 8.3. Allitdsbol egyiitt tehat kovetkezik, hogy ha G egy-
szer( graf, akkor az élkromatikus szdma A(G) vagy A(G) + 1. Vizing tételének a
bizonyitasabol rdadasul egy hatékony, polinomidlis algoritmus is kiolvashat6 egy G
egyszerli graf A(G) + 1 szinnel val6 élszinezésére. Az érdekesség kedvéért azonban
megemlitjiik, hogy annak az eldontése, hogy egy G egyszerd graf A(G) szinnel is
élszinezhet6-e mar nagyon nehéz feladat: ez is azok koz€ a problémdk koz¢€ tartozik,
amelyekre nem ismert és valdsziniileg nem is 1étezik polinomidlis algoritmus (noha
ez nem bizonyitott tény).

Fontos azonban hangsilyozni, hogy Vizing tétele csak egyszerti grafokra vo-
natkozik; egy nem egyszeri graf élkromatikus szdma lehet nagyobb, mint A(G) + 1.
Legyen példdul G az a graf, amit egy haromszogbdl nyeriink gy, hogy annak mind-
harom élét helyettesitjiikk k& parhuzamos éllel, ahol k > 2 tetszdleges egész. Ekkor
A(G) = 2k, hiszen mindhdrom cstcsra 2k él illeszkedik. Mdsrészt x,(G) = 3k, mert
G-nek Osszesen 3k éle van €s ezek koziil barmely kettd szomszédos (mert valame-
lyik cstcsban taldlkoznak), igy minden élt csupa kiilonb6z6 szintire kell festeni. Ez
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apélda egyben azt is mutatja, hogy a A(G) < x.(G) egyenl6tlenség két oldala kozott
barmekkora lehet a kiilonbség, ha nem kotjiik ki, hogy G egyszer( graf.

A 6.14. Tételbdl valgjaban tobb is kideriil, mint hogy az @(G) < x(G) egyen-
I6tlenség két oldala kozott tetszSlegesen nagy lehet a kiilonbség: azt is megtudjuk
beldle, hogy x(G) az ©(G)-nek semmilyen fiiggvényével nem becsiilhet§ feliilrgl.
Vagyis nem létezik olyan f : N — N fiiggvény, amire ¥ (G) < f(@(G)) mindig igaz
volna. Valéban, ez kivetkezik abbdl, hogy x(G) olyan grafokra is tetszGlegesen
nagy lehet, amikre 0(G) = 2.

Ha ugyanezt a kérdést a A(G) < x.(G) egyenlGtlenségre vizsgéljuk, ak-
kor a vilasz mds lesz — még nem feltétlen egyszerld grafok esetében is. Ha
a 6.2. szakaszban latott mohé eljarast élszinezésekre adaptiljuk (ami konnyen
megtehetd), akkor a 6.7. Allitds bizonyitdsdval analég médon konnyen belét-
hat6, hogy x.(G) <2-A(G)—1. Ennél erGsebb fels§ korldt kovetkezik Cla-
ude Shannon (1916 —2001) amerikai matematikus 1949-ben bizonyitott tételébdl:
Xe(G) < L%A(G)J igaz minden G grafra (tehdt nem csak az egyszer(i grafokra). Fen-
tebb lattuk, hogy arra a G gréifra, amit egy haromszogbdl nyertiink minden élének
k parhuzamos éllel valé helyettesitésével A(G) = 2k és x.(G) = 3k teljesiilt; ez a
példa tehdt mutatja, hogy Shannon tételében a %—es szorzé mar nem javithato.

8.5. Feladat. Hatdrozzuk meg a tizenegy csticsu teljes graf élkromatikus szadmat,
Xe (K 11 )'et'

Megoldds: K, minden cstcsénak a foka tiz, igy A(K;1) = 10. Meg fogjuk mutatni,
hogy Kj; élei nem szinezhetSk meg tiz szinnel, vagyis x.(Ki1) > 10. Mivel Vizing
8.4. Tételébdl x.(Ki1) < 11 kovetkezik, ezért ezekbSl x. (K1) = 11 adédni fog.

Tegyiik fel ezért indirekt, hogy K éleit megszineztiik tiz szinnel, legyen ezek
koziil egy a piros. Mivel minden cstcs foka tiz és a szinek szdma is tiz, ezért minden
csucsra kell illeszkedjen piros szinfi €l (és persze ugyanez a tobbi szinrdl is elmond-
haté volna). Mivel egynél tobb piros él persze egy csucsra sem illeszkedhet, ezért
ebbdl kovetkezik, hogy a piros élek teljes parositast alkotnak K;-ben. Ez azonban
nyilvén lehetetlen: paratlan csicst grafban nem létezhet teljes parositas.

Igy tehét K1 élei nem szinezhetSk meg tiz szinnel, ezért x, (K1) =11. O

A fenti megoldés tizenegy helyett természetesen tetszéleges paratlan szdmra is
miikodne. A megoldds érdekessége, hogy gy hatdroztuk meg K élkromatikus sza-
madt, hogy kozben nem szineztilk meg Kj; éleit; ehelyett Vizing tételére hivatkoz-
tunk. Persze meg lehetne adni K;; egy helyes élszinezését tizenegy szinnel, de ez
egyaltalan nem volna magatdl értet6dd (bar nem is kiilondsebben nehéz).

Tobbszor taldlkoztunk mar azzal a jelenséggel, hogy egy grafelméleti probléma
tetsz6leges grafokra nagyon nehéz, de bizonyos gyakorlati alkalmazdsokban meg-
jelend specidlis grafokra hatékonyan megoldhatéva valik. fgy példéul polinomidlis
algoritmussal kiszdmithat6 egy adott intervallumrendszer altal reprezentdlt G in-
tervallumgréfra x(G) értéke (1dsd a 6.17. Tételt) vagy 7(G) és o(G) értéke pdros
grafokra (lasd a 7.2. szakaszt), mikdzben ezekre a feladatokra tetszdleges grafok
esetén nem ismert €s nem is varhaté polinomidlis algoritmus. Az aldbbi, szintén
K&nig Dénestdl, 1916-bdl szarmazé tétel szerint az élszinezési feladat is konnyebb
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paros grafokra; marpedig a szakasz elején latott érarendtervezési feladatbol kidertilt,
hogy ez a kérdés alkalmazasokban is felvet6ds, fontos probléma. Erdemes kiilon ki-
emelni, hogy az aldbbi tétel nem csak egyszerii grafokrol sz6l, hanem tetszdleges,
akdr parhuzamos éleket is tartalmazé paros grafokrol is.

8.6. Tétel. (Konig élszinezési tétele)
Minden G = (A,B; E) pdros grdfra X.(G) = A(G) teljesiil.

Bizonyiids: Legyen d = A(G). A tételt el§szor abban az esetben bizonyitjuk be, ha
G-ben minden pont foka d, vagyis G d-reguldris. A d = 0 esetben az allitds igaz (bar
érdektelen): ilyenkor G-nek nincs éle, igy x.(G) = 0. Ha d > 1, akkor a 7.25. K6-
vetkezmény szerint G-ben 1étezik egy M; teljes pdrositds. Szinezziik ki M, éleit
1-es sziniire (mondjuk pirosra), majd hagyjuk el ket G-bdl. A kapott G graf nyil-
vén (d — 1)-reguldris, hiszen minden csticsdra pontosan egy M, -beli él illeszkedett,
amit elhagytunk. gy ha d — 1 > 1, akkor G;-re ismét alkalmazhat6 a 7.25. Ko-
vetkezmény: Gi-ben is létezik egy M, teljes pdrositds. Szinezziik M, éleit 2-es
szintire (mondjuk kékre) és ezeket is hagyjuk el Gi-bdl. A kapott G, graf most
(d —2)-reguldris, stb. Ennek az eljardsnak a folytatdsdval, a 7.25. Kovetkezmény
d-szer valé egymas utan alkalmazéasdval valéban egy helyes, d szinnel val6 élszi-
nezését kapjuk G-nek: a d-edik teljes parositds kiszinezése és elhagydsa utdn mar
minden pont foka nulla, igy ezen a ponton mar valéban G minden éle szinezett.
Rd4adasul mivel minden teljes pédrositds esetén Uj szint haszndltunk, ezért minden
csucsra d kiilonbozd szind él illeszkedik.

Térjliink most rd arra az esetre, amikor G nem d-reguldris, van kisebb foku cstcsa
is. A bizonyitas kulcsa az lesz, hogy G-t kiegészitjiik tovabbi élekkel és esetleg
csucsokkal gy, hogy d-reguldris grafot kapjunk. Ha |A| # |B|, akkor A és B koziil a
kisebbikhez vegyiink fel annyi 4j csicsot, hogy azonos méretiiek legyenek. A kapott
grafban vélasszunk egy tetszSleges olyan a € A, b € B csucspart, amikre d(a) < d
és d(b) < d teljesiil és kossiik 6ssze a-t és b-t egy 1j éllel (akkor is, ha esetleg
mar szomszédosak voltak); majd ezt folytassuk egészen addig, amig 1étezik ilyen
csucspér. Az eljards végén kapott gréfot jeldlje G'.

Megmutatjuk, hogy G’ mér d-reguldris. Jel6lje ehhez G’ éleinek a szdmat m.
Mivel a fenti bekezdésben {rt, az élek hozzavételébol 4llé folyamat megallt, ezért
A és B koziil legaldbb az egyikben mar minden pont foka d; tegyiik fel, hogy ez
példdul A-ra igaz. Ekkor tehdt m = d - |A|, hiszen minden élnek pontosan az egyik
végpontja A-beli. A B csucsai nyilvan legfoljebb d fokidak, hiszen ez kezdetben igaz
volt (d = A(G) miatt) és dj éleket csak d-nél kisebb foki csicshoz vettiink hozza.
Ha tehdt 1étezne B-ben d-nél kisebb foki cstics, akkor ebbl m < d - |B| kovetkezne.
Azonban |A| = |B| miatt d - |A| < d - |B| lehetetlen, igy valéban nem létezhet B-ben
sem d-nél kisebb fok cstcs.

Tehat G’ d-reguldris, igy a bizonyitds els§ bekezdésében firtak szerint d szinnel
élszinezhetS. Mivel azonban G minden éle szerepel G'-ben is, ezzel G-nek is meg-
adtuk egy helyes élszinezését d = A(G) szinnel. Ebbél x.(G) = A(G) a 8.3. Allités
szerint valéban kovetkezik. O
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Megjegyezziik, hogy a fenti bizonyitdsban a 7.25. Kovetkezményt olyan paros
grafra alkalmaztuk, ami nem feltétlen egyszerd, lehetnek benne parhuzamos élek;
ez azonban nem okoz problémdt, mert a 7.25. Kovetkezmény nem csak egyszer(i
grafokra vonatkozik (és ilyen feltevésre annak a bizonyitdsdban sem volt sziikség).

Fontos kiemelni, hogy a fenti tétel bizonyitdsdbdl egy hatékony, polinomidlis al-
goritmus is kiolvashat6 egy péaros graf A(G) (vagyis optimdlis szdmu) szinnel val6
élszinezésére: ehhez el6szor G-t d-regularis graffa kell kiegésziteni, majd a 7.2. sza-
kaszban latott javitéutas algoritmussal d-szer egymads utan teljes parositast keresni.

Bemutatunk egy masik bizonyitast is a 8.6. Tételre, ami egyrészt nem épit a pa-
rositasokrdl kordbban tanultakra, masrészt még hatékonyabb algoritmus olvashat6
ki belble, mint a fenti bizonyitasbodl.

A 8.6. Tétel egy alternativ bizonyitdsa: Lefrunk egy algoritmust, ami G éleit meg-
szinezi A(G) darab szinnel; ebbdl a tétel a 8.3. Allitds szerint kovetkezik.

Jelolje G éleit ey, e, . .., e,. Az algoritmus egymads utan foglalkozik G éleivel és
a sorra keriil§ élt mindig megszinezi a rendelkezésre 4116 A(G) szin valamelyikével
(mégpedig helyesen, vagyis szomszédos élek kiilonbozd szint kapnak). Ekozben
el6fordulhat, hogy a kordbban mar megszinezett élek egy részét t kell festeni mas
szinfire, de semelyik él nem valtozik vissza szintelenné.

Tegyiik fel tehat, hogy az eq,ey,...,e;—1 élek mar kaptak valamilyen szint és
legyen e; = {u,v}, ahol u € A és v € B. Mivel u-ra és v-re is legf6ljebb A(G) él
illeszkedik, de ezek kozott még van szintelen (nevezetesen e;), ezért mindkét cstcs-
nak van szabad szine — vagyis olyan szin, amilyen szin{ él még nem illeszkedik a
csucsra. Ha u-nak és v-nek van kozos szabad szine, akkor persze ¢; megkaphatja ezt
a szint és készen vagyunk. Tegyiik fel, hogy nem ez a helyzet.

Legyen u egy szabad szine a piros, v egy szabad szine a kék. Legyen C a G-nek
az a részgrafja, ami (G Osszes csicsdbol és) a jelenlegi szinezés szerint pirosra vagy
kékre szinezett élekbdl 4ll. Ha 1étezne C-ben u és v kozott egy P t, akkor P éleinek
szine nyilvéan véltakozva piros és kék volna, kiilonben egy csicsra két azonos szinii
él illeszkedne; tovabba P-nek az u-ra illeszked§ éle kék, a v-re illeszked6 éle pedig
piros kellene legyen, mert u-nak a piros, v-nek a kék szabad szine. Ebbol kovetke-
z0en egy ilyen P ut csak paros sok €l lehetne. Ez viszont lehetetlen, hiszen u € A
és v € B miatt u és v kozott csak paratlan hosszu 1t 1étezhet.

Ebbdl tehdt az kovetkezik, hogy u és v kozott nincs Ut C-ben, vagyis u és v C-nek
két kiilonb6z6 komponensébe esik. Fessiik at a C u-t tartalmazé komponensében a
kék éleket pirosra, a piros éleket kékre. Ezzel a szinezést nyilvan nem rontottuk el,
viszont mostant6l az u-nak a kék szabad szine lesz. Mivel v nem esik ebbe a kom-
ponensbe, ezért a kék v-nek is szabad szine maradt. Igy az e¢; é] kékre szinezésével
tovabbra is helyes szinezést kapunk. a

Megjegyezziik, hogy a fenti bizonyitdsban szereplé C graf minden komponen-
se ut vagy kor kell legyen és u és v is egy-egy C-beli tit végpontja; ez kovetkezik
abbdl, hogy C-ben minden pont foka legfoljebb kettd (hiszen minden cstcsra legfol-
jebb egy piros és egy kék él illeszkedhet) és u és v egy foku (mert u-ra piros, v-re kék
él nem illeszkedik). Ezzel az egyszerti megfigyeléssel pedig jelentGsen egyszertisit-
hetd az u-t tartalmaz6 komponensben zajl6 szincsere az algoritmus végrehajtasakor,
hiszen csak az u végponti C-beli tt élein kell a két szint felcserélni.



9. fejezet

A maximalis folyam feladat

Tegyiik fel, hogy a G irdnyitott graf egy olyan hédldézatot reprezentdl, amin valami-
lyen termék szallitdsa zajlik. Lehet sz6 példaul dthaldzatrél, amin forgalom halad 4t;
vagy egy csbhaldzatrél, amin olajat vagy vizet széllitanak; de akar egy szamit6gép-
héldzatrél is, amin informdaciét tovabbitanak — hosszan lehetne még sorolni a pél-
ddkat. Ismert a hal6zat minden elemének, vagyis G minden e élének a kapacitd-
sa, ami azt mondja meg, hogy egy id6egység alatt mennyi terméket lehet dtjuttatni
e-n. Ezen kiviil adott még két kitiintetett cstcs: s a fermeld, a széllitandé termék
kiindul6pontja és ¢ a fogyaszto, a célallomas, ahova a terméket el kell juttatni. A
megvdlaszoland6 kérdés pedig az, hogy mi az a maximalis termékmennyiség, amit
a hélézaton (vagyis G-n) el lehet juttatni s-bdl #-be 1igy, hogy minden élre az azon
atjuté termékmennyiség nem haladja meg az €l kapacitdsat; illetve természetesen az
is kérdés, hogy ezt a maximalis mennyiséget hogyan lehet eljuttatni.

Ebben a fejezetben ennek a gyakorlati alkalmazdsok szempontjdbdl igen fontos
algoritmikus feladatnak a megolddsardl lesz sz6. Nagyon 1ényeges azonban hang-
sulyozni, hogy a fenti bekezdés ugyan ad egy intuitiv képet a feladatrél, de nem
definidlja azt. Az aldbbiakban ezt az intuitiv képet kitoltjiik preciz matematikai tar-
talommal és ezéltal pontosan definidljuk a maximadlis folyam feladatot. A kovetkezd
definici6 a probléma bemenetét fogalmazza meg.

9.1. Definicié. Legyen adott a G = (V,E) irdnyitott grdf, annak az s,t € V(G)
egymdstol kiilonbézd csiicsai és a ¢ - E — RT U{0} kapacitds fiiggvény (ami te-
hdt minden e € E élhez egy nemnegativ c(e) kapacitds értéket rendel). Ekkor a
(G, s,t,c) négyest hdl6zatnak nevezziik.

A bevezet6ben mdar emlitettiik, hogy a hédldézat kifejezést sokféle értelemben
hasznéljdk mind a k6znyelvben, mind a szakirodalomban, gyakran a graf fogalma-
val 1ényegében azonos jelentéssel; a fenti definicié szerint viszont a most targyalt
témdban specidlis jelentéssel bir. A 9.1. dbra egy hal6zatot mutat, az élek kapacita-
sait a zardjelben all6 szamok mutatjdk.
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9.1. abra

A maximadlis folyam feladat bemenete tehdt egy halézat a fenti definici6 értel-
mében. Nehezebb kérdés, hogy hogyan adjuk meg a probléma kimenetét; vagyis
hogyan irjuk le a szdllitand6 termékbdl egy adott mennyiség eljuttatdsdnak a modjat
s-b8l -be? A vdlasz az, hogy minden e élre megadjuk az azon dthaladé termék f(e)
mennyiségét. Természetesen ezeknek az f(e) értékeknek értelemszer( feltételeket
kell kielégiteniiik: egyrészt nemnegativaknak kell lenniiik és nem haladhatjak meg
az adott €l kapacitdsat; masrészt pedig minden s-t6l és ¢-t6l kiillonbozd v csucsra
teljesiilnie kell annak, hogy v-ben se nem keletkezik, se nem nyelddik el termék.
Ehhez az utébbi, folyammegmaraddsi feltételnek is nevezett kovetelményhez a v-be
beléps és a v-bil kiléps éleken is Gssze kell adni az f(e) értékeket és el§ kell irni,
hogy ezek mindig egyenldk legyenek. Mivel az aldbbiakban ilyen 6sszegek gyakran
keriilnek majd eld, bevezetjiik az alabbi jeloléseket:

Y, fle)=Y {f(e): e végpontja v}

Y. fle)=Y {f(e): e kezdpontja v}

9.2. Definici6. Egy adott (G,s,t,c) hdlozat esetén folyamnak nevezziik az
fE —RTU{0} fiiggvényt, ha rd az aldbbi feltételek teljesiilnek:

(1) 0< f(e) < c(e) minden e € E(G) él esetén;

(2) Z fle)= Z f(e) mindenv € V(G), v # s,t csiics esetén.

e.ve— e:Ve—

Bérmely hélézatban folyam példdul az azonosan nulla fiiggvény: ha f(e) =0
minden e € E(G) élre, akkor nyilvén teljesiil a fenti definicié minden kévetelmé-
nye. A 9.1. dbra hél6zatdban pedig a 9.2. dbrdn, a zdrdjelen kiviil 4116 kék értékek
adnak meg egy folyamot. Valéban, minden élen nulla és az adott él kapacitisa kozti
értékek allnak és a folyammegmaradasi feltételek is teljesiilnek; az utébbit példaul
a g csticsra ellendrizve: Y f(e)=66és Y, f(e)=5+0+1=6.

e qe— e:qe—
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9.2. abra

A maximalis folyam feladat kimenete tehat egy f folyam lesz a 9.2. Definici6 ér-
telmében — de természetesen nem mindegy, hogy milyen. Hogyan mérjiikk meg, hogy
az f mennyi terméket szallit s-bol t-be? A valasz egyszer(: ez a mennyiség az s-et
elhagy6 termék netté6 mennyisége; itt a ,,nettd” jelzd arra utal, hogy ha valamilyen
okbdl a halézat s-be belépd éleket is tartalmaz és a folyamértékek Osszege ezeken
pozitiv, akkor ezt az 6sszeget le kell vonni az s-bdl kilépd 6sszfolyammennyiségbdl.
Valdban: ha példdul s része egy C kornek és C minden e élén f(e) = 1, akkor intuiti-
ve vildgos, hogy az s-bdl kilépd C-beli élen széllitott egy egységnyi termék nem jut
el 7-be, hanem C mentén visszaérkezik s-be. Mivel azonban s-t6l1 és 7-t61 kiilonbozd
csucsokban se nem keletkezik, se nem nyelddik el termék, ezért szintén intuitive
érezhet6 (de kés6bb ezt igazolni is fogjuk, 14sd a 9.8. Alll’tést, illetve az utdna ko-
vetkez8 megjegyzést), hogy az s-et elhagyd netté mennyiség meg is érkezik z-be —
vagyis egyenld a t-be érkez6 netté mennyiséggel (ahol a ,,nettd” jelz6 ismét arra
utal, hogy a 7-bdl kilépd éleken vett 6sszeget — ha ilyenek vannak — le kell vonni a

t-be érkezd éleken vett 6sszegbdl).

9.3. Definici6. A (G,s,t,c) hdlézatban adott f folyam m-fel jelolt értéke:

mp= Y, fle)— Y fle).

e:se—y e 58—

Igy példaul a fenti abran lathat6 f folyam értéke: m r=15+4=09. Lithat6 az is,
hogy ez valéban megegyezik a t-be érkez6 6 4+ 3 = 9 mennyiséggel.

Ezzel elérkeztiink arra a pontra, hogy precizen kitlizhetjiik a maximadlis folyam
feladatot: egy, a 9.1. Definici6 szerint adott hdlézat esetén keresiink egy, a 9.2. De-
finiciénak megfeleld f folyamot tigy, hogy annak a 9.3. Definici6 szerinti m s értéke
maximalis legyen.

Lényeges tehat hangsilyozni: a maximalis folyam feladat kapcsan (is) szét kell
valasztanunk a benniink €16 intuitiv képet a preciz matematikai megfogalmazastol.
A fejezet elején irt, valamilyen fajta hal6zaton zajl6 szallitast abrazol6 kép ugyan
segiti a feladat megértését és érzékelteti annak a gyakorlati fontossagat, de annyiban
mégis félrevezetd, hogy hajlamosak lehetiink miatta a feladatra igy gondolni, mint-
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ha az a G grafban s-bdl 1-be vezetd utak keresésérdl szélna. Ez tehat tévedés volna,
a valésagot a 9.1-9.3. Definiciok irjak le.

A teljesség kedvéért megemlitjiik, hogy a szdllitott termék s-b6l z-be val6 dram-
lasat dbrdzold intuitiv kép és a fenti definicidk kozott van pontosan leirhaté kap-
csolat, de ez nem teljesen magatdl értet6dd. Be lehet bizonyitani, hogy ha adott
a (G,s,t,c) hdlézatban az f folyam, akkor 1étezik s-bdl z-be vezetd G-beli irdnyi-
tott utaknak egy olyan {Pj,P,,...,P,} halmaza és G-beli irdnyitott koroknek egy
olyan {C1,Cy,...,C,;} halmaza, valamint az ezekhez tartozé , &, ..., o, illetve
Bi,B2,. .., By nemnegativ valés értékek, hogy minden e él esetén az e-t tartalmazd
P;-khez tartoz6 oy-k Gsszege plusz az e-t tartalmazé Cj-khez tartoz6 fBj-k Gsszege
f(e)-t adja; valamint ¥¥_, o; = ms. Konny( ugyanakkor példat mutatni arra, hogy
ugyanez csak irdnyitott utakkal, korok emlitése nélkiil mar nem volna igaz.

Megemlitiink ezen a ponton egy mdsik, a maximadlis folyam definiciéjdval kap-
csolatos elméleti kérdést is: egyéltalan nem magétol értet6dd, hogy maximadlis fo-
lyamérték (vagyis a 9.3. Definicié szerinti m s értékek maximuma) létezik. Barmely
halézat esetén a folyamértékek halmaza nyilvan nemiires (mert lattuk, hogy f =0
folyam) és feliilr6l korlatos (mert példaul az s-bdl kilép6 élek osszkapacitdsa nyil-
van fels korldt my-re); de az dltalaban nem igaz, hogy a val6s szdmok minden
nemiires és feliilrdl korldtos részhalmazdnak van maximuma — gondoljunk példdul
az 1-nél kisebb szamok halmazara. Be lehet azonban bizonyitani (és a kés6bbiekbdl
kovetkezni is fog), hogy maximalis folyam valéban minden hdlézatban 1étezik; itt
csak azt kivantuk hangsilyozni, hogy ez az dllitds messze nem magatdl értetSdo.

9.1. A javitoutas algoritmus maximalis folyam keresé-
sére

Az alabb bemutatandd, Lester R. Ford (1927 — 2017) és Delbert R. Fulkerson
(1924 — 1976) amerikai matematikusoktol, 1956-bdl szdrmazd, maximadlis folyam
keresésére szolgdld eljarast szintén javitdutas algoritmusnak szoktdk nevezni, ha-
sonldan a 7.2. szakaszban latott eljarashoz. A két algoritmus természetesen egészen
mads, de azért a névrokonsagnal szorosabb a kapcsolatuk: ennek az eljardsnak a mag-
va is egy noveld 1épés, amivel az aktudlisan nyilvantartott f folyambdl egy anndl
nagyobb értékiit lehet eldéllitani. Tovabba ez a noveld 1épés is javitdut keresésén
alapul — de ez a fogalom most egészen mast fog jelenteni, mint a 7.2. szakaszban.
(A két javitéutas algoritmus kapcsolatar6l bévebben lesz még sz6 a 9.17. Lemma
utdni aprébetlis részben.)

A kérdés tehdt az, hogy hogyan lehetne az aktudlis f folyamon javitani? Elég
természetes gondolat, hogy ha taldlunk s-b&l £-be egy olyan P irdnyitott utat, aminek
minden e élére f(e) < c(e), akkor P mentén a folyam javithatd: ha §-val jeloljiik a
c(e) — f(e) értékek P élein vett minimumadt és P minden élére f(e)-t megnoveljik
0-val, akkor egy uj folyamot kapunk, amire m is 8-val nagyobb. Valban: egyrészt
0 vdlasztdsa miatt az f(e) értékek sehol sem nének c(e) f6lé; masrészt a folyam-
megmaradasi feltételek is igazak maradnak, hiszen a P altal érintett minden v csucs-
ra Z fle)és Z f(e) is 8-val ng; végiil my novekedését az okozza, hogy P elsd

e.Ve— e.ve—
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e éle s-bdl indul és f(e) ezen is d-val nS. Ha azonban erre az egyszer(i gondolatra
alapoznank az algoritmus javité 1épését, akkor az nem adna maximalis folyamot;
példaul a 9.2. abran l4that6 folyamon ezzel a mddszerrel mar nem lehetne javitani,
pedig rovidesen latni fogjuk, hogy az nem maximadlis. El kell ugyanis fogadnunk,
hogy a folyam globdlis javitdsahoz lokélisan csokkentésekre is sziikség lehet: el6-
fordulhat, hogy bizonyos e élekre f(e)-t csokkenteni kell ahhoz, hogy ¢ nShessen.
A fenti, s-bdl t-be vezetd irdnyitott titon alapulé gondolatot éppen ezzel fogjuk ki-
egésziteni: nem csak azokra az élekre koncentrdlunk, amiken f(e) < c(e) (és igy
rajtuk f(e) novelhetd), hanem azokra is, amiken f(e) > 0 (és igy rajtuk f(e) csok-
kenthetd); a ravasz otlet az lesz, hogy az utdbbi tipusu éleken az s-bdl ¢-be vezetd
ut keresésekor nem az eredeti irdnyukban, hanem forditva haladunk 4at. Ez motivalja
az alabbi, a folyamok elméletében alapvet fontossdgu definiciot.

9.4. Definicié. Legyen f folyam a (G,s,t,c) hdlézatban. Ekkor az f-hez tar-
tozé Hy segédgrafot a kovetkezOképpen definidljuk. Hy irdnyitott grdf, amire
V(Hy) = V(G), vagyis Hy csiicsainak halmaza azonos G csiicshalmazdval. To-
vdbbd Hy élhalmazdba kétféle tipusii él keriil:
* Ha e = (u,v) olyan éle G-nek, amire f(e) < c(e), akkor e = (u,v) a Hy
élhalmazdba is bekeriil; az ilyen élek neve eloreél.
* Ha e = (u,v) olyan éle G-nek, amire f(e) > 0, akkor e megforditdsa, az
e’ = (v,u) él keriil be Hy élhalmazdba; az ilyen élek neve pedig visszaél.

Példaul a 9.2. dbra f folyamahoz tartoz6 Hy segédgraf a 9.3. dbran ldthatd; ezen
az eldreéleket zolddel, a visszaéleket pirossal dbrazoltuk. Lathat, hogy G min-
den €é1ébS1 Hy-nek legaldbb egy éle keletkezett: ha 0 < f(e) < c(e), akkor e és a
megforditdsa is Hy-be keriilt (zolddel, illetve pirossal), ha viszont f (e) =0, illetve
f(e) = c(e), akkor csak e, illetve csak e megforditasa keriilt H¢-be.

p q r
s t
u v w
9.3. abra

9.5. Definicié. Legyen f folyam a (G,s,t,c) hdlézatban. Ekkor a Hy-beli, s-bdl
t-be vezetd irdnyitott utakat javitoutnak nevezziik f-re nézve.
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p q r
s t
u Y w
9.4. abra

A 9.4. dbra példaul egy s-bdl ¢-be vezets irdnyitott utat mutat (sargaval) a 9.3. ab-
ra segédgrafjdban. Ez tehat javitoudt a 9.2. dbran lathato folyamra nézve.

Hogyan haszndlhat6 javitdsra egy P javitoit? Egy alkalmasan vdlasztott & ér-
tékre J-val noveljiik a folyam értékét a P elGreélein és §-val csokkentjiik a folyam
értékét a P visszaéleinek megfeleld G-beli éleken (vagyis azok megforditottjain). &
megvalasztidsandl pedig csak arra figyeliink, hogy a folyam értéke minden e élen O
és c(e) kozott maradjon; ezen beliil viszont a lehetd legnagyobb 8-t valasztjuk.

A fenti dbra P javit6utjanak hat éle koziil 6t eléreél: (s,u), (u,q), (v,w), (w,7) és
(r,t); ezeken sorra legfoljebb 2-vel, 3-mal, 2-vel, 3-mal, illetve 2-vel lehet nvelni
a folyam értékét (ezek tehdt a c(e) — f(e) értékek ezen az 6t élen). Az tit élei koziil
viszont egy, a (g,v) visszaél; ennek a G-ben szerepld megforditottjan, a (v,q)-n leg-
foljebb 1-gyel lehet csokkenteni a folyam értékét (hiszen f ((v, q)) =1). Hatehat az
ot elGreélen O-val novelni, a (v,q)-n pedig 6-val csokkenteni szeretnénk a folyam
értékét, akkor a fentiekbSl § < min{2,3,2,3,2,1} kovetkezik. Igy a legnagyobb
megfelels érték a & = 1, ezt fogjuk tehdt valasztani. Elvégezve a megfelels véltoz-
tatdsokat (vagyis (v,¢)-n az 1-gyel val6 csokkentést, a P 6t darab el6reélén pedig az
1-gyel valé novelést) a 9.5. dbran lathaté eredményt kapjuk. (Sziirkével, athuzva az
eredeti f(e) értékek lathatok.)

P 5(0B) 4 66 r
2,
) <
s S 0 1 t
Jf@ (©) ) ,5(’3\
u 4@ 3240

Q!
o\

9.5. abra

Figyeljiik meg, hogy a médositdsok utdn szintén folyamot kaptunk: nem csak a
kapacitds kovetelmények teljesiilnek (amit 6 vélasztdsdval garantdltunk), hanem a
folyammegmaradasi feltételek is fennallnak minden s-t61 és ¢-t61 kiilonb6z6 csucsra.
A folyam értéke viszont §-val n6tt: az s-bdl kiindul6 termékmennyiség 10. Késébb
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megmutatjuk (lasd a 9.6. Allitast), hogy mindez 4ltaldban is igaz.

A (maximadlis folyam keresésére szolgdld) javitéutas algoritmus a fenti példa-
ban latott noveld 1épés ismételt alkalmazdsiabol all. Persze kérdés, hogy a javitout
keresése a segédgrafban hogyan torténjen. Szerencsére a 2. fejezetben latott BFS
algoritmus irdnyitott grafokra vonatkoz6 véltozata erre hatékony megoldast kinal.

JAVITOUTAS ALGORITMUS (MAXIMALIS FOLYAM KERESESERE)

Bemenet: egy (G, s,?,c) hédlézat.

1 Minden e € E(G)-re f(e) < 0 (vagy f lehet tetszGleges kezdeti folyam).
2 ciklus
3 Készitsiik el az f-hez tartoz6 Hy segédgrafot a 9.4. Definicié szerint.
FUTTASSUK A BFS ALGORITMUST P javitout keresésére f-re nézve;
5 vagyis keressiink H¢-ben egy P irdnyitott utat s-bdl ¢-be.
5 ha nem létezik f-re nézve javitoit, akkor: stop
6 kiilonben:
01 < min{c(e) — f(e) : e el6reéle P-nek}
7 02 < min{f(e) : e megforditottja visszaéle P-nek}
0 + min{d;, 5}
Minden e € E(G)-re
3 (e) + 8, ha e elGreéle P-nek;

fle)

fle) « < f(e)— 6, ha e megforditottja visszaéle P-nek;
fle), egyébként.

9  ciklus vége

Az eljaras 7. és 8. sordban irtak megfelelnek annak, ahogyan a fenti példaban
a folyamot véltoztattuk: J; a P eléreélein lehetséges novelések minimuma, &, a P
visszaéleinek megforditdsain lehetséges csokkentések minimuma, & pedig az dsszes
ilyen érték minimuma; a 8. sorban pedig a megfeleld novelések és csokkentések va-
l6sulnak meg. A 3. sorban irtakat érdemes kiegésziteni azzal, hogy H-et szerencsé-
re nem sziikséges minden alkalommal teljesen Ujragenerdlni: ennél hatékonyabb, ha
az el6z6 segédgréfot frissitjiik. Valéban, mivel f(e) értéke nem vdltozott azokon a
G-beli éleken, amiknek megfeleld Hy-beli €lt az el6z6 P javit6it nem tartalmazott,
igy az ezekbdl keletkezett H-beli élek sem valtozhattak. Ha példdul folytatni akar-
juk az algoritmus futtatdsat a fejezetben fentebb latott példan, akkor a 9.3. dbrdn
lathat6 segédgrafot kell frissiteniink — de csak annak a hat G-beli élnek megfeleld
helyeken, amiket a javit6ut érintett. Ezek koziil is az (s,u), (v,w) és (r,t) éleken
nincs valtozas, mert ugyan ezeken a folyam értéke nétt 1-gyel, de a kapacitdsnal
(szigordan) kisebb maradt, igy a folyam tovdbbra is novelhetd és csokkenthet§ is.
Az (u,q) és (w,r) éleken viszont f(e) értéke 0-r6l 1-re nétt, igy ezeknek a meg-
forditottjait be kell venni Hy-be (de az eredeti irdnyukban is megmaradnak, mert
mindkettnek a kapacitdsa 1-nél nagyobb). Végiil a (v,q) élen f(e) O-ra csokkent,
igy itt a (g, v) visszaél kikeriil Hy-b6l. A kapott segédgraf a 9.6. dbrdn lathatd.

Lathat6, hogy ebben a segédgrafban mar nincs irdnyitott Gt s-bdl 7-be (vagyis
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P q r
Ky t
u 1% w
9.6. abra

a9.5. dbrdn ldthat6 folyamra nézve mdr nincs javitéut), mert s-b6l csak az {s, p,q,u}
halmaz csticsaiba lehet eljutni, de Hy-nek nincs ebbdl a halmazbdl kilépd éle. Igy
ezen a ponton a javitéutas algoritmus megall.

9.2. A javitoutas algoritmus vizsgalata

Ahhoz, hogy a fenti algoritmus miikoddképességérdl meggy6z6djiink, az alabbi kér-
déseket kell feltenniink és megvdalaszolnunk.
1. Helyesen miikodik-e az eljaras? Vagyis: igaz-e, hogy a 8. sorban végrehajtott
valtoztatasok utdn is mindig folyamot kapunk?
2. Optimdlis eredményt ad-e az algoritmus? Vagyis: igaz-e, hogy ha mar nincs
f-re nézve javitout (és ezért az eljaras megdll), akkor f maximadlis folyam?
3. Hatékony-e az algoritmus? Vagyis: igaz-e, hogy egyrészt az eljards mindig
véges id6ben megll, masrészt a futasideje polinomidlis?
Ebben a szakaszban ezeket a kérdéseket vizsgaljuk meg. Koziiliik az elsét az aldbbi
allitas valaszolja meg.

9.6. Allitas. Ha f folyam, akkor a javitoutas algoritmus 8. sordban végrehajtott
vdltoztatdsok utdn is az marad és my értéke 8-val no.

Bizonyitds: Ha e elGreéle a P javitéitnak, akkor 8 < &1 < c(e) — f(e) miatt f(e)
értéke nem né c(e) f6lé. Hasonléan, ha e megforditottja visszaéle P-nek, akkor
8 < & < f(e) miatt f(e) értéke nem csokken nulla ald. gy 0 < f(e) < c(e) a
véltoztatdsok utdn is igaz marad G minden élére.
Megmutatjuk, hogy a folyammegmaradasi feltételek is igazak maradnak minden
v € V(G), v # s,t csdcsra. Ha P nem halad 4t v-n, akkor a folyam értéke a v-re
illeszkedd éleken nem valtozik, igy a folyammegmaradasi feltétel is nyilvdn igaz
marad v-re. (Példa erre a 9.4. dbrdn a p csucs.) Ha viszont P 4thalad v-n, akkor
lehet eléreél vagy visszaél, ezért négy esetet kell megvizsgalnunk.
1. Haeq és e is el6reél, akkor mindketten azonos irdnyitassal szerepelnek G-ben
is és mindketton &-val nG f(e) értéke. Igy Y f(e)és Y f(e)is 8-val ng,

e:Ve— e.ve—
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ezért egyenl6k maradnak. (A 9.4. dbran példat latunk erre az esetre az u, w és
r csticsokndl.)

2. Ha ey és ey is visszaél, akkor mindketten forditott irdnyitdssal szerepelnek
G-ben és mindkettd megforditottjan S-val csokken f(e) értéke. Igy S-val
csokken Z f(e) és Z f(e) is, ezért egyenl6k maradnak.

€. Ve— e.ve—
3. Hae el6reél és e; visszaél, akkor e| azonos irdnyban, e; pedig forditott irdny-

ban szerepel G-ben (és igy az utébbi is belép v-be). A folyam értéke pedig

ei-en 8-val nd, e, megforditdsan viszont §-val csokken. Igy Z f(e) nem
e:Vei—
véltozik (mert a d-val valé ndovekedés és csokkenés kiejti egymadst), de per-
sze nem véltozik Z f(e) sem, mert ezeken az éleken f(e) nem véltozik.
e:ve—
Igy a folyammegmaradés v-nél igaz marad. (Erre az esetre példa a g cstics
a9.4. abran.)

4. Végiil ha e visszaél, ep pedig eldreél, akkor a helyzet az el6bbivel anal6g: a
folyam értéke §-val csokken e; megforditdsan és d-val nG ep-n; igy a v-bol
kilépd éleken a §-val val6 csokkenés és novekedés kiejti egymast, a v-be belé-
po6 éleken pedig nincs valtozas. A folyammegmaradds tehat ebben az esetben
is igaz marad. (A 9.4. dbrdn a v csucs példa erre az esetre.)

Végiil megmutatjuk, hogy my 6-val nd. Jelolje ep a P els6, s-bdl indulé élét. Ha
eq eldreél, akkor f(ep) O-val nd (és a tobbi s-re illeszkeds élen nincs viéltozas), igy
az s-b6l kilépd nett6 folyam mennyisége (lasd a 9.3. Definiciét) valéban -val nd.
(Ez tortént példdul a 9.4. dbrén is.) Ha viszont e visszaél, akkor ey megforditottja
szerepel G-ben, ami tehét s-be belép; mivel ezen f(e) értéke J-val csokken, ezért

Z f(e) is 8-val csokken. Igy m; értéke ebben az esetben is §-val n (mert az
e 58—
5-b6l kiléps Gsszfolyammenyiségbsl d-val kevesebbet vonunk le). O

A kovetkezd célunk annak megmutatdsa, hogy ha f-re nézve nincs javitéut, ak-
kor my maximalis; ehhez egy, a folyamok elméletében alapvetd fontossdgi segéd-
eszkozt kell megismerniink.

Képzeljiik el, hogy (G, s,t,c) egy tthdl6zatot, az f folyam pedig ezen valami-
lyen titkos katonai eszk6zok szallitasat reprezentdlja. Szeretnénk megtudni a folyam
my értékét, de s-et és -t nem kozelithetjiik meg, mert ezek védett katonai objek-
tumok. Mit tehetiink? Szerencsére a terepet észak-déli irdnyban 4tszeli egy folyd,
aminek s a nyugati, ¢ pedig a keleti partjan fekszik. Ha a folydn ativeld dsszes hidra
(amelyek persze irdnyitott élek) kémeket kiildiink és ezek jelentik a hidakon foly6
folyam értékét, akkor intuitive vildgos, hogy ezekb6l m; meghatdrozhaté: ez a nyu-
gati partrél a keletire atjuté netté termékmennyiség kell legyen — vagyis a nyugati
partrdl a keletire mend e hidakon vett f(e) értékek osszegének és a keleti partrél a
nyugatira men§ e hidakon vett f(e) értékek Gsszegének a kiilonbsége. Aldbb ezt az
otletet szeretnénk pontosan megfogalmazni és bebizonyitani, de ehhez el§szor alta-
lanositanunk kell a fenti kémtorténetben f6szerepet jatsz6 foly6 fogalmat. Konnyt
belegondolni, hogy a folyé szerepe csak annyi, hogy a terepet kettévagja — vagyis
G csticshalmazat két részre osztja: a nyugati, illetve a keleti parton fekvékre. Ez a
kettéosztds pedig tetszbleges lehet feltéve, hogy s a nyugati, # pedig a keleti parton
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fekszik. Az aldbbi, alapvet6 fogalom ennek a kettéosztdsnak ad nevet.

9.7. Definici6. A (G,s,t,c) hdldzatban st-vagdsnak nevezziik az X C V(G) csiics-
halmazt, ha rd s € X és t ¢ X teljesiil. Ha a szovegkirnyezetbdl s és t szerepe
egyértelmii, akkor X -et st-vdagds helyett roviden vagasnak is hivjuk.

Amint lathat6, a definici6 a csicsok kettéosztasa helyett a csticsok egy részhal-
mazat nevezi vagasnak — mégpedig X a nyugati parton fekvd csicsok halmazanak
felel meg. Persze ennek a kijelolése tartalmilag azonos a csticshalmaz kettévagasa-
val (amennyiben az X-be nem tartozé csticsok alkotjak a keleti partot), ez a megfo-
galmazds azonban egyszer(ibben kezelhet§ lesz. Erdemes megemliteni, hogy tobb
tankonyv az X és V(G) \ X csdcshalmazok kozott futé élek halmazat (tehdt a kém-
torténet hidainak megfeleld éleket) nevezi vagasnak; tartalmilag ez is azonos a fenti
definicidval, de koriilményesebbé tenné a targyalast.

Az aldbbi allitds a folyamérték kémek jelentésein alapulé meghatarozasardl
sz016 fenti, intuitiv lefrdst fogalmazza meg pontosan. Az allitds szdvegében az
e = (u,v) € E(G) élt X-bdl kilépbének nevezziik, ha u € X és v ¢ X; hasonl6an,
az e belép X-be,hau ¢ X ésv € X.

9.8. Allitas. Ha f tetszdleges folyam, X pedig tetszdleges vdagds a (G, s,t,c) hdld-
zatban, akkor

me = Z{f(e) s e kilép X-bol} — Z{f(e) s e belép X-be}.

Alkalmazzuk példdul az 4llitdst a 9.5. dbréan lathaté folyamra és az X = {s, p,q}
vagésra. Ekkor az X-bdl kilép6 élek (s,u), (p,u) és (g,r), ezeken a folyamértékek
Osszege 540+ 6 = 11; az X-be beléps élek pedig (u,q) és (v,q), amiken az Gssz-

folyamérték 1+ 0 = 1. Valéban lathatd, hogy a kilépd és belépd osszfolyamértékek
kiilonbsége 11 — 1 = 10, ami egyenld m ¢-fel.

A 9.8. Allitds bizonyitdsa: Irjunk fel X minden cstcsdra egy-egy egyenletet:

ste: mp= Y, fle)— Y fle)

e.se— e 5e—
minden x € X, x # scstcsra: 0= Z fle)— Z fle)
e.xe— e X0—

Ezek az egyenletek persze mind igazak: az els6 a folyamérték 9.3. Definicidja, a tob-
bi pedig a folyam 9.2. Definicidjanak folyammegmaradasi kovetelményébdl fakad
(atrendezés utan).

Adjuk most dssze ezt az |X| darab egyenletet és vizsgdljuk meg, hogy mit ka-
punk. A bal oldalon persze my dll (hiszen ehhez (|X|— 1)-szer nulldt adtunk). Az
0sszeg jobb oldalat pedig gy tekinthetjiik 4t, ha minden e élre megnézziik, hogy
f(e) hdnyszor és milyen elGjellel jelenik ott meg. Vilasszunk ezért egy tetszSleges
e = (u,v) élt. Mivel u és v is lehet X-ben vagy azon kiviil, ezért négy esetet kell
megvizsgdlnunk.
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1. Hau € X ésv € X, vagyis e X -en beliil halad, akkor f(e) kétszer is megjelenik
az Osszeg egyenlet jobb oldalan: egyszer az x = u csucsra felirt egyenletbol
pozitiv elGjellel (hiszen e kilép u-bol) és egyszer az x = v-re felirt egyenletbdl
negativ elGjellel (hiszen e belép v-be); igy ebben az esetben végiil is f(e) nem
jarul hozza az 6sszeg jobb oldaldhoz, mert a két el6fordulasa kiejti egymast.

2. Haue X ésv ¢ X, vagyis e kilép X-bdl, akkor f(e) egyszer, az x = u csicsra
felirt egyenlet jobb oldaldn jelenik meg, mégpedig pozitiv elGjellel (mert e
kilép u-bol). Igy f(e) az sszeg jobb oldalan is megjelenik.

3. Hau ¢ X és v € X, vagyis e belép X-be, akkor f(e) szintén egyszer jelenik
meg az Osszeg jobb oldaldn, de negativ eljellel: az x = v-re felirt egyenletbdl
(mert e belép v-be).

4. Végillazu ¢ X, v ¢ X esetben f(e) egydltaldn nem jelenik meg az egyenletek
jobb oldalan (és igy persze az 6sszegben sem).

Osszefoglalva a fentieket: az dsszeg egyenlet jobb oldaldn az X-bél kiléps élekre
az f(e) l-szeres szorzdval, az X-be belépSkre pedig (—1)-szeres szorzéval jelenik
meg. Mds széval: a felirt |X| darab egyenlet dsszege éppen az allitdsbeli egyenlet,
ami igy nyilvéan szintén igaz. O

Erdemes alkalmazni a fenti llitast egy tetszleges (G,s,t,c) hilézatbeli f fo-
lyamra és az X = V(G) \ {¢t} vagdsra: ekkor az X-bdl kilépd, illetve X-be belépd
osszfolyamérték megegyezik a ¢-be belépd, illetve -bdl kilépd Osszfolyamértékkel;
igy azt kapjuk, hogy my = Y f(e)— Y f(e). A folyamérték 9.3. Definicidja

e re— e:te—
el6tt emlitettiik, hogy ez az allitds intuitive természetes: mivel s-t8l és ¢-t81 kiilon-

boz6 csticsokban nem keletkezik és nem is nyelddik el termék, ezért az s-et elhagyd
netté mennyiségnek azonosnak kell lenni a ¢-be érkez6 netté mennyiséggel. A fenti
allitasbol tehat ennek a pontos bizonyitdsa is adédik. A 9.8. Allitas f6 alkalmazasa
azonban a kovetkezd allitas bizonyitdsaban lesz.

Mivel a célunk tovabbra is annak megmutatdsa, hogy a javit6 utas algoritmus
leallasa utan a folyam maximalis, ezért sziikségiink lesz egy olyan eszkozre, amivel
kimutathat6 a kapottndl nagyobb folyamérték lehetetlensége. Térjiink vissza a vagas
fogalmat motivalo, a terepet észak-déli irdnyban kettévagd folyo példajara. Termé-
szetesnek érzddik, hogy ha Osszeadjuk a folyon ativeld Gsszes, a nyugati partrdl a
keletire tarté hid kapacitasat, akkor ezzel felsé becslést kapunk a folyam értékére:
val6éban, ennél tobbet nyilvan nem lehet ,,dtpumpdlni” a nyugati partrdl a keletire,
igy ennél tobb s-bdl ¢-be sem juthat el. Ez a gondolat motivalja az aldbbi definiciét.

9.9. Definicié. A (G,s,t,c) hdldzatban az X st-vdgds c(X)-szel jelolt kapacitdsa a

c(X)= Z{c(e) s e kilép X-bol}

s

Osszeg (ahol a fenticknek megfeleléen e = (u,v) az X-bél kilépd él, ha u € X és
v & X). A vdgds kapacitdsdt a vagas értékének is szoktdk nevezni.

A vagas kapacitdsaval kapcsolatos tipikus félreértéseket elkeriilendd fontos
hangstilyozni egyrészt azt, hogy c(X) meghatdrozédsakor az X-be beléps élek sem-
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milyen szerepet nem jatszanak (igy ezeknek a kapacitdsa se nem adddik hozza, se
nem vonddik le a kiléps kapacitdsok 6sszegébsl); masrészt pedig azt, hogy ¢(X)
szamitasakor az élek kapacitdsait adjuk 6ssze, nem pedig valamilyen f folyamra az
f(e) folyamértékeket.

9.10. Feladat. Hatdrozzuk meg a 9.1. dbran l4thaté hdl6zatban az X = {s, p,q}
végds c(X) kapacitdsat.

Megoldds: Az X-b6lkiléps élek (amint azt fentebb mdr lattuk) (s, u), (p,u) és (q,r),
ezeken a kapacitasok 6sszege pedig 6 +4 +6 = 16. Igy ¢(X) = 16. O

A foly6n nyugatrol keletre ativeld hidak 6sszkapacitasardl szolo fenti, intuitiv
gondolatot az aldbbi 4llitds fogalmazza meg pontosan.

9.11. Allitas. Ha f tetszbleges folyam, X pedig tetszdleges vdgds a (G, s,t,c)
hdlézatban, akkor my < c¢(X).

Bizonyitads:

my =Y {f(e) : ekilép X-bS1} — Y {f(e) : e belép X-be} <
< Y {c(e) : e kilép X-bS1} — 0 = c(X),

ahol az els6 egyenléség a 9.8. Allitdsbol, az utolsé a vagds kapacitdsénak fenti de-
finici6jabodl fakad, az egyenlStlenség pedig a folyam 9.2. Definicidjdnak kapacitds
feltételébdl: az f(e) < c(e) felsS becslést, illetve az f(e) > 0 alsé becslést alkal-
maztuk az X-bdl kilépd, illetve az X-be belépo élekre. a

Ennek az éllitasnak a segitségével mar be tudjuk bizonyitani az alabbi, a szakasz
elején emlitett Fordtdl és Fulkersont6l, 1956-bdl szarmaz6 tételt.

9.12. Tétel. Ha a (G,s,t,c) hdldzatban az f folyamra nézve nincs javitéiit, akkor
f maximdlis folyam (vagyis nincs ms-nél nagyobb értékii folyam).

Bizonyitds: Megmutatjuk, hogy létezik olyan X st-vdgds, aminek a kapacitdsa
c(X) =my. EbbSl a 9.11. Allitas szerint kovetkezni fog, hogy minden f’ folyamra
mp < c(X) = my teljesiil és ezért f értéke valoban maximalis.

Alljon X azokbél a v csticsokbdl, amikre létezik s-bSl v-be vezetd irdnyitott tt a
Hy segédgrafban. Ekkor t ¢ X, mert f-re nézve nem létezik javitéit. Masrészt s € X
vilagos, igy X valéban st-vagas.

Azt dllitjuk, hogy ha e = (u,v) tetszleges, X-b6l kiléps €1, akkor rd f(e) = c(e)
teljesiil. Ha ez nem volna igaz, akkor f(e) < ¢(e) miatt (a 9.4. Definici6 szerint) e
bekeriilne Hy élhalmazaba (elSreélként). fgy egy H r-ben s-bdl u-ba vezetd irdnyitott
Gt (ami u € X miatt létezik) megtoldhat6 volna az e = (u,v) éllel v-ig és igy egy
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5-bdl v-be vezetd irdnyitott utat kapnénk; ez azonban ellentmond annak, hogy v ¢ X
(hiszen e kilép X-bdl).

Megmutatjuk azt is, hogy ha e = (u,v) X-be belép§ él, akkor rd f(e) = 0 tel-
jesiil. Ha ez nem volna igaz, akkor f(e) > 0 miatt ¢’ = (v,u), az e megforditottja
bekeriilne Hy €lhalmazaba visszaélként. fgy egy H r-ben s-b6l v-be vezetd irdnyi-
tott it (ami v € X miatt 1étezik) megtoldhatd volna e’-vel u-ig és igy egy s-bdl u-ba
vezet§ irdnyitott utat kapnénk; ez is ellentmondas, hiszen e belép X-be és igy u ¢ X.

Mindezekbdl az kovetkezik, hogy f-re és X-re megismételhetS a 9.11. Allitds
bizonyitdsdnak a szdmoldsa — azzal a lényeges kiilonbséggel, hogy egyenlGtlenség
helyett egyenlGséget {rhatunk:

mp=Y {f(e): ekilép X-b6l} — Y {f(e) : e belép X-be} =
=Y {cle) : e kilép X-bSI} — 0 = c(X).

7 2z

Valdban: a fentiek szerint az X -b81 kilépd, illetve az X-be belépd élekre f(e) = c(e),
illetve f(e) = 0 teljesiil (ezeken kiviil pedig ismét csak a 9.8. Allitast és a 9.2. Defi-
niciét alkalmaztuk).

Belattuk tehét, hogy my = ¢(X), amivel a tétel bizonyitdsa teljes. O

Erdemes kiprébdlni a fenti bizonyitds alapotletét a 9.5. dbran lthaté 10 értékd
folyamra. A 9.6. dbra mutatta, hogy erre nézve mar nincs javitout, az s-bdl elérhetd
csucsok halmaza pedig X = {s, p,q,u}. Erre ¢(X) = 10, mert az X-bdl kiléps élek
(g,7) és (u,v), ezek kapacitdsosszege pedig 6 +4 = 10. Igy X a 9.11. Allitas szerint
val6ban mutatja, hogy 10-nél nagyobb értékii folyam nem létezhet a halézatban. A
fenti bizonyitdsnak az X-bdl kilépd, illetve X-be belép6 élekre vonatkozé allitdsai is
jol illusztralhatck ezen a példan: a két X-bdl kiléps élre f((g,r)) =6 =c((g,r)) és
f((u,v)) =4 =c((u,v)), az egyetlen X-be belépd élre pedig f((v,q)) = O teljesiil.

A javitoutas algoritmussal kapcsolatban a szakasz elején felsorolt kérdések ko-
ziil tehat mar csak az utolsé van hatra: igaz-e, hogy az eljaras mindig véges, sot, poli-
nomidlis futdsideji? Erre mar joval nehezebb valaszolni — s6t, megleps szempontok
és tények is felmeriilnek. Lehet ugyanis példat mutatni arra, hogy ha az algoritmus
belsejében a javitot keresését nem a BFS eljardssal végezziik, hanem tetsz6leges
irdnyitott utat valaszthatunk H¢-ben s-b6l ¢-be, akkor (kell6en szerencsétlen vélasz-
tasok esetén) eléfordulhat, hogy az algoritmus nem all meg véges idében. Ez tehat
azt jelenti, hogy egy ilyen esetben az eljards a végtelenségig egymds utian késziti
az tjabb f folyamokat, amikre (a kordbban bizonyitottak szerint) m; mindig nd —
de sosem érkezik el egy olyan pillanat, amikor Hy-ben mar nincs javitéut. (Konnyi
megmutatni azonban — 14sd a 9.17. Lemma utdni aprébetiis részt —, hogy ez csak ak-
kor fordulhat eld, ha az élek kapacitasai kozott irraciondlis szamok is vannak.) Erre
itt nem mutatunk példat, mert nagyon koriilményes volna, de a javitéutak véalaszta-
sanak fontossdgdra a kovetkezd, joval egyszeriibb példa is rdmutat: ha a 9.7. dbra
hdlézatdban ugy futtatjuk az algoritmust az azonosan nulla folyamtdl inditva, hogy
felvdltva vélasztjuk az s — u — v — 1 és az s — v — u — ¢ javitéutat (és igy az (u,v)
élen a folyam értéke valtakozva 1, illetve O lesz), akkor az eljards kétmilli6 javitas
utan all meg; ha viszont az s — u — t és s — v — ¢ javitéutakat valasztjuk, akkor
mar két javitas utdn is célhoz ér.
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9.7. abra

Az alébbi, itt bizonyitds nélkiil kozolt tételt egymastdl fiiggetleniil fedezte fel
Yefim Dinitz (1951 — ) szovjet matematikus 1970-ben és Jack Edmonds (1934 —)
és Richard Karp (1935 — ) amerikai matematikusok 1972-ben.

9.13. Tétel. Ha a G grdf n csiicsii és m éli és a (G, s,t,c) hdlézatban a maximdlis
folyam keresésére szolgdlo javitoutas algoritmus futdsa sordn Hy-ben mindig az
egyik legrovidebb (vagyis legkevesebb élii) s-bdl t-be vezetd irdnyitott utat vdlaszt-
Juk javitoitnak, akkor az eljdrds legfoljebb n - m javito lépés utdn megdll.

A fenti tételbdl tehat kovetkezik, hogy ha a javitéutakat mindig a BFS algorit-
mus segitségével keressiik (a 9.1. szakaszban latott pszeudokdédnak megfelelGen),
akkor a javitéutas algoritmus igen hatékony, polinomidlis futdside;jdi eljaras. Ponto-
sabban: mivel a segédgraf élszama mindig legfoljebb 2m (hiszen G minden é1ébdl
a segédgrafban legfoljebb két él keletkezik), ezért a javitout keresésére szolgdld
BFS eljaras 1épésszama feliilr6l becsiilhetd m egy konstansszorosaval. (Itt a BES 1é-
pésszamadra az dltaldban érvényes (n + m)-mel ardnyos helyett m-mel ardnyos felsd
becslést is haszndlhatunk, mert most csak az s-bdl irdnyitott titon elérhetd csiicsok
feltérképezése a cél, amiknek a szama az 1.23. Tétel (i) allitasabol kovetkezben leg-
foljebb m + 1.) Nem nehéz végiggondolni azt sem (a részletektdl itt eltekintiink),
hogy a pszeudokéd 7. és 8. sordban irt szamitdsok és médositdsok is elvégezhetk
m-mel ardnyos Iépésszdmban. Mivel tehét legfoljebb n - m-szer kell egy legfoljebb
c - m futdsidejli ciklusmagot végrehajtani, ezért a javitéutas algoritmus teljes 1épés-
szama legfoljebb c - n- m* egy alkalmas ¢ konstansra.

A teljesség kedvéért megjegyezziik, hogy léteznek a a fenti 1épésszdmndl is jobb
teljesitményt nyu;jt6 algoritmusok a maximadlis folyam feladatra. Egyrészt a javito-
utas algoritmus futdsa is felgyorsithaté tovabbi otletekkel és triikkkokkel, masrészt
egészen mds megkozelitésen alapuld algoritmusokat is felfedeztek. Ezek azonban
joval komplikéltabbak, ebben a jegyzetben nem foglalkozunk veliik.

Megemlitjiikk még a fenti tétel egy elméleti szempontbdl fontos kovetkezményét
is. Kordbban, a maximadlis folyam feladat kit{izése kapcsdn mondtuk, hogy egyalta-
ldn nem magétdl értet6dd, hogy maximalis értékii folyam minden hélézatban 1éte-
zik. A 9.13. Tételbdl viszont ez is kovetkezik; s6t, ehhez a tétel 4llitdsabol annyit
is elég felhaszndlni, hogy az algoritmus véges sok javité 1épés utdn megdll. Valo-
ban: az algoritmus ledlldsa utdni folyamrdl a 9.12. Tétel szerint éllithatjuk, hogy az
maximalis.
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A javitéutas algoritmus optimalitdsa és végessége a kovetkezd tétel bizonyitdsa-
ban is kulcsszerepet kap. Ehhez térjiink vissza a folyamértékek és a vagasok kapaci-
tdsdnak a kapcsolatdra. A 9.11. Allitast a kovetkez6képpen is megfogalmazhatjuk:

max{my : f folyam} < min{c(X) : X sr-vdgas};

val6ban, ha my < c(X) igaz barmely f folyamra és X végdsra, akkor nyilvan igaz
egy olyan f-re, illetve X-re is, amelyekre m; maximdlis, illetve c(X) minimalis.

9.14. Feladat. Adjunk meg a 9.1. dbra hdl6zatdban egy minimadlis kapacitdsi
st-vagast.

Megoldds: A 9.12. Tétel utdn mdr lattuk, hogy az X = {s, p,q,u} vigds kapacitdsa
10. Ebbdl tehdt min{c(X) : X st-vdgas} < 10 adédik. A 9.5. dbran latott 10 értékd
folyam 1étezésébdl pedig 10 < max{m : f folyam} kovetkezik. Ezekbdl és a fenti,
a9.11. Allitdsbol kovetkezs becslésbdl

10 < max{my : f folyam} < min{c(X) : X st-vagds} < 10

adddik, amibdl kovetkezik, hogy min{c(X) : X st-vagds} = 10, vagyis X minimadlis
kapacitasu vagas. (Ugyanebbdl az is kovetkezik, hogy a 9.5. dbran lathaté 10 értékd
folyam maximalis — amit mar a 9.12. Tételbdl is tudtunk, hiszen lattuk, hogy f-re
nézve nincs javitout). O

A fenti megoldasbodl tehat kideriilt, hogy a 9.1. dbra halézatdban a maximaélis
folyam értéke megegyezik az st-vagasok kapacitdsdnak minimumadval: mindkettd
10. Az al4bbi, a folyamok elméletében alapvetd fontossdgu tétel azt éllitja, hogy ez
nem csak erre, hanem minden halézatra igaz.

9.15. Tétel. (Ford-Fulkerson tétel)
Bdrmely (G,s,t,c) hdlézatra

max{my : f folyam} = min{c(X) : X st-vdgds},

vagyis a hdlozatbeli maximdlis folyam értéke megegyezik az st-vdgdsok kapacitd-
sdnak minimumdval.

Bizonyitds: Futtassuk a (G,s,t,c¢) hdlézatban a javitéutas algoritmust (példdul az
azonosan nulla folyambdl inditva) ledlldsig — ami a 9.13. Tétel szerint véges sok
javité 1épés utan bekovetkezik; a kapott folyamot jeldlje f. A 9.12. Tétel bizonyi-
tdsdban lattuk, hogy ekkor a Hy-ben s-b6l irdnyitott titon elérhetd csticsok alkotta
X vigdsra my = ¢(X) teljesiil; jelolje ezt a kozos értéket d. Ekkor a d értékd fo-
lyam 1étezésébdl d < max{my : f folyam}, a d kapacitdsu vigds létezésébdl pedig
min{c(X) : X st-vagas} < d kovetkezik. Osszevetve ezt a fenti, a 9.11. Allitasbol
kovetkezd becsléssel:

d <max{my : f folyam} < min{c(X) : X sr-vagds} <d.
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Ebbdl tehdt max{my : f folyam} = d = min{c(X) : X st-vdgéds} valéban adédik. [J

Fontos hangsilyozni, hogy a fenti bizonyitas tdmaszkodik az (itt bizonyitds nél-
kiil kozolt) 9.13. Tételre — illetve abbol annyit hasznal fel, hogy a javitoutas algorit-
mus véges sok 1épés utdn megall.

Késdbb latni fogjuk (14sd a 9.17. Lemma utédni aprébetis részt), hogy ha min-

den €l kapacitdsa raciondlis szam, akkor az algoritmus végessége egyszertibben is

indokolhat6; igy ezekben az esetekben a 9.13. Tételre valé hivatkozas is kivélthatd

a fenti tétel bizonyitasdban.

A 9.15. Tétel teljes értékid, minden esetre kiterjedd bizonyitdsdhoz valdjdban

az algoritmus végességénél kevesebbet is elég volna beldtni: azt, hogy maximalis

értéki folyam minden hédlézatban 1étezik. Kordbban mar emlitettiik, hogy egyrészt

ez messze nem nyilvanvald, masrészt a 9.13. TételbSl kovetkezik. Ha azonban ezt

mashogyan (példdul analizisbeli eszkozokkel) igazolnank, akkor ebbdl mar valé-

ban kovetkezne a 9.15. Tétel: mivel egy f maximadlis folyamra nézve nem létezhet

javitout (hiszen ekkor volna f-nél nagyobb értékii folyam), ezért az s-bSl H-beli

irdnyitott iton elérhetd csticsok X halmaza (a 9.12. Tétel bizonyitdsa szerint) m ¢-fel
azonos kapacitdsu vigds, amibdl a fenti bizonyitds gondolatmenete mar akadélyta-
lanul mikodik.

Erdemes kiemelni a 9.15. Tétel bizonyitdsénak egy alkalmazadsokban igen fontos
kovetkezményét: a gondolatmenetbdl kideriilt, hogy a javitéutas algoritmus ledllasa
utdn az s-bdl Hy-beli irdnyitott tton elérhetd csicsok X halmaza minimdlis kapa-
citdsu vagast alkot. Léteznek olyan, a gyakorlat 4ltal felvetett problémak, amelyek
épp egy ilyen vagas meghatarozasat igénylik; ezek szerint tehét a javitoutas algorit-
mus erre is hatékonyan alkalmazhatd. Erre lattunk példéat a 9.14. Feladatban is: az
abban szerepl6 X = {s, p,q,u} vdgds a 9.6. dbra segédgrafjdban az s-bdl irdnyitott
uton elérhetd csticsok halmaza volt.

9.16. Feladat. Adjunk meg az aldbbi hil6zatban egy maximalis értéki folyamot
(s-bol t-be) és egy minimadlis kapacitdsu sz-vagast.

p @) q

w9 Y 3 y 14 4

Megoldds: A 9.8. dbran (kékkel, a zaréjeleken kiviil) 1athat6 értékek egy 15 értékil
folyamot alkotnak; valdban, ez a folyam, illetve a folyamérték 9.2., illetve 9.3. De-
finicidja alapjan konnyen ellendrizhetd.

Az ugyancsak a 9.8. dbrén l4thaté X = {s,q,u, w,x} vdgds kapacitésa is 15; va-
16ban, az X-bdl kilépd élek (s, p), (¢,r), (g,v), (g,1), (u,v), (u,y), (x,y) és (x,p),
ezeknek a kapacitasosszege pedig4 +1+14+14+1+1+3+4+3 =15.
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wo 11asy 5 3(3) y 1204 t

9.8. abra

A 15 értékii folyam létezésébdl 15 < max{my : f folyam}, a 15 kapacitdsd vagds
1étezésébsl pedig min{c(X) : X st-vagas} < 15 kovetkezik. Ezekbdl és a 9.11. Alli-
tasbol ad6dé max{my : f folyam} < min{c(X) : X st-vagds} becslésbdl:

15 < max{my : f folyam} < min{c(X) : X st-vagas} < 15.

Ebbdl tehdt max{m : f folyam} = 15 = min{c(X) : X st-vdgds}, igy a 9.8. dbrdn
lathaté folyam maximalis érték(, az X vagas pedig minimdlis kapacitasu. O

A fenti megolddshoz két megjegyzést is fliztink. Az elsd, hogy a megoldasban
irt becslésben max{my : f folyam} és min{c(X) : X st-vdgas} kozé a 9.15. Tétel
szerint persze egyenl&ségjelet is tehettiink volna; mivel azonban erre itt nem volt
sziikség, megelégedtiink a 9.11. Allitasb6l ad6dé egyenltlenségjellel.

A méasodik megjegyzésiink, hogy bar a megoldds gondolatmenete hidnytalan, de
egyaltalan nem deriil ki belSle, hogy a megadott folyam és vdgas hogyan keletkezett
— pedig ezeknek a megtaldldsa mar egy ekkora feladatban is messze nem magatdl
értet6do6. A vialasz az, hogy mindkett6t a javitéutas algoritmus futasabol kaptuk (a
vagds esetében ugy, hogy X-be az eljdrds ledlldsa utin Hy-ben s-bdl elérhetd csiicso-
kat vettiik be). Ez a megoldds azt mutatja meg, hogy az algoritmus futdsabol kapott
folyam és vagds dnmagdban is teljes értéki indoklast tesznek lehetdvé, ezek egymds
optimalitasat bizonyitjdk. A gondolatmenet persze attdl volt miikodSképes, hogy a
megadott folyam, illetve vagas értéke, illetve kapacitdsa egyenld; a 9.15. Tétel ép-
pen arra garancia, hogy ilyen folyam és vdgas minden hal6zatban l1étezik.

9.3. A folyamprobléma valtozatai

A fentiekben tirgyalt maximdlis folyam feladat csak egy a hdl6zatokrol és folya-
mokrél sz6l6, a gyakorlati élet altal felvetett problémak sordban. Az aldbbiakban
megemlitiink néhany tovéabbi véltozatot — elsésorban olyanokat, amik megoldhaték
a javitéutas algoritmussal vagy annak egyszer( kiegészitésével.
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9.3.1. Egészértékii maximalis folyam

Szamos gyakorlati alkalmazdsban a hélézat altal szallitott termék nem korlatlanul
oszthatd, hanem csak valamilyen alapegység tobbszorosei johetnek széba. Mikoz-
ben példaul egy cs6haldzat vagy szamitogép-haldzat altal szallitott folyadék, illetve
informaci6 korlatlanul oszthaté (legalabbis a feladat modellezhet6 igy), addig egy
uthalézaton megoldandé logisztikai feladat esetében nyilvan nem volna értelme an-
nak, hogy egy ttszakaszon tortmennyiségli kamion haladjon at.

Az egészértékii maximadlis folyam feladat egyediil abban a lényeges feltételben
tér el az eredetitdl, hogy minden e élre f(e) értéke egész szam kell legyen. Ter-
mészetesen ebben az esetben feltételezhetd, hogy a feladat bemenetében a c(e) ka-
pacitdsok is egészek (hiszen az f(e) € Z feltevés miatt a tortértékd kapacitdsok
helyettesithet6k volndnak az egészrésziikkel).

De még a kapacitasok egészértékiiségét feltételezve is messze nem magatol ér-
tet6dd, hogy a maximdlis folyam megvaldsithaté-e csupa egész értékekkel? Mas
széval: nem fordulhat-e el8, hogy max{my : f folyam} = k, de olyan k értékii fo-
lyam mdr nem 1étezik, amire f(e) € Z minden e élen igaz volna? Az aldbbi lemma
azt mondja, hogy erre a kérdésre szerencsére nemmel vélaszolhatunk.

9.17. Lemma. (Egészértékiiségi lemma)
Tegyiik fel, hogy a (G,s,t,c) hdlozatban minden e € E(G) élre c(e) € Z. Ekkor
(i) létezik olyan f maximdlis folyam a hdlézatban, amelyre f(e) € 7 minden
e € E(G) élre és
(ii) ilyen egészértékii maximdlis folyam a javitoutas algoritmussal taldlhato.

Bizonyitas: Inditsuk a javitéutas algoritmust egy tetszdleges egészértékid f folyam-
tdl, példaul az azonosan nullat6l. Ekkor az algoritmus a miikodése sordn végig fenn-
tartja f egészértékiiségét. Valdban, ha az aktudlis f folyamra f(e) € Z minden e
élre, akkor az algoritmus 9.1. szakaszban l4tott pszeudokddjdnak 7. sordban J; és
0, szamitdsakor is egész szamok minimumat vessziik (hiszen c(e) — f(e) és f(e) is
egész minden e élre, mert a c(e)-k egészértékiiségét feltettiik), igy 6 és 0, is, ebbdl
kovetkez&en pedig & is egész. Igy a 8. sorban végrehajtott médositdsok utdn is igaz
marad f(e) € Z minden e élre.

Kovetkezik, hogy f az algoritmus ledlldsakor is egészértékd; azt pedig
a 9.12. Tételbdl tudjuk, hogy ekkor f maximadlis folyam. O

Az Egészértékiliségi lemma az egyszerlisége dacéra egyrészt alkalmazasokban
igen fontos, masrészt abban az értelemben messze nem magétol értet6dd dolgot allit,
hogy a javitéutas algoritmus ismerete nélkiil a bizonyitdsa jéval nehezebb volna.

Felhivjuk rd a figyelmet, hogy a lemma csak azt 4llitja, hogy a maximalis fo-
lyamok kozott létezik egészértéki — de azt nem, hogy mindegyik ilyen. Ez az éllitas
ugyanis nem is volna igaz: a 9.9. dbran lathat6 példdban a kapacitdsok egészek, de
a megadott maximalis folyam mégsem egészértékd. (Persze konnyii ugyanebben a
halézatban egészértékli maximalis folyamot is mutatni: ha az s-bdl u-ba vezet6 két
él koziil az egyiken 0, a masikon 1 a folyam értéke.)
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(1)

2
>(1)

9.9. abra

Az Egészértékiliségi lemmanak kozvetlen kovetkezménye, hogy ha a kapacita-
sok egészek, akkor a maximalis folyamérték is egész; valdban, egy egészértékd f
maximadlis folyamra a 9.3. Definiciét alkalmazva nyilvdn egész m értéket kapunk.
Ez a kovetkezmény persze a Ford-Fulkerson tételbdl (9.15. Tétel) is konnyen ad6-
dik: a vagasok kapacitdsanak minimuma nyilvan egész, hiszen az élek kapacitdsanak
egészértékilisége miatt ¢(X) minden X vdgasra egész (a 9.9. Definicié szerint); igy a
maximalis folyamérték is egész.

Roviden kitériink a 9.17. Egészértékliségi lemma néhany, elméleti szempontbdl
érdekes vonatkozdsara.

A lemma egyszeri (és kordbban mar emlitett) kovetkezménye, hogy ha minden
kapacitds egész €s a javitéutas algoritmust az azonosan nulla folyamt6l (vagy bar-
milyen mds egészértéki folyamtdl) inditjuk, akkor az eljards véges sok 1épés utin
megall — még akkor is, ha a javitoutakat tetszSlegesen vélasztjuk (és nem feltétlen
mindig az egyik legrovidebbet a 9.13. Tétel szerint). Valéban: a lemma bizonyitasa-
bél kideriilt, hogy az f(e) értékek az algoritmus futdsa sordn mindig egészek, igy az
my folyamérték is nyilvin mindig az. Ezért my minden javito 1épés sordn legaldbb
eggyel nd. Igy ha a maximdlis folyamérték M, akkor ezt az algoritmus legfoljebb
M javitas utdn el is éri. S6t: ezzel a gondolatmenettel analég médon az is beldtha-
t6, hogy az algoritmus végessége madr azt feltételezve is kovetkezik, hogy minden
él kapacitdsa raciondlis szdm (az azonosan nulldt6l inditva, a javitéutak tetszSleges
valasztdsa mellett). Ha ugyanis d jeloli a kapacitasok nevezdinek (amik egész sza-
mok) a legkisebb kozos tobbszorosét, akkor az algoritmus soran keletkez6 minden
szdmadat ﬁ—nek tobbszorose, igy a folyamérték minden javitd 1épés sordn legaldbb
é—vel nd; ha tehdt tovdbbra is M jeloli a maximalis folyamértéket, akkor az eljards
legfoljebb d - M javitas utdn megall.

Fontos azonban hangstlyozni, hogy ezen a médon csak az algoritmus végessé-
gét tudjuk megindokolni, a polinomidlis futdsid6t mar nem. Valéban: ha a 9.7. dbrdn
latott példdban a négy 10° értékii kapacitast egy tetszSleges (pozitiv egész) k-ra cse-
réljiik, akkor a javitéutak ott 14tott médon val6 vélasztdsa esetén az algoritmus csak
2k javitas utan 4ll meg. Mdarpedig a szaimelméleti algoritmusok futdsidejének vizs-
galata kapcsan szerzett kordbbi tapasztalatokbdl tudjuk, hogy a bemenet részét ké-
pez6 szamok értékével ardnyos 1épésszam exponencidlis futdsidot jelent. (Ha pedig
a kapacitdsokat az 1.7. szakaszban frtaknak megfelel6en egy fix konstansnyi helyen
taroljuk, az még tovabb rontja a futdsidére vonatkozé becslést, hiszen kisebb méretti
bemenethez valtozatlan 1épésszdm tarsul.)

Az Egészértékiiségi lemma azt is lehet6vé teszi, hogy felhivjuk a figyelmet a
jegyzetben eddig targyalt két javitéutas algoritmus (vagyis a 7.2. szakaszban bemu-
tatott, paros grafokban maximalis pdrositast keress eljards és az ebben a fejezetben
latott, maximadlis folyamot keres§ algoritmus) kozotti kapcsolatra. Mivel a két el-
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jérds latszolag egészen mads feladatot old meg, ezért azt hihetnénk, hogy a névro-
konsdgon tdl nincs koztiik szorosabb kapcsolat. A valdsdg ezzel szemben az, hogy
az utébbi, a maximalis folyam problémadra vonatkozé algoritmus a 7.2. szakaszban
latott eljaras dltaldnositdsanak is tekinthetd.

Legyen ugyanis adott a G = (A, B; E) pdros graf, amiben maximalis pdrositast
kell taldlnunk. Alakitsuk 4t G-t irdnyitott graffd dgy, hogy mindegyik élét az A-beli
végpontja felSl a B-beli felé iranyitjuk. Vegyiink fel ezen kiviil két dj csticsot, s-et
és t-t; majd s-bdl vezessiink egy-egy irdnyitott élt A minden csucsédba és hasonldan,
B minden csuicsdbdl vezessiink egy-egy irdnyitott élt z-be. Végiil a kapott irdnyitott
grafban minden él kapacitasat definidljuk 1-nek. Nem nehéz végiggondolni, hogy
a kapott hdlozat egészértéki folyamai (amik a kapacitdsok valasztdsa miatt minden
élen csak 0 vagy 1 értéket vehetnek fel) megfelelnek az eredeti paros graf parositdsa-
inak és viszont. SGt: egy egészértéki f folyamot feltételezve a 9.5. Definicid szerinti
javitéutak megfelelnek a 7.13. Definicié szerinti javitéutaknak. Ebbdl kovetkezs-
en pedig a maximdlis (egészértéki) folyamot keresd javitoutas eljards 1ényegében
a 7.2. szakaszban latott javitdutas algoritmussd specializdlodik.

9.3.2. Tobb termelo és fogyaszto

P

A maximadlis folyam feladatban s-bdl ¢-be, vagyis egyetlen termel6tdl egyetlen fo-
gyasztdig kellett a lehetd legtobb terméket eljuttatni. Lehetnek azonban olyan alkal-
mazdsok is, ahol a termék a hal6zat tobb pontjan is keletkezhet és tobb céldllomasa
is van — de a termeldk is és a fogyasztdk is egyenértékiiek (vagyis teljesen mindegy,
hogy egy adott termeld pontban keletkezd termék melyik fogyasztéhoz jut el).

A feladat pontos kitiizése tehat abban kiilonbozik az eredetitdl, hogy s €s ¢ he-
lyett a termeldk sq,s2,...,5;, valamint a fogyasztdk #;,1,,...,t, listdja adott (ame-
lyek mind a G irdnyitott graf csicsai). A folyam definicidja gy médosul, hogy a
folyammegmaradadsi feltételeket az s;-ktd1 €s #;-ktd1 kiilonbdzd csticsokra kveteljiik

k
meg és a maximalizdland6 folyamérték Z ( Z fle)— Z f(e) | —ami tehdt az
i=1 \e:sjo— e 58—
si-ket 0sszesen elhagyd nett6 termékmennyiség. (Természetesen ebben az esetben is
megmutathatd, hogy ez egyenld a ¢;-kbe érkez6 0sszes nettd termékmennyiséggel.)
Ez a feladat szerencsére egy egyszerd fogdssal visszavezethet$ az eredetire (és
igy a javitéutas algoritmussal megoldhatéva valik). Vegyiink fel ugyanis a haldzat-
hoz két 1j csucsot, jelolje ezeket S €s T'; majd S-bdl vezessiink egy-egy Uj élt minden
s; termel6hoz és hasonldéan, T-be vezessiink egy-egy tj élt minden ¢; fogyaszt6bol.
Persze az S-bdl induld és a T-be érkezd éleknek is kell valamilyen kapacitdst ad-
nunk, de a célunk az, hogy ez gyakorlatilag végtelen legyen — vagyis ezeken az e
éleken nem szeretnénk f(e)-t feliilrgl korldtozni. A javitGutas algoritmus miikodése
konnyen moédosithaté dgy, hogy kezelni tudjon végtelen kapacitdsu éleket — de ezt
kivalthatjuk azzal is, ha olyan nagy (véges) kapacitast adunk ezeknek az éleknek,

s

hogy az mér ne jelentsen valédi korldtozdst. Példaul egy S-bdl s;-be vezetd él kapa-
citdsdnak vélaszthatjuk az s;-bdl kilépd €lek kapacitdsdnak az 0sszegét (és a T-be
vezet6 élekre hasonldan, az él kezdSpontjdba érkez6 élek Osszkapacitdsat).

Konnyen végiggondolhatd, hogy ha az igy médositott hdlézatban S-bdl T-be
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keresiink egy maximadlis f folyamot, akkor ezzel (az S-re és T-re illeszked6 élek fi-
gyelmen kiviil hagydsa utdn) a tobb termelds és fogyasztds folyamfeladat optimélis
megolddsét kapjuk. Valéban, az S-sel és T-vel kibSvitett hdl6zatban az s;-kre vonat-
koz6 folyammegmaraddsi feltételeket dsszeadva azt kapjuk, hogy a folyam értéke
egyenld az eredeti hdl6zatban az s;-ket 6sszesen elhagy6 netté termékmennyiséggel
(a fentebb irt képlet értelmében). Az pedig a folyam definici6jabdl azonnal adédik,
hogy az S-re és T-re illeszkedd élek elhagydsa utdn az eredeti hdl6zatban minden
5;-t01 €s t;-t01 kiilonbdzb csticsban teljesiil a folyammegmaradds, valamint minden
e élre 0 < f(e) < c(e).

9.3.3. Iranyitatlan élek

Szintén természetes gondolat, hogy egyes alkalmazdsokban a hélézat irdnyitatlan
éleket is tartalmazhat, amiken tetszdleges irdnyban haladhat a termék. Példaul egy
cs6halézat csovein nyilvan mindkét irdnyban folyhat folyadék és az dthdl6zatokban
is vannak kétiranyu utcak.

Ebben a feladatban tehat a bemenet, vagyis a halézat definicidja igy moédosul,
hogy a G graf vegyesen tartalmazhat irdnyitott és irdnyitatlan éleket is (de persze
akdr mindegyik éle is lehet irdnyitatlan). Ettdl eltekintve azonban nincs valtozas:
tovdbbra is adott az s termels és a ¢ fogyasztd, valamint minden e élnek a c(e) kapa-
citdsa. A kimenet, vagyis a folyam definicidja pedig igy valtozik, hogy nem csak az
f(e) értékeket kell megadni (amelyekre persze 0 < f(e) < c¢(e) véltozatlanul kove-
telmény), hanem G minden {u,v} irdnyitatlan élének meg kell adni egy irdnyitdsat
— vagyis meg kell mondani, hogy azon (u,v) vagy (v,u) irdnyban halad a termék.
A folyammegmaradasi feltételeknek pedig ezeket az irdnyitasokat figyelembe véve
kell teljesiilniiik (és a folyam értékének a kiszdmitdsaban is szerepet jatszik az s-re
illeszkedd, eredetileg irdnyitatlan éleknek a kimenet részeként megadott irdnyitasa).

Hasonl6an a tobb termeld és fogyaszté esetéhez, a maximadlis folyam feladatnak
ez az altaldnositdsa is konnyen visszavezethetd az eredetire és igy ez is hatékonyan
megoldhaté a javitéutas algoritmussal. A visszavezetés otlete nagyon természetes:
G minden e = {u,v} irdnyitatlan élét helyettesitjikk az e; = (u,v) és az ex = (v,u)
irdnyitott élekkel és c(e;) és c(ey) értékét is c(e)-nek definidljuk.

Tegyiik fel, hogy az igy kapott (csak irdnyitott éleket tartalmazé) hadl6zatban
meghataroztunk egy f maximalis folyamot (példdul a javitéutas algoritmussal). Ek-
kor f-b8l még nem feltétlen olvashato ki kozvetleniil az eredeti feladat egy megol-
dédsa: el6fordulhat ugyanis, hogy az e irdnyitatlan é1bdl készitett mindkét irdnyitott
élen pozitiv a folyam értéke; marpedig e-n nyilvdn nem folyhat egyszerre mindkét
irdnyba termék (hanem a fentiek szerint a megoldasban ki kell jelolni, hogy me-
lyik irdnyba folyik). Ez a probléma azonban konnyen orvosolhaté: ha f(e;) > 0 és
f(ea) > 0az e = {u,v} irdnyitatlan é1b3l késziilt e; = (u,v) és e = (v,u) irdnyitott
élekre, akkor a 8 = min{f(e;), f(ea2)} értékkel csokkentsiik f(e;) és f(e2) értékét
is. (Vagyis ha példdul f(e;) > f(ea) > 0, akkor f(e;) tj értéke f(e1) — f(e2), f(e2)
U4j értéke pedig 0 lesz.) Ezutdn a valtoztatds utdn f nyilvan tovabbra is folyam lesz
(hiszen u-ban és v-ben is §-val csokkent a beléps és a kiléps dssztermékmennyiség
is, igy a folyammegmaradds nem sériilt; a kapacitds feltételek meg nyilvan igazak
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maradtak, hiszen f(e;) és f(e2) is csokkent), az my folyamérték pedig nem valtozik.

Ha a fenti médositdst elvégezziik minden olyan esetben, amikor az sziikséges,
akkor végiil is egy olyan f maximalis folyamot kapunk, amire f(e;) és f(ez) koziil
legalébb az egyik nulla minden e = {u,v} (eredetileg) irdnyitatlan él esetében. Ebbdl
az f-bdl pedig mar konnyen kiolvashat6 az irdnyitatlan éleket is tartalmazo folyam-
probléma egy optimélis megoldédsa: ha az e irdnyitatlan élre példdul f(e;) > 0 és
f(e2) =0, akkor e-t az e szerint irdnyitjuk és f(e) értékét f(e;)-nek definidljuk (ha
pedig f(e1) = f(e2) =0, akkor e irdnyitdsa tetszSleges és f(e) = 0 lesz).

9.3.4. Pontkapacitas

Aki mar kozlekedett vdrosban az tudja, hogy a forgalom éltaldban a keresztezd-
désekben torlddik fel, nem a nyilt dtszakaszokon. Egy tdthdlézat esetében magétol
értet6dd, hogy maguknak a csomoépontoknak is korlatos az dteresztképessége, nem
csak az ezek kozotti kapcsolatoknak. Ugyanez persze mésfajta hil6zatok esetében
is konnyen felmeriilhet.

Modositsuk tehdt tigy a maximadlis folyam feladat bemenetét, hogy nem csak
az éleknek, hanem bizonyos (s-t6l és ¢-tdl kiilonb6z8) v csicsoknak (akdr mind-
egyiknek) is adott egy nemnegativ ¢(v) kapacitdsa. A folyam definicidja pedig tgy
moédosul, hogy minden ilyen v csdcsra a Z fle) és Z f(e) értékeknek nem

e:ve— e.Vei—
csak egyenldnek kell lenniiik, hanem mindkettd legfoljebb ¢(v) lehet.

A feladatnak ez a valtozata ismét visszavezethetd az eredetire egy ravasz Gtlet-
tel. Ha a v csiicsnak adott a ¢(v) kapacitdsa, akkor v-t a 9.10. dbran ldthaté médon
»széthizzuk” egy €ll1€. Vagyis v helyett felvessziik a v; és v, csticsokat és minden,
eredetileg a v-be érkezd €l végpontja vy, a v-bdl indulé élek kezdSpontja pedig vo
lesz. (Olyan ez, mintha v-t kettévagnank a v; ,,érkezési oldalra” és a v ,,indulési
oldalra”.) Majd v;-bdl v,-be felvesziink egy dj €lt, aminek a kapacitdsa c(v) lesz.

9.10. abra

Az igy kapott (mdr az eredeti definiciénak megfelel6) maximalis folyam felada-
tot megoldva, majd a csicsokbdl keletkezett éleken a folyamértékeket figyelmen
kiviil hagyva a pontkapacitdsos feladat optimdalis megolddsat kapjuk. Valoban: ha a
v csticsbdl keletkezett (vi,v,) élen a folyamérték f ((v1 , vz)) = d, akkor a vi-re és
vy-re fenndll6 folyammegmaraddsi feltételek miatt Z fle) és Z f(e) értéke

eV &— e:vye—
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is d; igy az eredeti hal6zatban v-re szintén teljesiil a folyammegmaradds, valamint a
v-be beléps és a v-bdl kiléps dsszefolyamérték is d < c((vi,v2)) =c(v).

9.18. Feladat. Adjunk meg egy maximadlis folyamot az aldbbi dbran lathaté ha-
16zatban, amiben két termel§ (s; €s s7) és két fogyaszté (¢ és tp) van, a {p,q} él
irdnyitatlan, az r cstcsnak pedig adott a ¢(r) = 3 kapacitdsa.

o (7) p (1) £y

Megoldds: A fentiekben latott visszavezetéseket alkalmazva a 9.11. dbran lathaté
halézatot kapjuk (a médosult részeket zolddel dbrazoltuk). Részletesebben: felvet-
tiik az S termelSt és ebbdl s1-be és sp-be vezettiink egy-egy €lt; ezek kapacitasaul
pedig az s1-bdl, illetve s,-bol kilépd élek Osszkapacitasat valasztottuk. Analég mé-
don jartunk el a fogyasztdk esetében is. Tovdbbd a { p,q} élt helyettesitettiik a (p,q)
és (g, p) irdnyitott élekkel, amelyeknek a kapacitdsa c({p,q}) = 3 lett. Végiil az r
csucsot széthuztuk az (ry,r2) él1é, aminek a kapacitdsa c(r) = 3 lett.

9.11. abra

A kapott hdlézatban szintén a 9.11. dbrdn lathaté egy 10 értéki f folyam és az
X ={8,s1,52, p,r1 } vagds, aminek a kapacitdsa konnyen ellenSrizhetGen ugyancsak
10. Természetesen f-et és X-et is a javitéutas algoritmus futtatdsaval kaptuk, de en-
nek a részleteit mellézve is kovetkezik a 9.16. Feladat megolddsaban latott indoklds
megismétlésével, hogy f maximalis folyam, mert my = ¢(X) itt is teljesiil.

f-bdl pedig az eredeti hdl6zatban a 9.12. abran lathaté maximalis folyam olvas-
hato6 ki.

Itt tehdt az S-re és T-re illeszked§ éleket és (ry,r)-t elhagytuk, tovabba a {p,q}
élt p-bdl g-ba irdnyitottuk. (Itt nem volt sziikség f((p,q)) és f((q,p)) kozds &
értékkel val6 csokkentésére a fentebb irtak szerint, mert f ((q7 p)) eleve nulla volt.)
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51 6 (7) P 1 (1) 1,

s, 22 ¢ 6 (8) ‘)

9.12. abra

A folyamérték (vagyis az si-et €s sp-t egylittesen elhagy6 nettd termékmennyiség)
persze szintén 10. a

9.3.5. Tovabbi folyamproblémak

Amint az a fenti feladatban lathaté, a maximaélis folyam probléma eddig emlitett
altaldnositdsai kombindlhatdk is. Vannak azonban olyan tovabbi, a gyakorlati alkal-
mazdsok szempontjabdl igen fontos, hdlézatok folyamaival kapcsolatos feladatok,
amik mar nem vezethetSk vissza a fentiekben latotthoz hasonld, egyszert tritkkok-
kel a maximalis folyam feladatra, hanem egészen mas megkozelitést igényelnek és
akdr sokkal nehezebbek is lehetnek. Ezek koziil roviden megemlitiink kett6t, amik-
nek a részletesebb targyaldsa mar messze meghaladnd ennek a jegyzetnek a kereteit.

A minimdlis koltségii folyam feladatban egy el6re adott mennyiségii terméket
kell eljuttatni s-bol z-be ugy, hogy a széllitds 0sszkoltsége (aminek a kiszadmitdsa-
hoz tovabbi bemend adatok is sziikségesek) a lehetd legkisebb legyen. (Ekozben
természetesen az élek kapacitdsdra ugyanugy tekintettel kell lenni.) Ennél is nehe-
zebb a tobbtermékes folyam probléma, amiben ugyanazt a hdlézatot egyszerre tobb
termék szdllitasara kell haszndlni igy, hogy minden terméknek adott a sajat termel$
és fogyasztd pontja, de az élek terheléséhez (ami a kapacitdst sehol nem haladhat-
ja meg) természetesen mindegyik termék hozzdjarul. (Ez a feladat tehat 1ényegesen
kiilonbozik a fentebb targyalt tobb termelds és fogyasztés maximadlis folyam fel-
adattol és sokkal nehezebb anndl, mert itt mér egyéltalin nem mindegy, hogy egy
adott termel8 pontban keletkezd termék melyik fogyasztéhoz jut el.)

A minimadlis koltségii folyam és a tobbtermékes folyam feladatok fenti, rovid le-
frasa persze csak egy intuitiv képet ad, ezek a fejezetben targyalt maximalis folyam
problémahoz hasonl6an pontosan definidlhaték. Ez a két feladat is megoldhat6 ha-
tékony, polinomidlis algoritmussal, de ezek mdr jéval komplikéltabbak a fejezetben
targyalt javitéutas algoritmusndl. A tobbtermékes folyam probléma egészértékd val-
tozata viszont mdr nagyon nehéz feladat, nem ismert és valészintileg nem is létezik
ra polinomidlis algoritmus. Ezekrdl a kérdésekrdl az informatikus képzés fels6bb-
éves targyaiban lesz b&vebben sz6.



10. fejezet

Diszjunkt utak, tobbszoros
osszefiiggoség

Tegyiik fel, hogy egy szamitdgép-hdlozaton egyszerre tobb, nagy méreti f4jlt kell
eljuttatnunk az s csomépontbdl a ¢-be. Ezért mindegyik fajlhoz kijeloliink egy s-bol
t-be vezetd utat a halézatot reprezentald grafban. Azonban a linkek tudlterhelésének
elkeriilése érdekében a graf minden élén legfoljebb csak egy ilyen 1t haladhat at.
Ha tehat a f4jlok szdma k, akkor azt a kérdést kell megvalaszolnunk, hogy 1étezik-e
G-ben k darab olyan ut s-bdl ¢-be, amelyek koziil semelyik kettének nincs k6zos
éle; illetve ha a vdlasz igen, akkor természetesen meg is kell adnunk k ilyen utat.

Egy ehhez hasonld, de ennél szigoribb kovetelményt tdmaszté probléma is
gyakran felmeriil alkalmazasokban: itt azt varjuk el, hogy a keresett, s-b6l ¢-be ve-
zetd utak koziil semelyik kettének ne legyen kozos csicsa — természetesen s-et és
t-t kivéve. Ez a feladat példaul akkor meriilhet fel, ha biztonsagi okokbdl szeretnénk
elkeriilni, hogy az utak kozbiilsé csomodpontjain egynél tobb f4jl haladjon 4t (mert
egyetlen fajlnak az illetéktelen kezekbe jutdsa még nem jelent kockdzatot).

A G gréafban az s-bdl t-be vezetd Py, P, ..., P, utakat éldiszjunktnak nevezzik,
ha koziiliikk semelyik kettének nincs kozos éle. Ha pedig Py, P, . . ., P, koziil seme-
lyik kettdnek nincs s-t6l és ¢-t6l kiillonbozd ko6zos csicsa, akkor pontdiszjunktnak
(vagy csucsdiszjunktnak) nevezziik ezeket az utakat.

Megjegyezziik, hogy ezek az elnevezések valdjdban kicsit pontatlanok, helye-
sebb volna pdronként éldiszjunkt, illetve pdronként pontdiszjunkt utakrdl beszélni.
A ,paronként” jelz6 nélkiil ugyanis érthetSk tigy is ezek a kifejezések, mintha csak
egy olyan €l vagy kozbiils6 csucs 1étezését akarnank kizarni, ami mindegyiken raj-
ta van a szoban forgé utak koziil. (Ugyanis k£ halmaz diszjunkt volta valéban csak
azt jelenti, hogy nincs olyan elem, ami mindegyikben benne van.) Ehhez képest a
fenti, sokkal szigoribb értelemben haszndljuk az éldiszjunkt, illetve pontdiszjunkt
kifejezéseket: olyan él vagy kozbiilsd cstcs létezését is kizarjuk, ami az utak ko-
ziil akar csak kett6n rajta van. Ennek ellenére, a ,,paronként” jelz6t a tovabbiakban
elhagyjuk, mert nagyon koriilményessé tenné a megfogalmazasainkat. Egy masik

134
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pontositasi lehetség volna a pontdiszjunkt esetben belsdleg pontdiszjunkt utakrdl
beszélni ezzel hangsulyozva, hogy s és t persze az ilyen utaknak is koz0s cstcsa; a
tovdbbiakban a ,,bels6leg” jelzbt is elhagyjuk, ez sem fog félreértéshez vezetni.

A 10.1. dbran lathat6 harom, s-bdl z-be vezetd ut éldiszjunkt (hiszen minden €l
legfoljebb egy szint kapott), de nem pontdiszjunkt, hiszen a p cstcson a piros és a
kék ut is dthalad. A kék és a zold tt viszont példdul pontdiszjunkt, mert s-en €s 7-n
kiviil nem talalkoznak.

) 0 p q
r u v
X y Z t
10.1. abra

Fentebb mar emlitettiik, hogy a pontdiszjunktsdg erésebb kovetelmény; vagyis
haa P, P,..., P, utak pontdiszjunktak, akkor éldiszjunktak is. Valéban, ha az e élt
egynél tobb tt tartalmaznd, akkor e-nek volna olyan, s-t6l és ¢-t6l kiilonboz6 vég-
pontja, amit szintén egynél tobb Ut tartalmazna. Az utak éldiszjunktsdgabdl viszont
nem kovetkezik a pontdiszjunktsdguk: példa erre a fenti dbra harom ttja.

Ebben a fejezetben diszjunkt utakkal kapcsolatos kérdéseket vizsgalunk: haté-
kony algoritmust adunk ilyenek keresésére és a 1étezésiikre vonatkoz6 fontos elmé-
leti eredményekre jutunk. A diszjunkt utak problémadja négy kiilonboz6 feladatot
is jelent: nem csak azt kell eldonteniink, hogy éldiszjunkt vagy pontdiszjunkt uta-
kat keresiink, hanem azt is, hogy irdnyitott vagy irdnyitatlan grifban. Mind a négy
véltozat gyakorlati alkalmazasokban felmeriild, fontos feladat.

10.1. Eldiszjunkt utak

Az éldiszjunkt utak problémdja kapcsdn a 10.1. dbrat nézve esziinkbe juthatnak
a 9. fejezetben targyalt folyamok: ha mindhdrom szines titon egy-egy egységnyi
terméket széllitunk s-bdl ¢t-be (vagyis a szines e éleken a folyam értéke f(e) = 1,
minden mds élen pedig f(e) = 0), akkor ezzel egy harom értékd folyamot kapunk.
Az alabbi lemma, amit a fejezetben késobb tobbszor is alkalmazni fogunk, ezt a
gondolatot bontja ki.

10.1. Lemma. Legyen f olyan, my = d értékii folyam a G irdnyitott grdfban az
s termel6bdl a t fogyasztoba, amire f(e) = 0 vagy f(e) = 1 minden e élre. Ekkor
G-ben létezik d olyan éldiszjunkt irdnyitott it s-bdl t-be, amiknek minden e élére

fle)=1.
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Bizonyitds: Ha d = 0, akkor a lemma allitdsa magétol értet6dd, igy a tovabbiakban
feltessziik, hogy d > 1. Jeldlje G azt a grafot, ami G Osszes csticsdbdl és azokbol
az e éleibdl dll, amikre f(e) = 1. Azt kell megmutatnunk, hogy Gy-ben létezik d
éldiszjunkt irdnyfitott tt s-bdl ¢-be.

Ehhez el6szor azt mutatjuk meg, hogy Gy-ben létezik irdnyitott tit s-bdl z-be.
s-bdl indulva haladjunk ,,vaktiban” G élei mentén csak arra vigydzva, hogy egy
élen csak egyszer menjiink 4t; allitjuk, hogy az igy kapott Q élsorozat 7-ben akad
el. Valéban: mivel f folyam, ezért minden v # s, csticsra a v-be belépd és a v-bol
kilépd Gy-beli élek szdma egyenld, s-bdl pedig d-vel tobb G y-beli €l 1ép ki, mint
ahany belép. Igy valahdnyszor Q egy #-t6l kiilsnbozé csticsba belép, tovabb is tud
onnan lépni. Ezért O val6ban csak 7-ben akadhat el. Persze Q nem feltétlen tt, hiszen
egy csucsot tobbszor is érinthet, de Q 18tezésébdl egy s-bdl 1-be vezetd irdnyitott ut
létezése is kovetkezik: hasonléan az (irdnyitatlan grafokra vonatkozé) 1.11. Alli-
tas bizonyitasdhoz, Q-bdl az ismétl6do csicsok eldforduldsai kozotti részeket sorra
kivdgva iranyitott tthoz jutunk.

Vilasszunk ezért Gy-ben egy Py irdnyitott utat s-bdl z-be; majd Py €lein valtoz-
tassuk meg a folyam értékét f(e) = O-ra. Ekkor f tovabbra is folyam (hiszen P; s-t6l
és 1-t61 kiilonboz6 csdcsain Z f(e) és Z f(e) is eggyel csokkent) és az értéke

e.Ve— e:ve—
my =d — 1 (hiszen Z f(e) eggyel csokkent, Z f(e) pedig nem vdltozott). Ha

e:so— e Se—
most d — 1 > 0, akkor tjra alkalmazhatjuk az el6z6 bekezdés allitasat: valasztha-

tunk egy olyan P, irdnyitott utat s-bdl z-be, aminek minden élére f(e) = 1. Ezutdn
P> minden e élén is megvaltoztatjuk a folyam értékét f(e) = 0-ra, amivel my =d —2
lesz, stb. Ezt az eljardst addig folytathatjuk, amig végiil my = 0 lesz és megkapjuk
a P, P,..., P;irdnyitott utakat s-bdl z-be. Mivel ezek az utak nyilvan éldiszjunktak
(hiszen egy-egy 1t kivélasztdsa utdn annak az e élein f(e)-t nulldra éllitottuk, igy a
késdbbi utak ezeket mar nem tartalmazhattak), ezért a lemmat belattuk. O

Fontos hangstlyozni, hogy a fenti bizonyitasbdl hatékony algoritmus is kovet-
kezik a lemma 4altal garantalt éldiszjunkt utak eléallitdsara. Ehhez az eljards soran
az s-bdl t-be vezetd utakat kereshetjiik példdul a BFS algoritmussal (persze mindig
csak az azokbol az élekbdl 4116 Gy grafon futtatva a BFS eljarast, amikre f(e) =1
az aktudlis f folyam szerint).

Erdemes a fenti bizonyitdshoz hozzéfiizni azt is, hogy ugyan a Py, P, ..., P; utak
mind Gy-beliek (ahol most f még az eredeti, d értékii folyamot jeloli), de az mér
nem feltétlen igaz, hogy Gy minden éle rajta van valamelyik tton. Mds széval: a
Py, Py, ..., P; utak élhalmazainak az egyesitése nem feltétlen E(Gy), hanem csak
annyi igaz, hogy része annak. Ha példdul G a 10.2. dbrén lathat6 graf (ami lehetsé-
ges, mert ha minden e élére f(e) = 1, akkor ezzel my = 2 értéki folyamot kapunk
s-bdl ¢-be), akkor a bizonyitdsban irt eljarassal kaphatjuk példdul a piros és a kék él-
diszjunkt utakat; azonban az (u,v) és a (v,u) élek egyikben sincsenek benne. (Ldsd
még errdl a kérdésrol a 9.3. Definici6 utdni aprobetis részt is.)

A 10.1. dbra grafjaban lattuk, hogy s-bol ¢-be taldlhaté harom éldiszjunkt ut; de
vajon taldlhat6-e négy? Egy egyszer(, de szellemes indoklassal meggy6z8&dhetiink
réla, hogy a vdlasz nemleges: minden s-bdl 7-be vezet§ tt tartalmaz egyet az (o, p),
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(u, p) és (y,z) élek koziil. Valoban, ha ezt a hdrom élt kihagyndnk a grafbol, akkor
a kapott grafban mar nyilvan nem volna s-bdl 7-be vezet6 1t (hiszen nem volna az
{s,0,r,u,x,y} csicshalmazbdl kivezetd él), igy tényleg nem lehet s-bdl 7-be eljutni
anélkiil, hogy e koziil a hdrom €l koziil legalabb egyet ne érintenénk. Ebbdl kovet-
kezik, hogy barhogyan is vélasztunk s-b8l t-be négy utat, az (o, p), (u,p) és (y,2)
élek kozott lesz olyan, ami ezek koziil kettSben is benne van, igy ezek az utak biz-
tosan nem lesznek éldiszjunktak. Az aldbbi definici6 az ebben a gondolatmenetben

alkalmazott kulcsfogalmat vezeti be.

10.2. Definicié. A G irdnyitott grafban a Z C E(G) élhalmaz lefogja az s-b6l t-be
vezet§ iranyitott utakat (ahol s,t € V(G) a grdf két kiilonboz6 csiicsa), ha minden
s-bdl t-be vezetd, G-beli irdnyitott it tartalmaz Z-beli élt. Hasonloan értelmezziik
ezt a fogalmat irdnyitatlan G grdfokra is: a Z C E(G) élhalmaz lefogja az s-bél
t-be vezetd irdnyitatlan utakat, ha minden s és t végponti, G-beli irdnyitatlan iit
tartalmaz Z-beli élt.

A fenti gondolatmenet tehét azon alapult, hogy a Z = {(o, p), (u, p), (y,2)} €él-
halmaz lefogja az s-bdl ¢-be vezets irdnyitott utakat a 10.1. dbrdn l4that6 dbra graf-
jaban. (Figyelem: ez a mondat nem azt jelenti, hogy Z a hidrom, szinessel kiemelt ut
mindegyikébdl tartalmaz egy-egy élt, hanem ennél sokkal tobbet allit; azt, hogy Z
minden, az s-bol t-be vezetd irdnyitott Uitbol tartalmaz legalabb egy élt.) A definicid
fogalmazhat6 gy is, hogy Z akkor fogja le az s-bdl t-be vezetd (irdnyitott, illet-
ve irdnyitatlan) utakat, ha a Z elhagydsa utdn kapott graifban mar nincs s-bdl 7-be
(irdnyitott, illetve irdnyitatlan) ut.

Felhivjuk r4 a figyelmet, hogy az elnevezések feliiletes hasonl6sdga ellenére a
most bevezetett fogalomnak semmi koze sincs a 7.7. Definiciéban értelmezett lefo-
g6 élhalmazhoz; a kettSt tehat nem szabad 6sszekeverni.

Az alabbi tétel 0sszekoti az éldiszjunkt utak problémadjaval kapcsolatban eddig
latott két gondolatot: az s-bdl ¢-be vezetd utakat lefogd élhalmaz fogalmat, illetve
a folyamokat; ezzel egyben meg is oldja ezt a problémat. A tétel harom éllitas ek-
vivalens voltat mondja ki; ez azt jelenti, hogy ha az éllitdsok koziil barmelyik igaz,
akkor a masik kettd is az.
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10.3. Tétel. Legyen adott a G irdnyitott grdf, annak az s,t € V(G) kiilonbizd
csiicsai és a k > 1 egész. Ekkor az aldbbi dllitdasok ekvivalensek:
(i) Létezik G-ben k éldiszjunkt irdnyitott iit s-bdl t-be.
(ii) Nem létezik G-ben legfoljebb k — 1 élii, az s-bdl t-be vezetd irdnyitott utakat
lefogo élhalmaz.
(iii) A (G,s,t,c) hdlézatban a maximdlis folyam értéke legaldbb k, ahol ¢ az
azonosan 1 kapacitdsfiiggvény.

Bizonyitds: A tételt gy latjuk be, hogy igazoljuk az (i)=>(ii), a (ii)=-(iii), valamint a
(iii)=(i) kovetkeztetések helyességét. Ezzel a bizonyitds valdban teljes lesz, hiszen
barmelyik allitasbdl helyes kovetkeztetések mentén eljuthatunk a mésik kettébe.

Tegyiik fel ezért el6szor, hogy (i) igaz: 1éteznek az s-bdl t-be vezetd Py, Ps, ..., P
éldiszjunkt irdnyitott utak. Legyen Z tetszdleges, az s-bdl ¢t-be vezetd irdnyitott uta-
kat lefogé6 élhalmaz. Mivel Z minden s-bdl z-be vezetd 1tbol tartalmaz élt, ez igaz
a P, P,... B utakra is; vdlasszunk ezért minden 1 < i < k esetén P;-bol egy e; élt,
amire ¢; € Z. Ekkor az ej, ey, ..., e, élek mind kiillonbozék, mert a P; utak éldisz-
junktak. [gy Z tartalmaz k kiilonboz§ élt, ezért |Z| > k, amivel (ii)-t belattuk.

Most azt tegyiik fel, hogy (ii) teljesiil és legyen X C V(G) tetsz8leges vagas
a (G,s,t,c) hal6zatban. Ekkor az X-bdl kiléps élek nyilvéan lefogjak az s-bdl 7-be
vezet§ irdnyitott utakat, hiszen s € X és t ¢ X miatt minden s-b6l ¢-be vezets dtnak
tartalmaznia kell X-bdl kilép6 élt. (ii)-bdl tehat kovetkezik, hogy X-bdl legalabb k
é11ép ki. Ez fogalmazhat6 tgy is, hogy ¢(X) > k, mert a 9.9. Definicié szerint ¢(X)
épp az X-bdl kiléps élek szdma (hiszen ¢(e) = 1 minden e élre). Mivel tehdt minden
vagds kapacitdsa legalabb k, ezért min{c(X) : X st-vagas} > k. Igy a 9.15. Ford-
Fulkerson tételbSl max{my : f folyam} > k kovetkezik, amivel (iii)-at belattuk.

Végiil azt tegyiik fel, hogy (iii) igaz és legyen max{my : f folyam} = d; ekkor
tehat (iii) szerint d > k. Mivel ¢ egészértékd, ezért a 9.17. Lemmabdl kovetkezden
létezik olyan f egészértékii folyam, amire my = d; rogzitsiink le egy ilyen f-et.
Ekkor tehét minden e élre f(e) =0 vagy f(e) = 1 (ismét azért, mert ¢(e) = 1 minden
e élre). Tgy d > k miatt (i) valéban kovetkezik a 10.1. Lemmaébol. O

Ismét fontos hangsilyozni, hogy a fenti bizonyitasbdl hatékony algoritmus is
kovetkezik k darab, s-bdl 7-be vezetd éldiszjunkt ut 1étezésének az eldontésére, il-
letve ilyenek keresésére. Ehhez tehat a c = 1 kapacitdsfiiggvényre meg kell hatdroz-
nunk egy egészértékid f maximalis folyamot s-bdl ¢-be (példaul a 9. fejezetben latott
javitéutas algoritmussal); ha erre my > k, akkor a 10.1. Lemma bizonyitdsdban irt el-
jdrdssal kaphatunk k éldiszjunkt utat. Ha viszont my < k, akkor a 10.3. Tétel szerint
nem léteznek ilyen utak; s6t, ebben az esetben egy ezt a tényt a tétel (ii) allitdsanak
megfelelen igazol6 élhalmazt is meg tudunk adni: egy k-ndl kisebb kapacitdsi X
vagasbol kilépd élek halmaza ilyen. (X-et pedig a 9.15. Tétel bizonyitasa, illetve az
utdna irt megjegyzés szerint szintén a javitdutas algoritmussal kaphatjuk meg.)

A 10.3. Tétel tehat megoldja az s-bol 7-be vezet6 €ldiszjunkt utak problémajat
abban az esetben, ha G irdnyitott graf. Az alabbi tételbdl az deriil ki, hogy nagyon
hasonl6an kezelhet$ a feladat irdnyitatlan grafokra is; ehhez csak azt a 9.3. szakasz-
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ban mar latott otletet kell alkalmazni, hogy minden irdnyitatlan élt helyettesitiink
két irdnyitottal.

10.4. Tétel. Legyen adott a G irdnyitatlan grdf, annak az s,t € V(G) kiilénbizé
csucsai és a k > 1 egész. Ekkor az aldbbi dllitasok ekvivalensek:
(i) Létezik G-ben k éldiszjunkt irdnyitatlan it s-bdl t-be.
(ii) Nem létezik G-ben legfoljebb k — 1 élii, az s-bdl t-be vezetd irdnyitatlan uta-
kat lefogo élhalmaz.
(iii) A (H,s,t,c) hdlézatban a maximdlis folyam értéke legaldbb k, ahol a H ird-
nyitott grdf gy késziil G-bél, hogy annak minden {u, v} élét helyettesitjiik az
(u,v) és (v,u) irdnyitott élekkel; ¢ pedig az azonosan 1 kapacitdsfiiggvény.

Bizonyitds: Ismét az (i)=-(ii), (ii)=>(iii) és (iii)=>(i) kovetkeztetéseket latjuk be.

Az (i)=(ii) bizonyitdsa azonos a 10.3. Tétel bizonyitdsaban irtakkal; az egyetlen
kiilonbség az, hogy a Py, P>, ..., P utak most irdnyitatlanok.

A (ii)=(iii) bizonyitdsdban sincs sok valtozds a 10.3. Tételhez képest: ha
X CV(H) a (H,s,t,c) hdlézat tetszSleges vadgdsa, akkor ¢(X) > k tovdbbra is igaz,
kiilonben az X-b6l kilépd éleknek megfeleld G-beli iranyitatlan élek egy k-ndl ki-
sebb méretti, az s-b1 1-be vezetd utakat lefogé élhalmazt alkotnanak. Igy a 9.15. Té-
telbSl ismét kovetkezik, hogy max{my : f folyam} > k.

A (iii)=(i) bizonyitasat megint kezdjiik azzal, hogy a 9.17. Lemmara hivatko-
zéssal vdlasztunk egy f egészértékdi maximdlis folyamot a (H,s,?,c¢) hélézatban;
(iii) szerint tehdt my = d > k. Ha G-nek van olyan e = {u,v} éle, amire az e-bsl
késziilt e; = (u,v) és eo = (v,u) H-beli irdnyitott élekre f(e1) = f(e2) = 1, akkor
valtoztassuk meg f(e;) és f(ez) értékét is nulldra; és ezt a mddositast hajtsuk végre
minden széba jovo esetben. Ezek a véltoztatasok megfelelnek a 9.3. szakasz irdnyi-
tatlan élekr6l sz616 pontjdban latott médositdsoknak (ahol f(e;) és f(ea) értékét a
kettejiik minimumaéval csokkentettiik). fgy az ott irtak szerint f tovabbra is folyam
€s my sem viltozott.

A 10.1. Lemmat f-re alkalmazva kapjuk a H-beli P}, P>, ..., P; éldiszjunkt ira-
nyitott utakat s-bdl z-be (ahol d > k). Mindegyik P, ttnak megfelel egy P! irdnyitat-
lan dt G-ben s-bl t-be. A P[P}, ..., P utak pedig éldiszjunktak, hiszen ha a P/ és a
Pj’- it is tartalmaznd az e = {u,v} élt (ahol i # j), akkor P, és P; is tartalmazna egyet
az e; = (u,v) és ex = (v, u) élek koziil. Ez azonban lehetetlen: e és e; koziil legfol-
jebb egy szerepelhet a Py, P, ..., Py utak élhalmazainak egyesitésében, mert f(e)
és f(ea) koziil legaldbb az egyik nulla, a 10.1. Lemmabdl kapott utak e éleire pedig
f(e) = 1; azt pedig Py, P»,..., Py éldiszjunktsdga kizdrja, hogy P, és P; ugyanazt az
élt tartalmazza e és e, koziil. Ezzel tehat (i)-et belattuk. O

Ismét hangsilyozzuk, hogy a fenti tételbdl (illetve annak a bizonyitdsabdl) ha-
tékony algoritmus is kovezkezik a tétel (i) allitdsa szerinti utak vagy a (ii) szerinti
élhalmaz keresésére, illetve a 1€tezésiik eldontésére.

A 10.3. és 10.4. Tételek (i) és (ii) allitasai kozotti ekvivelenciat el6szor Karl
Menger (1902 — 1985) osztrak matematikus bizonyitotta be 1927-ben. (Menger eh-
hez nem a folyamok elméletét hasznalta, mert az akkor még nem volt ismert.) Men-
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gernek ezt a (két) tételét kicsit mas, dgynevezett ,,minimax” formdaban is szokds
kimondani. (Minimax tételnek szoktdk nevezni azokat, amik egy fajta dolog maxi-
muma és egy masik fajta dolog minimuma kozti egyenldséget mondanak ki. Ilyen-
bdl mér tobbet is lattunk: a 6.17. Tétel szerint intervallumgrafokban a klikkek mé-
retének maximuma egyenld a szinek szdmanak minimumaval egy j6 szinezésben;
a 7.18. Kovetkezmény szerint paros grafokban a maximalis parositds mérete egyen-
16 a minimalis lefogé ponthalmaz méretével; a 8.6. Tétel szerint paros grafokban a
maximalis fokszdm egyenld a szinek szdmanak minimumadval egy j6 élszinezésben;
illetve a 9.15. Tétel szerint max{my : f folyam} = min{c(X) : X st-vdgds}.)

Egy adott G (irdnyitott vagy irdnyitatlan) graf és annak az s és ¢ csucsai esetén
jeldlje Ag(s,t) az s-bol t-be vezet6 éldiszjunkt (irdnyitott vagy irdnyitatlan) utak
maximdlis szdmét G-ben. (Ag(s,t) = k tehét azt jelenti, hogy k éldiszjunkt tt létezik
G-ben s-bdl 7-be, de k+ 1 mar nem.) Jelolje tovdbba A/(s,t) az s-bdl t-be vezetd
(iranyitott vagy irdnyitatlan) utakat lefogé élhalmazok méreteinek a minimumat.

10.5. Kovetkezmény. (Menger tétele éldiszjunkt utakra)
Minden G (irdnyitott vagy irdnyitatlan) grdfra és annak az s,t € V(G), s # t csi-
csaira Ag(s,t) = A (s,t) teljesiil.

Bizonyitds: Legyen k > 1 tetszGleges egész. Ag(s,t) > k definicié szerint azt je-
lenti, hogy 1étezik G-ben k éldiszjunkt (irdnyitott vagy irdnyitatlan) ut s-bdl z-be.
AG(s,t) > k pedig azt jelenti, hogy az s-bdl t-be vezetd (irdnyitott vagy irdnyitat-
lan) utakat lefogdé élhalmazok minimdlis mérete legaldbb k; mds széval: nem 1¢é-
tezik ilyen élhalmazbél legféljebb k — 1 méretii. Igy a 10.3., illetve 10.4. Tételek
(i) és (ii) allitasai kozotti ekvivelencia azt jelenti (az irdnyitott, illetve irdnyitat-
lan esetben), hogy Ag(s,r) > k pontosan akkor igaz, ha Aj;(s,r) > k. Ebbdl pedig
Ac(s,t) = Aj(s,t) valéban kdvetkezik (mert ugyanazoknal a k egészeknél nagyobb
vagy egyenldk). |

Amint az a bizonyitdsbdl 1athato, ez a kovetkezmény valéban csak mas forma-
ban ismétli meg a 10.3. és 10.4. Tételek (i) és (ii) allitdsai kozotti ekvivelencidt,
de tartalmilag azonos azokkal. Kicsit feliiletesen (legaldbbis fontos részletek ho-
madlyban hagyasdval) akdr mondhatjuk azt is, hogy a fenti kovetkezmény specidlis
esete a 9.15. Ford-Fulkerson tételnek; valoban, A (s,f) a maximalis folyam érté-
kével, A((s,1) pedig a vagdsok kapacitdsanak minimumaval egyenld a 10.3., illet-
ve a 10.4. Tételek (iii) allitdsaiban szerepl hal6zatokban. (Megjegyezziik, hogy a
A (s,t) jelolés dltaldnosan elfogadott és haszndlt, de Aj(s,t) nem, azt csak a fenti
tétel kimondasahoz vezettiik be.)

10.6. Feladat.

a) Hatdrozzuk meg a 10.1. dbran l4that6 dbra G gréfjara A¢(s,t) értékét.

b) Tekintsiink el ebben a grafban az élek irdnyitasatol és oldjuk meg a feladatot
az igy kapott H iranyitatlan grafra is.

Megoldds: Az a) feladat esetében az dbran lathaté hiarom udt mutatja, hogy
Ac(s,t) > 3. Mdsrészt a 10.1. szakasz elején mar emlitett Z = {(o, p), (u,p), (»,2)}
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élhalmaz lefogja az s-bdl 7-be vezetd irdnyitott utakat, amibdl Aj(s,z) < 3 adddik.
Igy Menger fenti tétele szerint 3 < Ag(s,t) = A5 (s,) < 3, amib6l tehdt Ag(s, 1) = 3.
(Vegyiik észre, hogy val6jdban ezt a gondolatmenetet a 10.1. szakasz elején kicsit
mds formédban mar lattuk: a Z élhalmaz mutatta, hogy nem létezik négy éldiszjunkt
lit s-bdl £-be; mivel hdrmat az dbrdn latunk, ebbdl Ag(s,t) = 3 kivetkezik.)

A b) feladat esetében ugyanaz a harom tit (illetve ezeknek az irdnyitatlan megfe-
lel6je) ismét mutatja, hogy Ay (s,7) > 3. A Z-nek megfelels {{o, p},{u, p},{».2}}
élhalmaz viszont itt mdr nem fogja le az s-bél r-be vezetd utakat, mert a {p,y}
él irdnyitatlannd véldsdval eljuthatunk s-bdl ¢-be a fenti harom €l haszndlata nél-
kil is (példaul sorra az s,r,u,y, p,v,t csicsok érintésével). Szerencsére azonban a
Z' = {{p.a}.{p,v},{».2}} élhalmaz lefogja H-ban az s-bdl t-be vezetd (irdnyi-
tatlan) utakat; valoban, Z’' elhagyésa utdn H OsszefliggGsége megsziinne és s és ¢
kiilénboz8 komponensbe keriilne. fgy Z' indokolja a A/, (s,t) < 3 dllitdst, amibdl a
fentiekhez hasonléan 3 < Ay (s,7) = Af;(s,7) < 3 miatt Ay (s,7) = 3 kovetkezik. [

10.2. Pontdiszjunkt utak

Térjlink vissza ismét a 10.1. abrdn lathaté dbra grafjara: az azon lathat6 harom utrél
mdr emlitettiik, hogy nem pontdiszjunktak, de két pontdiszjunktat még taldlhatunk
koztiik: a kék és a zold (vagy a piros és a zold) ilyenek. A kérdés az, hogy taldlhat-e
ebben a grafban harom pontdiszjunkt (irdnyitott) dt s-bdl t-be (amelyek persze egé-
szen madsak is lehetnének, mint az dbran lathaté szines utak)? A valasz nemleges,
aminek az indokldsdhoz egy, a 10.1. szakasz elején latotthoz hasonlé 6tlet vezet — de
itt mar az élek helyett a graf csicsaira kell fékuszélni. Figyeljiikk meg, hogy minden,
az s-bdl t-be vezetd irdnyitott Ut dthalad a p és a z csicsok koziil legaldbb egyen.
Valéban, ha ezt a két csticsot (nyilvan az 0sszes rajuk illeszked6 éllel egyiitt) torol-
nénk, akkor a kapott grafban mar nem volna s-bdl 7-be irdnyitott it (hiszen megint

sz 2z z

nem volna az {s,0,r,u,x,y} csicshalmazbdl kiléps él); igy valoban nem elkeriilhe-
t6, hogy egy s-bdl ¢-be vezetd ut dthaladjon p-n vagy z-n. Ezért barhogyan is adnank
meg hdrom irdnyitott utat s-bdl ¢-be, a p és z csicsok koziil legaldbb egyet két tt is
tartalmazna, igy ezek nem lehetnének pontdiszjunktak. Az aldbbi, a 10.2-vel anal6g

definici6 az ezt a példat ltalanosité fogalmat vezeti be.

10.7. Definicié. A G irdnyitott grafban az Y C V(G) csiicshalmaz lefogja az s-bol
t-be vezet$ iranyitott utakat (ahol s,t € V(G) a grdf két kiilonbozd csiicsa), ha
s¢&Y,t¢Y és minden s-bél t-be vezetd, G-beli irdnyitott iit tartalmaz Y -beli csii-
csot. Illetve hasonléan irdnyitatlan G grdfok esetében is: az Y C V(G) csicshal-
maz lefogja az s-b6l t-be vezet§ irdnyitatlan utakat, ha s ¢ Y, t ¢ Y és minden s és
t végponti, G-beli irdnyitatlan it tartalmaz Y -beli csiicsot.

A fentiek szerint példdul az Y = {p,z} csidcshalmaz lefogja az s-bdl ¢-be vezets
irdnyitott utakat a 10.1. dbran lathat6 grafban. Ez a definicio is atfogalmazhaté dgy,
hogy az s-et és ¢-t nem tartalmaz6 Y akkor fogja le az s-bdl ¢-be vezetd utakat, ha
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Y csticsainak a torlése utdn mar nincs a grafban s-bol ¢-be vezet6 ut. Itt is hang-
sulyozzuk, hogy a most bevezetett fogalomnak a névhasonlésdgon tul nincs koze
a 7.3. Definiciéban bevezetett lefogé ponthalmazhoz.

A fenti definicidban azért kellett kikotni, hogy s ¢ Y és t ¢ Y, mert egy s-et
vagy -t tartalmazd Y -ra nyilvén teljesiilne, hogy tartalmaz csticsot minden s-bdl ¢-be
vezetd ttbdl (mégpedig s-et vagy ¢-t), de ebbdl semmi nem kovetkezne az s-bdl t-be
vezetd pontdiszjunkt utak szdimdara. Ennek viszont az a kovetkezménye, hogy haa G
irdnyitott grafban (s,7) € E(G) (vagyis G-nek van s-b6l kozvetleniil ¢-be vezets éle),
akkor G-ben egydltaldn nem létezik az s-bdl ¢-be vezetd utakat lefogé csicshalmaz;
és hasonl6 a helyzet a G irdnyitatlan grafban akkor, ha {s,7} € E(G) (vagyis s és
t szomszédosak). ValGban: ezekben az esetekben még az Y = V(G) \ {s,7} halmaz
sem tartalmazna csticsot az (s,1), illetve az {s,7} élbdl 4116 egy hosszisdgu dtbol.
Ezért a pontdiszjunkt utakrdl sz6l6 alabbi tételekben ki kell majd kotniink, hogy
(s,7) ¢ E(G), illetve {s,t} ¢ E(G).

A kovetkez6 két tétel a 10.3. és al0.4. Tételeknek megfelelé eredményeket
mondja ki pontdiszjunkt utakra. Ezekhez ismét hasznalni fogunk egyet a 9.3. sza-
kasz visszavezetései koziil: a csicsok kapacitdsanak kezelésére alkalmazott pont-
széthuzas fogalmat (14sd a 9.10. dbrat): a v csdcs széthizdsa a (vq,v;) irdnyitott él1é
tehdt azt jelenti, hogy az eredetileg v-be érkezd élek végpontjat vi-re, a v-bdl induld
élek kezd@pontjét pedig v,-re cseréljiik és felvessziik a grafba a (vi,vy) élt.

10.8. Tétel. Legyen adott a G irdnyitott grdf, az s,t € V(G) kiilonbézd csiicsok,
amelyekre (s,t) ¢ E(G) és a k > 1 egész. Ekkor az alabbi dllitdsok ekvivalensek:
(i) Létezik G-ben k pontdiszjunkt irdnyitott iit s-bdl t-be.
(ii) Nem létezik G-ben legfoljebb k — 1 csiicsu, az s-bdl t-be vezetd irdnyitott
utakat lefogo csiicshalmaz.
(iii) A (H,s,t,c) hdlézatban a maximdlis folyam értéke legaldbb k, ahol a H ird-
nyitott grdf ugy késziil G-bdl, hogy annak minden, s-t6l és t-tdl kiilonbozd v
cstiesdt széthiizzuk a (vi,va) éllé; ¢ pedig az azonosan I kapacitdsfiiggvény.

Bizonyitds: Megint az (i)=(ii), (ii)=-(iii) és (iii)=(i) kovetkeztetéseket igazoljuk.
Tegyiik fel el6szor, hogy (i) teljesiil és az s-bol t-be vezetd Py, Ps, ..., P utak
pontdiszjunktak. Legyen Y tetsz6leges, az s-bol ¢-be vezetd irdnyitott utakat lefogd
csicshalmaz. Mivel Y minden s-bdl 7-be vezetd titbdl tartalmaz csicsot, ez igaz a
P, Py,... P utakra is; vdlasszunk ezért minden 1 < i < k esetén P;-bdl egy olyan
v; csucsot, amire v; € Y. Ekkor a v, va,...,v; cstcsok mind kiilonb6zdk, mert a P;
utaknak s-en és ¢-n kiviil nincs kozos csucsa, v; € Y miatt pedig v; # s és v; £ 1.
Mivel tehdt Y tartalmaz k kiilonbdz6 cstcsot, ezért |Y| > k, amivel (ii)-t beldttuk.
A (ii)=(iii) 4llitds bizonyitdsdhoz legyen X C V(H) a (H,s,t,c) hdl6zat egy tet-
sz6leges vigdsa és legyen ¢(X) = p. Mivel H minden e élére c(e) = 1, ez azt jelenti,
hogy X-b6l p darab él 1€p ki; valasszunk ezek koziil egy tetszéleges e élt. Ekkor e
lehet a G egy v # s,¢ cstcsabol széthizassal keletkezett (vy,vy) él, vagy lehet egy
olyan él is, ami megfelel G egy eredeti élének. Az utébbi esetben tehdt e = (v, uy),
ahol v, egy v € V(G) cstcs ,,indulési oldala” H-ban, u; pedig egy u € V(G) csics
~erkezési oldala” H-ban; illetve lehetséges még vy = s vagy u; =1 is (mert s-et és
t-t nem huztuk szét). Ha e az ut6bbi tipust él és v, # s, akkor dobjuk ki v-t X-bél;
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ezzel azt érjiik el, hogy e mar nem 1ép ki X-bdl (és esetleg tovabbi, a v,-bdl kilépd
H-beli élek sem) és cserébe kizardlag a (vi,vy) €l keriilhet djként az X-bdl kilépd
élek kozé (mert vo-be nem 1€p be mas él H-ban). Kovetkezésképp v, kidobdsaval az
X-bol kilépd élek szdma biztosan nem nott (€s esetleg csokkent). Ugyanez torténik
akkor is, ha az X-bdl kiléps e = (vo,uq) €lre uy # t €s uj-et bevessziik X-be (ahe-
lyett, hogy a v,-t kidobndnk): ekkor egyediil az (u1,uy) él véltozhat X-bdl kilép6vé
és cserébe legaldbb egy €l kikertiil az X-b6l kilépdk koziil (mégpedig éppen e). Mi-
vel a tételben feltettiik, hogy (s,7) ¢ E(G), ezért minden, az X-b3l kiléps (vo,u;)
tipust élre a fenti két miivelet koziil legaldbb az egyik végrehajthatd: v,-t kidobhat-
juk X-bdl vagy u;-et bevehetjiik X-be; tegyiik is ezt meg minden lehetséges esetben.
A végiil kapott X’ vagdsbol tehdt mar csak a G csticsaib6l széthiizdssal keletkezett,
(v1,v2) tipusu élek 1épnek ki és ezeknek a szdma legfoljebb p.

A 10.3. és a 10.4. Tételek bizonyitdsdban latotthoz hasonldéan most is elmond-
hatjuk, hogy az X’-bd1 kilépd €lek lefogjak H-ban az s-b3l t-be vezetd irdnyitott uta-
kat (hiszen s € X’ és t ¢ X' tovdbbra is igaz). A pontszéthizésok hatdsara a G-beli,
s-bdl t-be vezets irdnyitott utak megfelelnek a H-beli ilyen utaknak: minden olyan
esetben, amikor egy G-beli ut athalad egy v # s, csticson, akkor a megfelelé H-beli
Ut v;-be érkezve a (v1,v;) élen &t vy-be 1ép és innen hasonléan megy tovébb; ez a
megfeleltetés pedig forditva is ugyanigy miikodik. Ebbs] adédik, hogy az X'-bo] ki-
16p6 (v1,v2) éleknek megfelel G-beli v csicsok lefogjak az s-bdl 1-be vezets G-beli
irdnyitott utakat. A (ii) 4llitasbol ezért az kovetkezik, hogy X’-bél legaldbb k él 1ép
ki; ebbdl tehdt k < p = ¢(X) is adédik (ahol X tovédbbra is a fenti bekezdésben irt
médositasok eltti, tetszSlegesen vilasztott vagast jeldli). [gy a 9.15. Tételbsl ismét
azt kapjuk, hogy max{m;y : f folyam} > k teljesiil a (H,s,t,c) hdl6zatban, amivel
tehat (iii)-at belattuk.

A (iii)=(i) kovetkeztetés bizonyitdsa pedig a kordbbiakhoz hasonléan megy:
a 9.17. Lemma miatt 1étezik a (H,s,t,c) hdlézatban egy olyan, my = d > k értéki
folyam, amire f(e) = 0 vagy f(e) = 1 teljesiil minden e élre. Ebbdl a 10.1. Lem-
mat alkalmazva kapjuk a H-beli Py, P», ..., P; éldiszjunkt irdnyitott utakat s-bdl t-be
(ahol d > k). Az el6z6 bekezdésben irtak szerint mindegyik P; dtnak megfelel egy
P/ it G-ben s-bdl r-be. A P{,P;,...,P; utak pedig pontdiszjunktak, hiszen ha a P}
ésa Pj( it is tartalmazna egy v # s, csticsot G-ben, akkor P; és P; is tartalmaznd a
(v1,v2) élt H-ban. Ezzel tehit (i)-et belattuk. |

A kovetkez6, pontdiszjunkt irdnyitatlan utakrdl sz616 tétel bizonyitdsdban mar
nincs 4j gondolat, csak az eddig l4tottak kombindldsara lesz sziikség.

10.9. Tétel. Legyen adott a G irdnyitatlan grdf, az s,t € V(G) kiilonboz6 csiicsok,
amikre {s,t} ¢ E(G) és a k > 1 egész. Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:
(i) Létezik G-ben k pontdiszjunkt irdnyitatlan it s-bol t-be.
(ii) Nem létezik G-ben legfoljebb k — 1 csiicsu, az s-bdl t-be vezetd irdnyitatlan
utakat lefogo csiicshalmaz.

(iii) A (H,s,t,c) hdlozatban a maximdlis folyam értéke legaldbb k, ahol a H
irdnyitott grdf ugy késziil G-bél, hogy elbszor G minden {u,v} élét helyet-
tesitjiik az (u,v) és (v,u) irdnyitott élekkel, majd a kapott grdf minden, s-t6l
és t-16l kiilonboz6 v csiicsdt széthizzuk a (vi,v2) éllé; ¢ pedig az azonosan
1 kapacitdsfiiggvény.
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A tétel (iii) allitdsdban szerepld atalakitasra a 10.3. dbra mutat példat: a bal ol-
dalon lathat6 G grafbdl a jobbra lathaté H keletkezik.

u U U,

10.3. abra

A 10.9. Tétel bizonyitdsa: Az (i)=-(ii) kovetkeztetés bizonyitdsa azonos a 10.8. Tétel
bizonyitdsaban {rtakkal, csak a Py, P, ..., P, utak most irdnyitatlanok.

A (ii)=(iii) 4llitds bizonyitdsshoz jelole G’ azt a grafot, amit a G éleinek két
irdnyitottal val6 helyettesitésével kaptunk (még a pontszéthizasok el6tt). Ha (i) tel-
jesiil, akkor G’-ben sem létezhet az s-b3l t-be vezetd irdnyitott utakat lefogé, k — 1
elemd csucshalmaz, igy a 10.8. Tétel szerint legaldbb k a maximaélis folyam értéke
abban a hél6zatban, amit G'-b8l csticsszéthizéssal kaphatunk (a ¢ = 1 kapacités-
fiiggvény mellett). Mivel ez éppen a (H,s,1,c) hilézat, ezzel (iii)-at belattuk.

Végiil a (iii)=(i) bizonyitdsa is akaddlytalan: egy, a 9.17. Lemma szerinti egész,
vagyis minden €len 0 vagy 1 értékid maximalis folyambdl a 10.1. Lemma szolgéltatja
ad = my > k €ldiszjunkt irdnyitott utat s-bdl ¢-be H-ban, amibdl el&szor G'-ben d
darab pontdiszjunkt irdnyitott, majd G-ben ugyanennyi pontdiszjunkt irdnyitatlan
utat kapunk. m]

A 10.8. és 10.9. tételek esetében is fontos hangstlyozni az algoritmikus vonatko-
zasokat: mindkett6bdl a megfeleld feladat hatékony megoldhatdsaga is kovetkezik.
Ennek a két tételnek az (i) és (ii) allitasai kozotti ekvivalencidt is a 10.1 szakaszban
mdr emlitett Karl Menger bizonyitotta be el6szor és hasonléan az ott {rtakhoz, ezek
is kimondhat6k ,,minimax” megfogalmazésban. Ehhez egy G (irdnyitott vagy ira-
nyitatlan) graf és annak az s és ¢ csticsai esetén jelolje kg (s,7) az s-bél t-be vezetd
pontdiszjunkt (irdnyitott vagy irdnyitatlan) utak maximalis szdmat G-ben; tovabba
jelolje kg (s, 1) az s-bdl r-be vezetS (irdnyitott vagy irdnyitatlan) utakat lefogd cstics-
halmazok méreteinek a minimumat. (A x gorog betd, a kiejtése: ,.kappa”.)

10.10. Kovetkezmény. (Menger tétele pontdiszjunkt utakra)

Ha a G (irdnyitott vagy irdnyitatlan) grdfra és annak az s,t € V(G), s #t csiicsaira
(s,2) ¢ E(G), illetve {s,t} ¢ E(G) teljesiil (az irdnyitott, illetve az irdnyitatlan
esetben), akkor Kg(s,t) = K;(s,1).

Bizonyitds: Analdg médon érvelhetiink a 10.5. Kovetkezmény bizonyitdsaval.
KG(s,1) > k azt jelenti, hogy létezik G-ben k pontdiszjunkt tit s-bdl r-be. k(;(s,7) > k
pedig azt jelenti, hogy nem létezik G-ben legfoljebb k — 1 méretdi, az s-bdl ¢-be ve-
zetS utakat lefogé csticshalmaz. Igy a 10.8., illetve 10.9. Tételek (i) és (ii) allitasai
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kozotti ekvivelencia miatt kg(s,) > k pontosan akkor igaz, ha ki (s,7) > k. Mivel
ez minden k > 1 egészre teljesiil, ebbdl kg (s,7) = Kk (s,1) valéban kovetkezik. [

Megint nem hazugsag (legfoljebb erdsen leegyszer(sits) azt allitani, hogy ez a
kovetkezmény is specidlis esete a 9.15. Ford-Fulkerson tételnek; annyi mindenképp
igaz, hogy kg (s,) a maximdlis folyam értékével, k(;(s,7) pedig a vagasok minima-
lis kapacitdsdval egyenld a 10.8., illetve a 10.9. Tételek (iii) allitdsaiban szerepld
hélézatokban (és e koziil a két jelolés koziil is csak kg (s,t) dltalanosan elfogadott).

10.11. Feladat. Hatdrozzuk meg k¢ (s,?) és kg (s, p) értékét a 10.1. dbrdn lathat6
dbra G gréfjara, illetve az abbdl az élek irdnyitdsdnak figyelmen kiviil hagyasaval
kapott H irdnyitatlan grafra.

Megoldds: Mar tobbszor emlitettiik, hogy az dbran lathat6 utak koziil példaul a kék
és a zold pontdiszjunkt. A 10.2 szakasz elején az is kideriilt, hogy az Y = {p,z}
halmaz lefogja az s-bdl t-be vezetd utakat, igy harom pontdiszjunkt Gt mar nem
létezik s-b6l r-be. Igy tehdt xg(s,7) = 2. Mindezek H-ra ugyanigy elmondhatok,
gy xy(s,t) = 2 is adédik.

Konnyl megadni G-ben két pontdiszjunkt utat s-bdl p-be (példaul az o, illetve u
csucsokon at). Ennél tobb viszont nyilvan nem létezik, hiszen p-be csak két él 1ép be.
(Ezt dgy is mondhatjuk, hogy az (o, p) és (u,p) élek lefogjdk az s-bdl p-be vezets
utakat, igy még éldiszjunkt titb6l sem létezhet harom s-bél p-be.) fgy ks(s, p) = 2.

H-ban viszont mar megadhaté harom pontdiszjunkt Gt s-bdl p-be: példaul
az o-n, illetve u-n at vezetd kettd hosszd utak mellé az x-en és y-on 4t ve-
zeté harom hosszit is felvehetjiik. Igy &y (s,p) > 3. Mdsrészt az ¥ = {o,u,x}
csicshalmaz lefogja az s-b&l p-be vezetd utakat H-ban (ez konnyen el-
lendrizhetd). Igy i, (s,p) <3. EzekbSl és a 10.10. Kovetkezménybdl tehat
3 < ku(s,p) =xy(s,p) <3, 8ésigy xu(s,p) =3 adédik. 0

10.3. Tobbszoros osszefiiggoség

Egy hél6zat tervezésekor (fiiggetleniil attdl, hogy az milyen célt szolgal) szinte min-
dig elvérds, hogy az azt reprezentdlé graf osszefiiggd legyen. Azonban szamos al-
kalmazdsban ez nem elegendd: ha példaul egy szdmitogép-halzatban el6fordulhat-
na az, hogy egyetlen link vagy csomépont meghibdsoddsa (vagyis a grafbdl valo
torlése) elrontja az Osszefiiggdséget, az komoly kockazatot és egyben a halézat al-
kalmatlansagat is jelentené. S&t, az Osszefiiggdség nem csak egyetlen linken vagy
csom6ponton nem mulhat: érdemes lehet megkovetelni, hogy egy adott, az alkalma-
zastol fiiggd szamu linken vagy csoméponton se milhasson. Természetes gondolat
egy hal6zatot anndl megbizhatébbnak tekinteni, minél inkdbb ellendll véletlen meg-
hibdsoddsoknak vagy akdr szdndékos tdmaddsoknak; mds széval: minél nagyobb
szamra teljesiil, hogy ennyi €l vagy cstics elhagydsa még nem ronthatja el az 6ssze-
fiigg6séget. Az alabbi definicid az ebbdl a gondolatbdl fakadd, szdmos alkalmazas-
ban kulcsfontossagti fogalmakat vezeti be.
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10.12. Definicié. Legyen G (irdnyitatlan) grdf és k > 1 tetszdleges egész.
* A G grdfot k-szorosan él6sszefiiggdnek mondjuk, ha az élei koziil barhogyan
legfoljebb (k — 1)-et torolve mindig dsszefiiggd grdfot kapunk.
* G-t k-szorosan pontosszefiiggének (vagy roviden k-szorosan Osszefiiggd-
nek) mondjuk, ha legaldbb k + 1 csiicsa van és a csiicsai koziil bdrhogyan

legfoljebb (k — 1)-et (az azokra illeszkedd élekkel egyiitt) torolve mindig
osszefiiggd grdfot kapunk.

Amint az a definiciobol 1athatd, ha nem deklaraljuk, hogy €él- vagy pontosszefiig-
g6ségrdl van sz6, hanem csak k-szorosan dsszefiiggd grafrél beszéliink, akkor ez az
utébbit jelenti. A k-szoros (pont)dsszefiiggdség definicidjaban azért kellett kikotni,
hogy a grafnak legaldbb k+ 1 csicsa legyen, mert kiilonben egy ,kicsi” graf sok-
szorosan Osszefliggbének értelmezddne (példaul egy harom pontd kor szdzszorosan
Osszefiiggd volna), ami ellentmond a tobbszoros Osszefiiggdség fogalmarol fentebb
irt intuiciénak.

A fenti definici6 csak irdnyitatlan grafokrdl szol; bar 1étezik ennek a két foga-
lomnak irdnyitott grafokra vonatkozé megfelel§je is, ezekkel itt nem foglalkozunk,
a fejezet hatralévd részében csak irdnyitatlan grafokat vizsgalunk.

Hasznaljuk ismét példanak a 10.1. dbran lathat6 dbra grafjabdl az élek iranyita-
sdnak figyelmen kiviil hagyasaval kaphat6 H grafot. A 10.6. Feladat megolddsaban
kideriilt, hogy H-bél a Z' = {{p,q},{p,v},{y.2}} élhalmaz elhagydsaval kapott
graf mar nem Osszefiiggd; ebbdl a most definidlt fogalmakat haszndlva az kovetke-
zik, hogy H nem négyszeresen élosszefiiggd (mert ha az volna, akkor barmelyik
legfoljebb harom élét elhagyva Osszefiiggd grafot kellene kapnunk). Hasonl6an,
a 10.11. Feladat megolddsdban pedig azt hasznaltuk ki, hogy H-bél az Y = {p,z}
csucshalmaz elhagydsa utdn kapott graf nem 6sszefiiggd; ebbdl most az kovetke-
zik, hogy H nem haromszorosan ¢sszefiiggd. Persze ezzel nyitva hagytuk a kérdést,
hogy H vajon haromszorosan élosszefiiggd-e, illetve kétszeresen pontosszefiiggd-e?
A vélasz mindkét esetben igen, de ezeket pusztdn a fenti definicidk alapjan hidny-
talanul megindokolni elég faraszté volna: az el6bbi azt jelentenené, hogy H-bdl az
Osszes lehetséges mddon elhagyunk két élt és mindig megvizsgaljuk, hogy a kapott
graf Osszefiiggd-e; az utdbbihoz pedig a csticsokat kellene egyesével elhagyni és
mindig tesztelni az Osszefiiggdséget. Késdbb, tobb eszkoz birtokaban sokkal rovi-
debb indokldsokat is fogunk tudni adni ezekre (lasd a 10.17. Feladatot).

Ez a példa a most definidlt két fogalom kozti kiilonbséget is mutatja: H hdrom-
szorosan élosszefiiggd, de nem haromszorosan pontosszefiiggd (bar az elébbit egy-
elére nem indokoltuk meg). Konnyen lehet a két fogalom kozti, még latvanyosabb
kiilonbséget mutatd példat is megadni: legyen G az a 201 csucsu graf, amit két disz-
junkt ponthalmazokon megadott 100 cstcsu teljes grafbol kapunk tgy, hogy felve-
sziink egy tovabbi v csucsot és v-t sszekotjiik az dsszes tobbi (200 darab) csticesal.
Ekkor G nem kétszeresen Osszefiiggs, hiszen v torlése elrontja az dsszefiiggbséget;
de nem nehéz végiggondolni (a részleteket melldzziik), hogy G 100-szorosan él-
Osszefiiggd, mert barmely legfoljebb 99 élének az elhagydsa utdn 6sszefiiggd grafot
kapunk. Ezekbdl a példakbdl is érezhetd, hogy a k-szoros Osszefiiggdség er6sebb
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feltétel a k-szoros élosszefiiggdségnél (vagyis az el6bbibdl kovetkezik az utobbi),
hiszen néhany cstcs torlése nagyobb ,,romboldst” végez a grafban, mint ugyanennyi
€l¢; ez valdban igaz és bar pusztan a definicidk alapjan koriilményes volna megindo-
kolni, a kés6bbiekbdl ez is konnyen kovetkezni fog (lasd a 10.16. Kovetkezményt).
A két fogalom kozti kiilonbség egyediil a k = 1 esetben tlinik el: az egyszeres él-
Osszefligglség €s pontosszefiiggdség is a graf osszefiiggdségét jelenti (hiszen nulla
darab €l vagy cstics elhagydsa utdn koveteli meg az osszefiiggdséget).

Természetesen ugyanaz a G graf tobb kiilonbozd k értékre is lehet k-szorosan
Osszefiiggd vagy élosszefiiggd. Példaul a fentebb emlitett H graf nem csak harom-
szorosan €losszefiiggd, hanem persze kétszeresen is (hiszen legfoljebb egy élének
az elhagydsa sem ronthatja el az Osszefiigg6séget, ha ugyanez legfoljebb két élre
igaz) és még egyszeresen is (hiszen H osszefiiggs). Altalaban is nyilvan igaz, hogy
ha G k-szorosan pontosszefiiggd, illetve élosszefiiggs, akkor minden 1 < ¢ < k-rais
{-szeresen pontosszefiiggd, illetve élosszefiiggd. Ez az egyszerd megfigyelés adja a
1étjogosultsagat az alabbi definiciénak.

10.13. Definicio. A G grdfra A(G), illetve k(G) jeldli a legnagyobb olyan k egészt,
amire G k-szorosan élosszefiiggd, illetve k-szorosan pontosszefiiggo.

Példdul a A(G) = k dllitas azt mondja G-r8l, hogy abbdl barhogyan legfoljebb
k — 1 élt elhagyva mindig Osszefiiggd grafot kapunk, de k élt mar el lehet hagyni
tigy, hogy az osszefiiggdség megsziinjon. fgy a 10.1. dbran lthaté graf irdnyitatlan
H megfelelGjérdl fentebb azt dllitottuk, hogy A (H) = 3 és x(H) = 2 (de ezeket csak
a 10.17. Feladatban fogjuk hidnytalanul megindokolni).

A(G)-re, illetve k(G)-re tekinthetiink gy, mint a grafok egyfajta biztonsagi
mértékére: minél nagyobbak ezek, anndl tobb élt, illetve csticsot ért sériilés vagy
tamadas esetén garantdlt a megmaradé graf osszefiiggdsége.

10.14. Feladat. A G graf csicshalmaza legyen V(G) = {10,11,12,...,39} és
két csucs akkor legyen szomszédos G-ben, ha a megfelel6 szamok elsd szamjegye
kiilonbozG6. Hatérozzuk meg A (G) és k(G) értékét.

Megoldds: Vezessiik be a V) ={10,...,19}, Vo, ={20,...,29} és V3 = {30,...,39}
jeloléseket. Ekkor tehat két csics pontosan akkor szomszédos G-ben, ha Vi, V, és
V3 kozill nem ugyanabba esnek.

G-bol el lehet hagyni 20 cstcsot Ugy, hogy a kapott graf ne legyen 0sszefiigg6:
nem 21-szeresen 0sszefiiggd.

Hagyjunk most el G-bdl legféljebb 19 tetszSleges csticsot és a kapott G’ grafbdl
vélasszunk két kiilonb6z6 csticsot, x-et és y-t. Ha x és y nem szomszédosak, akkor
ugyanabba a V; halmazba tartoznak; mivel azonban G’ legaldbb 11 csiicsu, kell 1étez-
zen G’-nek olyan z csticsa is, ami nincs V;-ben és igy x-szel és y-nal is szomszédos.
Kovetkezik, hogy G’ 8sszefliggd (hiszen barmely két csicsa vagy szomszédos, vagy
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van kozos szomszédjuk). Ezzel tehat megmutattuk, hogy G 20-szorosan dsszefiiggd
(hiszen a definiciénak az a feltétele is teljesiil r4, hogy legaldbb 21 csticsa van).

Mivel G 20-szorosan 9sszefiiggs, de 21-szeresen mar nem, ezért k(G) = 20.

G-ben minden pont foka 20, hiszen ha v € V;, akkor v a V;-n kiviili 20 csuiccsal
szomszédos. Ezért G-bdl 20 €lt is el lehet hagyni tigy, hogy az 6sszefliggbség meg-
sz{injon: barmelyik v csiicsra illeszkedd 20 él megfelels. Igy G nem 21-szeresen
élosszefliggd.

Hagyjunk el G-b6l tetszSlegesen legfoljebb 19 élt, a kapott grafot jeldlje G’ és
legyen x,y € V(G) két kiilonb6z6 csdcs. Ha x és y ugyanabba a V;-be tartoznak,
akkor kis valtoztatdssal megismételhetd a fenti gondolatmenet: ha x-nek és y-nak
egyik z ¢ V; csics sem volna kozos szomszédja G'-ben, akkor minden ilyen z-re
legaldbb egy olyat el kellett volna hagyni a z-re illeszkedd élek koziil, aminek a
masik végpontja x vagy y, igy ez mar legalabb 20 kiilonbozd €l elhagydsat jelentené.
fgy x és y kozott van (2 hosszd) Gt G'-ben.

Vizsgéljuk most azt az esetet, amikor x és y kiilonb6z6 V;-be tartoznak, példaul
x €V ésye V. Haxésyszomszédosak G'-ben, akkor persze van koztiik (1 hosszi)
tt. Ha nem, akkor {x,y} az egyik a G-bdl elhagyott élek koziil. Ha x-nek és y-nak
van kozds, V3-beli szomszédja, akkor megint van koztiik (2 hosszi tt) G'-ben. Ha
nem, akkor minden V3-beli cstcsra illeszkedik olyan az elhagyott élek koziil, ami-
nek a mésik végpontja x vagy y. Ezzel tehdt ({x,y}-nal egyiitt) mdr legaldbb 11-et
-megtaldltunk™ az elhagyott élek koziil, igy legfoljebb 8 olyan elhagyott €l lehet
{x,y}-on kiviil, ami V;-beli csticsot kot ossze V,-belivel. Ezért kell 1étezzen olyan
a € V) és b € V, cstcs, amikre nem illeszkedik V| és V, kozott futd, elhagyott €l
Kovetkezik, hogy a sorra az x,b,a,y csicsokat érint6 (3 hosszi) tt Osszekoti x-et
y-nal G’-ben. Mivel tehét barmely két csicsa kdzott vezet tit, ezért G’ 6sszefiiggd.

Igy G 20-szorosan élosszefiiggs, amibsl az el6z6 bekezdésben irtak miatt
A(G) = 20 kovetkezik. O

Az aldbbi, ugyancsak Karl Mengertdl szdrmaz6 tétel a k-szoros élosszefiiggs-
ségre €s pontosszefiiggdségre ad egy-egy sziikséges és elégséges feltételt és ezzel
egyben a téma legalapvet6bb eredményét mondja ki.

10.15. Tétel. (Menger tétele tobbszoros Osszefligghségre)
Legyen G (irdnyitatlan) grdf és k > 1 egész szdm. Ekkor
(i) G akkor és csak akkor k-szorosan élosszefiiggd, ha bdarmely két kiilonbozd
csiicsa kozott létezik k éldiszjunkt vit;
(ii) G akkor és csak akkor k-szorosan pontosszefiiggd, ha legaldbb k+ 1 csiicsu
és bdrmely két kiilonbozd csiicsa kozott létezik k pontdiszjunkt it.

Bizonyitds: (i) bizonyitdsdhoz tegyiik fel el6szor, hogy G barmely két kiilonb6zd
csucsa kozott 1étezik k éldiszjunkt tt és hagyjunk el G-bdl tetszlegesen legfoljebb
k— 1 élt, a kapott grafot jeldlje G'. Ekkor barmely s,7 € V(G), s # t csticsok kozott
kell 1étezzen Gt G'-ben, hiszen a G-ben koztiik 1étezd Py, ..., P, éldiszjunkt utak
koziil legaldbb egy G'-ben is érintetleniil megvan; valéban, egy él elhagydsa a P-k
éldiszjunktsdga miatt legfoljebb egyet tehetett koziilikk tonkre és a P-k szdmanal
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kevesebb élt hagytunk el. Ez tehat definicié szerint azt jelenti, hogy G’ dsszefiiggd
és igy G k-szorosan élosszefiiggd. Ezzel belattuk (i)-bdl a feltétel elégségességét
(vagyis a ,,jobbrdl balra irdnyt”).

A masik irdny (vagyis a sziikségesség) bizonyitdsahoz tegyiik fel, hogy G
k-szorosan él6sszefiiggd és legyen s,7 € V(G), s # t két tetszGleges csiicsa. Ha nem
1étezne s és t kozott k éldiszjunkt it G-ben, akkor a 10.4. Tétel miatt 1étezne egy, az
s és t kozti utakat lefogd, legfoljebb k — 1 éld Z élhalmaz. Ez azonban ellentmon-
dana G k-szoros élosszefiiggdségének: a Z elhagydsdval kapott G’ graf nem volna
Osszefliggd, mert s és ¢ kozott nem volna tt G'-ben. Ezzel tehdt (i) bizonyitésa teljes.

(ii) bizonyitasabdl az elégségesség indoklasa (a ,,jobbrdl balra irdny”) lénye-
gében azonos a fenti, elsd bekezdésében irtakkal, csak élek helyett csticsokra kell
megismételni: a legfoljebb k — 1 cstics elhagydsdval kapott G’ grafban barmely
s,t € V(G'), s # t csticsok kozott 1étezik dt, mert a G-ben koztiik 1étezd Py, ..., P,
pontdiszjunkt utak koziil legfoljebb (k — 1)-et tehetett tonkre a csicsok elhagydsa.
fgy G’ definici6 szerint mindig osszefiiged, G pedig k-szorosan 6sszefiiggs.

Végiil (ii)-bdl a sziikségesség bizonyitdsdhoz tegyiik fel, hogy G k-szorosan
Osszefiiggd és legyen s,1 € V(G), s # t két tetszGleges csicsa. Ha s és  nem szom-
szédosak, akkor a bizonyitds lényegében azonos médon miikodik az (i) sziikséges-
ségének fenti indokldsdval: ha nem létezne s és ¢ kozott k pontdiszjunkt Gt G-ben,
akkor a 10.9. Tétel szerint 1étezd, az s €s ¢ kozti utakat lefogd, legfoljebb k — 1 cstics
elhagydsdval kapott G’ graf nem volna 6sszefiiggd (mert s és t kozott nem volna tit
G’-ben), ami ellentmondana G k-szoros OsszefiiggGségének.

Ezzel azonban a bizonyitds egyelSre nem teljes: ha s és t szomszédosak G-ben,
akkor a 10.9. Tétel nem alkalmazhatd, igy ebben az esetben mddositani kell a fenti
gondolatmenetet. Ilyenkor hagyjuk el G-bdl az s és ¢ kozotti (Osszes) €lt, a kapott
gréfot jelolje H. Megmutatjuk, hogy H-ban létezik k — 1 pontdiszjunkt 1t s és ¢ ko-
zott; ebbdl valdban kovetkezni fog, hogy G-ben 1étezik kozottik k pontdiszjunkt
ut, hiszen a H-beli k — 1 tthoz hozzavehetiink egy egyetlen, s és r kozti €lbol allé
k-adikat. Tegyiik fel ezért indirekt, hogy nem létezik H-ban k — 1 pontdiszjunkt tt s
és t kozott. Ekkor alkalmazhatjuk a 10.9. Tételt H-ra (és k helyett (k — 1)-re): 1étezik
a legfoljebb k — 2 elem( Y csicshalmaz, ami lefogja az s és t kozti utakat H-ban.
Ez tehdt azt jelenti, hogy Y cstcsait (és az ezekre illeszkedd éleket) elhagyva H-bdl
a kapott H' graf nem 6sszefiiggs és s és + H' kiilonboz8 komponenseibe tartozik.
H'-nek 1étezik s-t81 és ¢-t81 kiilonbozs v csticsa, mert a k-szoros Osszefliggdség de-
finicidja szerint G legaldbb k + 1 csicsi és ezek koziil legfoljebb (k — 2)-t hagytunk
el. Ekkor v nyilvdn az s-et és ¢-t tartalmazé H'-beli komponsensek koziil legfol-
jebb az egyikben van benne; tegyiik fel példaul, hogy v nincs az s komponensében.
Hagyjuk most el G-b8l az Y U {t} csticshalmazt, a kapott gréfot jeldlje G'. Mivel ¢
elhagydsa az s és ¢ kozti él (vagy élek) elhagydsat is maga utdn vonja, ezért G’ min-
den éle H'-ben is benne van. Igy s és v G'-ben sem tartozik kozos komponensbe,
vagyis G’ nem 0sszefiiggd. Ez azonban ellentmond G k-szoros OsszefiiggGségének
(hiszen |Y U {t}| = k— 1), amivel a tétel bizonyitdsa teljes. O

Az utolsé bekezdés technikai bonyodalmaitdl eltekintve latszik, hogy a fenti bi-
zonyitas valdjaban csak a 10.4. és 10.9. Tételekre tdmaszkodik, illetve azokat két
elore rogzitett cstcs helyett az dsszes csticspdrra alkalmazza. A fenti tételnek koz-
vetlen kovetkezménye az aldbbi, kordbban mar emlitett allitas.
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10.16. Kovetkezmény. Ha a G grdf k-szorosan pontdsszefiiggd, akkor k-szorosan
élosszefiiggd is.

Bizonyitds: Ha G k-szorosan pontosszefiiggd, akkor a 10.15. Tétel (ii) allitdsa sze-
rint barmely két cstcsa kozott 1étezik k pontdiszjunkt ut. Mivel a pontdiszjunkt utak
egyben éldiszjunktak is, ezért ebbdl a 10.15. Tétel (i) allitdsa szerint valéban kovet-
kezik, hogy G k-szorosan élosszefiigg6. a

Ismét hangsilyozzuk, hogy ennek az allitdsnak a megforditdsa nem igaz, erre
fentebb mar tobb példat is lattunk. A 10.16. Kovetkezményt fogalmazhatjuk dgy is,
hogy A(G) > k(G) minden minden G gréfra igaz; valéban, ha k(G) = k, akkor a
kovetkezménybsl G k-szoros élosszefiiggbsége, vagyis A(G) > k adddik.

A 10.16. Kovetkezmény ismeretében jelentdsen lerdvidithetjiik példaul
a 10.14. Feladat megoldasat is: G 20-szoros pontosszefiiggdségébdl azonnal ko-
vetkezik a 20-szoros élosszefiiggdsége is, amit pusztan a definicidra alapozva két
bekezdésen 4t kellett indokolnunk. Az aldbbi feladattal pedig a szakasz elejérdl ma-
radt ad6ssdgunkat torlesztjiik.

10.17. Feladat. Legyen H a 10.1. abrdn lithaté grafbol az élek irdnyitdsa-
nak figyelmen kiviil hagydséval kapott graf. Mutassuk meg, hogy A(H) = 3 és
K(H) =2.

Megoldds: Korabban mar lattuk, hogy H nem négyszeresen élosszefiiggd és nem
hdromszorosan pontdsszefiiggd, mert a {{p,q},{p,v},{y.z}} ¢lhalmaz, illetve a
{p,z} csticshalmaz elhagydsdval kapott grafok nem 6sszefiiggdk.

A 10.4. abrén H éleit megszineztiik két szinnel: jol lathatd, hogy a kék élek egy
C Hamilton-kort, a pirosak pedig egy F feszitdfat alkotnak H-ban.

) 0 p q
r u v
X y Z t
10.4. abra

Mivel H barmely két csticsa kozott két pontdiszjunkt utat kapunk C két meg-
felel6 ive mentén, ezért H kétszeres pontosszefiiggdsége kovetkezik a 10.15. Tétel
(ii) allitdsdbol. Rdadasul ezt a két utat mindig kiegészithetjiik egy harmadikkal, ami-
nek minden éle F-beli (hiszen a feszit6fa osszefiiggd); az igy kapott harom it pedig
mindig éldiszjunkt, hiszen az F-beli 1t élei pirosak, mig a C-beli két ut élei kékek.
Tgy a 10.15. Tétel (i) allitasabdl kovetkezden H haromszorosan élosszefiiggs.
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Ezzel tehat megindokoltuk a A (H) = 3 és k(H) = 2 allitdsokat is.

Megjegyezziik, hogy ez a megoldds erdsen kihaszndlta H egy szerencsés tu-
lajdonsédgat (nevezetesen az éldiszjunkt Hamilton-kor és feszit6fa 1étezését), de ez
a gondolatmenet nem miik3dott volna minden hasonlé helyzetben. gy nem igaz
példaul, hogy minden kétszeresen Osszefiiggd graf vagy minden haromszorosan él-
Osszefliggd graf tartalmaz Hamilton-kort. a

Vizsgdljuk meg végiil a k-szoros Osszefliggdség és élosszefiiggdség eldontésé-
nek, illetve x(G) és A(G) kiszdmitdsdnak a problémadjat algoritmikus szempontbdl.
Ha pusztan a definicidkbdl kiindulva prébalndnk algoritmust tervezni, az exponenci-
alis futasid6hoz vezetne; valdban, ha az n csticsi és m €l G-bol az 6sszes, legfoljebb
k — 1 elem csucshalmazt, illetve élhalmazt megprébalnank egyesével elhagyni és a
kapott graf osszefiiggdségét tesztelni, ez n-hez, illetve m-hez képest exponencidlisan
sok tesztelést jelenthetne (példaul akkor, ha k értéke durvan n, illetve m fele volna,
vagy ha ezeknek legaldbb valamilyen rogzitett konstansszorosa). A 10.15. Tételnek
fontos kovetkezménye, hogy ezek a kérdések polinomidlis futdsidejli algoritmus-
sal is megvalaszolhatok. Azt ugyanis a 10.4., illetve 10.9. Tételekbdl tudjuk, hogy
egy rogzitett csicsparra polinomidlis futdsidében eldonthetd, hogy van-e koztiik k
€ldiszjunkt, illetve csicsdiszjunkt at (példaul a folyamokra vonatkozé javitoutas al-
goritmussal). A 10.15. Tétel szerint tehat a k-szoros pont-, illetve élosszefiiggd-
ség eldontéséhez megtehetjiik, hogy ezt minden csicspdrra megvizsgéaljuk (illetve
a 10.15. Tétel bizonyitdsanak utolsé bekezdése szerint a pontdsszefiigghség ese-
tében a szomszédos csicsparok kozti éleket elStte elhagyjuk és k értékét eggyel
csokkentjiik). Mivel ez egy n cstcsd graf esetén (3) < tn” ilyen ellendrzést jelent,
ez polinomidlis futdsid6t eredményez.

A valésaghoz tartozik, hogy bér a fenti bekezdésben vazolt algoritmusok vald-

ban polinomidlisak, a gyakorlati alkalmazasok jé részében mar tul lasstak volndnak.

A k-szoros OsszefiiggGség és élosszefiiggfség tesztelésére, valamint k(G) és A(G)

kiszamitasara 1éteznek ennél joval hatékonyabb algoritmusok is, de ezekkel ebben

a jegyzetben nem foglalkozunk (viszont egy résziik szerepel az informatikus MSc

képzés fels6bb matematika anyagaban).

Annyit azért megjegyziink, hogy a k-szoros élosszefiiggdség eldontése egy egy-
szer( otlettel jelentGsen felgyorsithatd a fentiekhez képest: nem sziikséges minden

s # t cslicsparra megvizsgdlni k éldiszjunkt tt 1étezését s és ¢ kozott, hanem elegen-

dé egy tetszblegesen rogzitett s mellett az Osszes ¢ # s csticsra megtenni ugyanezt;

ezzel ('21) helyett csak (n — 1)-szer kell futtatni a javitGutas algoritmust. Val6ban, ha

G nem k-szorosan élosszefiiggs, mert a legfoljebb k — 1 €14 Z élhalmazédnak elha-

gydsdval kaphaté G’ graf nem sszefiiggd, akkor minden olyan esetben, amikor ¢ a

G’ -nek egy s-ét6l kiilonb6z8 komponensében van, Z lefogja az s és ¢ kozotti utakat,

igy az n — 1 prébédlkozds sordn Z 1étezésére fény deriil. Hasonlé gondolat azonban

a pontdsszefiiggdség esetében mar nem miikddne: példa erre az a 10.12. Definicid

utdn mar emlitett 201 csticsti G graf, aminek a v csticsa minden mds csticcsal szom-

szédos, de a v torlése utdn keletkezd graf két diszjunkt 100 csticsu teljes grafbol 4ll;

ebben v és barmelyik mdsik csics kozott konnyen lathatéan 1étezik 100 pontdisz-

junkt dt, de G mégsem kétszeresen Osszefiiggd.



11. fejezet

Legrovidebb utak

A grafokra vonatkozé algoritmusok kozott a gyakorlati alkalmazasokban leggyak-
rabban felmeriil6k minden bizonnyal a legrovidebb utakat keresé eljarasok. Ez ért-
het§ is: a globalis miiholdas helymeghatarozé rendszerek koraban szdmtalan térké-
pes alkalmazasban, illetve jarmiivek beépitett navigacids szoftvereiben miikodnek
ilyen algoritmusok. Emellett sok olyan alkalmazésa is van ezeknek, amikben a mini-
malizdlandé tdvolsdg nem a térbeli tdvolsagbdl vagy akar a menetid6bdl szdrmazik,
hanem egészen mads tipusti bemend adatokbol.

A legrovidebb it problémdban adott egy G = (V, E) irdnyitott graf, az élein egy
w: E — R sidlyfiiggvény, valamint egy s € V(G) csiics. A feladat az, hogy minden
v € V(G) csticsra meghatdrozzuk egy s-bSl v-be vezetd legrovidebb irdnyitott tt
hosszét, amit tdv(v)-vel fogunk jellni. Itt egy P it hossza alatt értelemszertien a P-t
alkoté e élek w(e) sulyainak az dsszegét értjiikk. Természetesen elGfordulhat, hogy
egy v csucs nem elérhetd s-bdl irdnyitott tton; ilyenkor ezt a tényt a legrovidebb ut
feladatot megold¢ algoritmusoknak nyilvan ki kell tudni mutatni (noha erre a 2. fe-
jezetben latott BFS eljards is alkalmas volna). Ilyen esetekben kényelmes lesz (mert
az algoritmusok leirdsdt egyszerisiti) tdv(v)-t co-nek értelmezni. Ha viszont egy v
csucsra tav(v) véges (vagyis v elérhet s-bdl irdnyitott tton), akkor tdv(v) kiszdmi-
tasa mellett az is része a feladatnak, hogy az algoritmus kimenetébdl kiolvashat6
legyen egy s-bol v-be vezetd, tav(v) hosszisdgud (vagyis legrovidebb) it is.

A legrovidebb it probléma nyilvan irdnyitatlan grafokra is felvethetd, de ezzel
a véaltozattal nem kell kiilon foglalkoznunk, mert itt is miikodik a 9.3. és a 10.1. sza-
kaszban mdr l4tott visszavezetés: ha minden e = {u, v} irdnyitatlan élt helyettesitiink
az e; = (u,v) és ey = (v,u) irdnyitott élekkel és ezekhez a w(e;) = w(ez) = w(e)
sulyt rendeljiik, akkor az i{gy kapott irdnyitott grafban az s-bdl a tobbi csticsba veze-
t6 legrovidebb irdnyitott utakat meghatdrozva az irdnyitatlan grafra vonatkozé fel-
adat megolddsét kapjuk. Igy az aldbbiakban feltessziik, hogy G irdnyitott graf (és a
G-beli irdnyitott utakra is réviden csak ttként fogunk hivatkozni).

A fejezetbeli algoritmusok lefrasat egyszerisitendd azt is végig fel fogjuk ten-
ni, hogy a bemenetet adé G (irdnyitott) grafban nincsenek hurokélek és barmely

7 2z

u,v € V(G) csicsok esetén G-nek lefoljebb egy u-bdl v-be vezets éle van (mikdzben
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az persze el6fordulhat, hogy G-nek van egy u-bdl v-be és egy v-bdl u-ba vezetd éle
is — példdul akkor, ha G az el6z6 bekezdésben irtak szerint egy irdnyitatlan grafbdl,
az élek megduplazasaval késziilt). Valéban, mivel egy Ut nem tartalmazhat hurokélt,
ezért az esetleges hurokélek a feladat érdemi megvéltoztatdsa nélkiil torolhetdk a
bemenetbdl. Tovabba ha a bemenetben tobb u-bdl v-be vezetd él is volna valamely
u,v csucsokra, akkor elég volna ezek koziil a legkisebb sulytiak egyikét megtartani,
a tobbi torolhetd, mert azok ugysem lehetnének rajta egy legrovidebb uton.

A legrovidebb ut probléma fenti kitlizésében a w(e) élsilyokrdél nem kovetel-
tilk meg, hogy nemnegativak legyenek, w(e) < 0 megengedett. Els§ ltasra ez ér-
telmetlennek tiinhet, hiszen akdr a térbeli, fizikai tdvolsdgokra, akdr a menetidére
gondolunk, ezek nyilvdn nem lehetnek negativak. Ennek ellenére, tobb olyan alkal-
mazdsa is van a feladatnak, amiben negativ €lstlyok természetes médon meriilnek
fel. Tegytik fel példaul, hogy a G irdnyitott graf élei kémiai reakcidknak, a csicsok a
rendszer lehetséges dllapotainak felelnek meg, az e él w(e) silya pedig az e reakcié-
hoz sziikséges energia; az e = (u,v) él tehdt azt fejezi ki, hogy az u dllapotbdl a v-be
juthatunk az e reakciéval és ehhez w(e) energia sziikséges. Ekkor w(e) < 0 lehet-
séges akkor, ha az e reakci6 sordn energia szabadul fel. Ebben az alkalmazasban a
legrovidebb ut feladat akkor meriil fel, ha arra vagyunk kivancsiak, hogy a rendszer
s allapotabdl mekkora minimalis energiabefektetéssel lehet eljutni a tobbibe. Ehhez
hasonlé példa, ha w(e) egy elektromos auté fogyasztdsat méri az e tdtszakaszon:
ekkor a visszat6ltés miatt w(e) negativ is lehet, ha e meredeken lejt.

Egy fontos specidlis esetben mar adtunk hatékony algoritmust a legrovidebb it
problémadra: ha minden e élre w(e) = 1 (vagyis egy P 1t hossza egyszerdien a P
éleinek a szdma), akkor a 2. fejezetben latott BFS algoritmussal megoldhat6 a fel-
adat. Rdadasul a BFS nagyon hatékony is: ha G szomszédségi listdval van megadva,
akkor a 1épésszama legfoljebb c - (n + m), ahol n, illetve m a G csicsainak, illetve
éleinek a szama és ¢ egy alkalmas konstans.

Ebben a fejezetben a feladat dltaldnos esetével foglalkozunk, amiben w tetszo-
leges lehet. Létni fogjuk, hogy bér ¢ - (n+ m) futdsidejli megoldést nem tudunk ad-
ni, de a feladat még az altalanos esetben is megoldhat6 polinomidlis algoritmussal
— legalédbbis akkor, ha a bemenetre egy alapvetd és a gyakorlati alkalmazdsokban
rendre teljesiilé feltétel fenndll. Ez az utdbbi kitétel valdban fontos: ha semmilyen
kiegészitd feltételt nem szabunk a bemenetre, akkor a legrovidebb utak meghataro-
zdsdra nem ismert polinomidlis algoritmus és valésziniileg nem is 1étezik ilyen.

Megemlitiink két, szorosan ide kapcsol6dé problémat. Az elsé a Hamilton-ut
keresése (vagy a létezésének az eldontése) egy G grafban, amirél mar emlitettiik,
hogy nem ismert rd polinomiélis algoritmus és — noha ez nem bizonyitott, de —
val6sziniileg nem is létezik ilyen. A mdsodik pedig a leghosszabb ut feladat, ami
analdg a legrovidebb ut feladattal: egy élstlyozott irdnyitott graf adott s csticsabol
leghosszabb utat kell keresni a v csticsba.

A legrovidebb, illetve a leghosszabb utak keresése (teljesen dltaldnos feltéte-
lek mellett) ekvivalens feladatok, hiszen ha minden él w(e) stlyat az ellentettjére
véltoztatjuk, akkor a két feladat egymdsba megy 4t. A Hamilton-tit probléma pe-
dig ennek a két feladatnak a specidlis esetének tekinthetS: ha minden él hossza 1,
akkor a Hamilton-utak azonosak az n — 1 hosszi utakkal (ahol n a csicsok szama)
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és persze ennél hosszabb 1t nem is 1étezhet a gratban. (Vagy ekvivalens megfogal-

mazdsban: ha minden élre w(e) = —1, akkor a Hamilton-utak az 1 —n hosszi utak,

aminél rovidebb biztosan nincs a grafban.)

Igy nem megleps, hogy a leghosszabb, illetve (4ltaldnos feltételek kozott) a leg-
rovidebb dt problémdra nem vérhatunk polinomidlis algoritmust: ha ilyen létezne,
akkor (azt minden csuicsbol lefuttatva) a Hamilton-tit feladatot is meg lehetne oldani
hatékonyan — szemben az ezzel kapcsolatos, dltalanosan elfogadott sejtéssel.

Mi is tehdt az a feltétel, amivel a legrovidebb 1t probléma hatékonyan megold-
hatéva valik? Fentebb emlitettiik, hogy negativ élsilyok el6fordulhatnak a beme-
netben (és ezt egyes gyakorlati alkalmazdsok ki is haszndljdk). Ez azonban felvet
egy fontos, tisztdzasra szoruld kérdést. Tekintsiik példaul a 11.1. dbran lathaté G
irdnyitott grafot az élekre irt w(e) élsilyokkal és tegyik fel, hogy x = —2. Ekkor
G-ben a (¢,b,a,c) csicsokat ebben a sorrendben érintd C irdnyitott korben az élsu-
lyok 6sszege —1, vagyis negativ. Ebbol az kovetkezik, hogy s-bdl barmelyik masik
csucsba tetszlegesen kicsi (vagyis abszoltt értékben nagy, de negativ) 6sszstlyud
élsorozat 1étezik — ehhez csak kellden sokszor korbe kell jarni C-t. Ha példaul s-bdl
d-be minusz egymillié hosszui élsorozatot szeretnék, akkor s-bol c-be 1épiink, on-
nan (10% 4+ 4)-szer korbejarjuk C-t, majd c-bdl d-be érkeziink; és minusz egymillié
helyett ez nyilvan tetszleges (4-nél kisebb) szamra ugyanigy miikodne.

11.1. abra

Els6 latasra taldn azt hihetnénk, hogy ez a jelenség megkérddjelezi a legrovidebb
ut feladat 1étjogosultsagat — hiszen nincs értelme legkisebbet keresni egy alulrél nem
korlatos szamhalmazban. Valdjaban azonban a C kort tartalmazé élsorozatok nem
utak, hiszen egy P it minden csucsot legfoljebb egyszer érinthet. (Az élsorozat és az
ut definicidja irdnyitott esetben is analdg azzal, ahogyan ezeket a fogalmakat irdnyi-
tatlan grafokra az 1.10. Definiciéban értelmeztiik.) fgy az el6z6 bekezdésben csak
azt mutattuk meg, hogy az s-bdl d-be vezetd élsorozatok hosszai kozott nincs mini-
malis; legrovidebb iitnak viszont kell 1éteznie, hiszen a csticsok szimanak végessége
miatt az utak szdma is az, igy kell legyen koztiikk minimalis hosszisagd. Ennek elle-
nére, a fenti példaban latott jelenség ramutat arra a feltételre, ami a legrovidebb ut
problémét hatékonyan megoldhatév4 teszi.

11.1. Definicié. A G = (V,E) irdnyitott grdf élein a w : E — R siilyfiiggvényt
konzervativnak nevezziik, ha G minden irdnyitott kirének éleire a w(e) értékek
Osszege nemnegativ.
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Igy a fenti 4bra grafjiban az x = —2 vilasztassal kapott w silyfiiggvény nem
konzervativ (mert 1étezik —1 Osszstlyud irdnyitott kor). Ha viszont x > —1, akkor
w konzervativ (mert a grafban csak egyetlen irdnyitott kor 1étezik, amiben az élek
0sszhossza ebben az esetben mar nemnegativ).

A tovabbiakban a legrovidebb ut probléma bemenetér6l mindig fel fogjuk ten-
ni, hogy w konzervativ — és latni fogjuk, hogy ezzel a feltevéssel a feladat mar
hatékonyan megoldhat6va vélik. A sulyfiiggvény konzervativitasa teljesiil a két fen-
tebb emlitett, kémiai reakcidkrdl, illetve az elektromos autdk fogyasztasardl szolo
példdban is: ez mindkét esetben az energiamegmaradas torvényébdl kovetkezik. Al-
taldban is elmondhatd, hogy a legrévidebb tit feladat gyakorlati alkalmazésai koziil
azokban, amikben negativ élhosszok el6fordulnak, w konzervativitasa legtobbszor
a feltételekbdl természetesen adédik. Ha viszont w(e) > 0 minden e élre, akkor w
konzervativitdsa magatdl értet6ds; ezzel a fontos specidlis esettel a 11.2. szakaszban
foglalkozunk.

Erdemes réviden kitérni arra, hogy mit jelent w konzervativitsa iranyitatlan
grafok esetén. A fejezet elején emlitettiik, hogy ilyenkor az élek két iranyitottal val6
helyettesitésével a feladat visszavezethetd az irdnyitott esetre. Ez viszont azzal jar,
hogy ha az e = {u, v} irdnyitatlan élre w(e) < O teljesiilne, akkor a belSle keletkezett,
szintén w(e) hosszusdgd e; = (u,v) és ex = (v,u) irdnyitatlan élek egy 2-w(e) <0
Osszsilyu irdnyitatlan kort alkotndnak — vagyis az irdnyitott véltozatban kapott w
nem volna konzervativ. Kovetkezésképpen irdnyitatlan grafok esetében a w konzer-
vativitdsa egyszerdien azt jelenti, hogy minden e élre w(e) > 0 és a legrovidebb tt
problémadra is csak ilyen esetekben adunk algoritmust (lasd a 11.2. szakaszt).

Térjiink vissza a fenti dbra példdjara: lattuk, hogy az x = —2 esetben kiillonbség
volt az s-bdl d-be vezetd legrovidebb tit és élsorozat hossza kozott — illetve élsoro-
zatbdl nem is létezett legrovidebb. Az aldbbi allitds azt mondja ki, hogy konzervativ
w-re ez a kiilonbség eltlinik.

11.2. Allitas. Legyen adott a G = (V,E) irdnyitott grdf, az s,v € V(G), s # v
csticsok és G élein a w : E — R konzervativ siilyfiiggvény. Ekkor ha létezik s-bol
v-be egy t dsszsiilyi, k élbdl dllo Q élsorozat, akkor létezik s-bdl v-be egy legfoljebb
t osszsulyu és legfoljebb k élii P it is.

Bizonyitas: Ha Q eleve irdnyitott Gt, akkor az allitds magatél értet6dden igaz. Ha
nem, akkor 1étezik olyan csics, amit Q egynél tobbszor érint. Keressiink Q-ban egy
olyan ismétl6dd csticspart, amik kozott O mentén haladva az élek szdmaban mért
tavolsag a lehetd legkisebb; jelolje ezt a csticsot u és Q-nak az u legkodzelebbi els-
forduldsai kozotti szakaszat C. Ekkor C persze egy u-bol u-ba vezetd zart élsorozat,
de ennél tobb is igaz ra: irdnyitott kor kell legyen. Valéban, ha nem az volna, ak-
kor 1étezne olyan w cstcs, amit C egynél tobbszor érint, igy w el6forduldsai kozott
kisebb volna a tdvolsdg Q élei mentén haladva, mint C élszdma — ez pedig u és C
védlasztdsa miatt lehetetlen.

Viagjuk ki Q-bdl a C irdnyitott kort (abban az értelemben, hogy Q-nak ebbdl az
u-t6l u-ig tarté szakaszabodl csak maga az u csics marad meg), a kapott élsorozat le-
gyen Q1. Ekkor Q] is s-bdl v-be vezet, az éleinek a szdma k-ndl kisebb, az 6sszstilya
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pedig legfoljebb ¢, mert w konzervativitdsa miatt C Osszstlya (vagyis a kivagott e
élek w(e) sulyainak az §sszege) nemnegativ volt.

Ha Q; sem iranyitott at, akkor @ is tartalmaz ismétl6d6 csicsokat, igy a fen-
tiek szerint ismét kivdghato belSle egy (nemnegativ Osszstlyd) irdnyitott kor. Ezt
a miiveletet ismételve végiil a P irdnyitott dthoz jutunk, hiszen az élsorozat élsza-
ma folyamatosan cstkken. Mivel az 6sszsilya a fentiek szerint (w konzervativitasa
miatt) nem nShetett, ezzel az allitast belattuk. O

Erdemes 6sszevetni az 1.11. Allitdst a fentivel: az utébbi az elébbi irdnyitott,
sulyozott valtozatdnak tekinthetd, igy nem csoda, hogy a bizonyitdsuk is nagyon
hasonl6. A 11.2. Allitasbl valéban kovetkezik, hogy az s-bdl v-be vezetd legrovi-
debb 1t és élsorozat hossza egyenld, hiszen minden 1t egyben élsorozat is, az élso-
rozatokbdl pedig lehet legf6ljebb ugyanolyan hosszu utat késziteni. Az 4llitds alabbi
kovetkezménye pedig nélkiilozhetetlen lesz a legrovidebb tit problémara vonatkozé
algoritmusok helyességének az igazoldsdhoz; ez azt éllitja, hogy konzervativ suly-
fliggvény esetén a legrovidebb utak kezddszakaszai is mindig legrovidebb utak.

11.3. Kovetkezmény. Legyen adott a G = (V,E) irdnyitott grdf, az s,v € V(G)
csticsok és G élein aw : E — R konzervativ silyfiiggvény. Ha az s-bol v-be vezetd
P legrovidebb iit dthalad az u csticson, akkor P-nek az s-t6l u-ig tarto P, szakasza
egy s-bil u-ba vezetd legrovidebb iit.

Bizonyitds: Tegyiik fel indirekt, hogy 1étezik s-bdl u-ba egy P,-nal rovidebb P’ t.
Ekkor s-b8l P’ mentén u-ig haladva, majd onnan P-nek az u-t6l v-ig tarté szaka-
szan tovabb folytatva egy s-bdl v-be vezeté Q élsorozatot kapunk. (Q nem feltétlen
tt, mert P'-nek lehet kozos éle vagy csicsa P u-tol v-ig tart6 szakaszdval.) Mivel
P,-t a néla rovidebb P'-vel helyettesitettiik, ezért Q osszstlya kisebb P-énél. Igy
a 11.2. Allitas miatt 1étezik a grafban egy Q 6sszsily4nal nem hosszabb, vagyis P-
nél rovidebb tt is s-bdl v-be, ami ellentmondds (mert P legrovidebb it s-bdl v-be). [

Figyeljik meg, hogy a kovetkezmény dllitdsdban nélkiilozhetetlen feltétel w
konzervativitdsa, anélkiil nem volna igaz. Legyen példdul a 11.1. dbra grifjdban
most x = —3; ekkor persze a sulyfiiggvény nem konzervativ (mert van —2 0ssz-
hosszuisagu irdnyitott kor). Konnyl végiggondolni, hogy s-bdl a-ba a legrovidebb
ut az 5 hosszisdgi s — ¢ — b — a ut. Azonban ennek a c-ig tart6, 5 hosszisé-
gl szakasza (vagyis az (s,c) élbdl 4ll6 dt) nem legrovidebb tt s-b3l c-be, mert az
s — a — c Ut rovidebb ennél, csak 4 hosszusagu.

A legrovidebb ut probléma kitlizésekor emlitettiik, hogy a feladat természetesen
nem csak a tdv(v)-k (vagyis az s-b8l v-be vezetd legrovidebb it hosszanak) meg-
hatdrozasabdl all, hanem minden v cstcsra egy legrovidebb utat is meg kell tudni
adni. A 11.3. Kovetkezménynek nagyon hasznos folyomanya, hogy ennek érdeké-
ben (konzervativ sulyfiiggvény esetén) kovethetjiik azt a BFS eljardsndl mar alkal-
mazott 6tletet, hogy minden v # s csticsra megadunk egy olyan, el6z8(v)-vel jelslt
csucsot, ami kozvetleniil megel6zi v-t egy s-bol v-be vezetd P legrovidebb tton; az
el6z6(v) mutatdk ismeretében pedig azok mentén v-t6l s-ig visszafelé 1épkedve kap-
hatunk egy legrovidebb utat s-bdl v-be. Ennek az eljdrasnak a helyes miikodéséhez
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viszont sziikséges, hogy P-nek az el6z3(v)-ig tarté szakasza is legrévidebb it le-
gyen s-bdl el6z6(v)-be — ami a 11.3. Kovetkezménybdl adédik. Ennek a fontossagat
kiemelend6 érdemes ismét az el6z6 bekezdés példdjat (tehata 11.1. dbrat az x = —3
esetben) idézni: itt az s-bdl c-be vezetd (egyetlen) legrovidebb it s — a — ¢, igy
el6z6(c) = a volna; igy ha az s-b8l a-ba vezet§ s — ¢ — b — a legrovidebb utat
a-t6l visszafelé 1épkedve az el6z6(v) mutaték mentén prébalnank felderiteni, akkor
c-nél ,eltévednénk™, a mutat6 s helyett a-ba vinne vissza. A fentiek szerint tehat

konzervativ silyfiiggvény esetén ilyen probléma szerencsére nem adédhat.

11.1. A Bellman-Ford algoritmus

Ebben a szakaszban bemutatunk egy Richard E. Bellman (1920 — 1984) és (a 9. fe-
jezetben mar emlitett) Lester R. Ford (1927 — 2017) amerikai matematikusokr6l
elnevezett (bar roviddel el6ttiik, 1955-ben Alfonso Shimbel (1923 — 1987), szintén
amerikai matematikus altal mar publikalt) algoritmust, ami hatékony megoldast ad
a legrovidebb tt problémara abban az esetben, ha a w hosszfiiggvény konzervativ.
Az eljarés alapja egy sok mas helyzetben is alkalmazhaté algoritmustervezé-
si technika: a megoldand¢ feladatot egy problémasorozat végpontjaként fogjuk fel,
ami tobb, kisebb feladatbdl 4ll. Ahhoz hasonlithat6 ez, mint amikor egy magas pont-
ra (példaul a haztetdre) valé feljutas érdekében nem helybdl prébalunk nagyot ugra-
ni, hanem 1épcsdt épitiink: a 1épcsdfokok felelnek meg a kisebb feladatoknak, amik
egymads utani elvégzésével az eredetileg kitlizott probléma megoldasahoz jutunk.
Persze egyéltalan nem magatol értet6dd, hogy ezeket a részfeladatokat hogyan al-
kossuk meg: ezt igy kell megtenni, hogy mindegyik részfeladat viszonylag konnyen
megoldhaté legyen az el6z6 megolddsanak a birtokdban — vagyis barmelyik 1épcsd-
fokrol fel tudjunk 1épni a kovetkezére. A részfeladatok megalkotdsa gyakran szép
otleteket, kreativitast igényel; de ha sikeriil 6ket j61 megvalasztani, akkor ez a prob-
léma hatékony megoldasahoz vezethet. (Ezt az altaldnos technikat dinamikus prog-
ramozdsnak nevezik és az Algoritmuselmélet targyban b&vebben is esik réla szo.)
A legrovidebb ut probléma esetében a kovetkezd egyszeri otlet adja a fenti be-
kezdés szerinti 1épcs6fokokat: a feladat egy adott bemenete esetén jelolje minden
v € V(G) cstcsra és k > 0 egészre tavy(v) a legrovidebb olyan, s-bdl v-be vezets
iranyitott it hosszat, ami legfoljebb k élbdl 4ll; ha pedig ilyen 1t nincs, akkor legyen
tdvy (v) = eo. Ekkor a tdvo(v) értékek konnyen megkaphat6k, hiszen ezek a nulla éld
(vagyis csak az s cstcsbdl dl16) utaknak felelnek meg: tavo(s) = 0 és minden v # s
csucsra tdvg(v) = co. A legrovidebb it feladat megoldésat ad6 tav(v) értékek pedig
minden v csucsra tdv,_; (v)-vel egyenlSk (ahol n a graf csiicsainak a szdma), hiszen
minden 1t legfoljebb n — 1 éIbdl dllhat (mert az utak minden csticsot csak egyszer
érinthetnek). Az aldbbi 4llitdsbdl az deriil ki, hogy minden k > 1 esetén a tavy(v)
értékek konnyen kiszdmithatok a tdvy_;(v) értékekbdl — vagyis az el6z6 bekezdés
hasonlatdt haszndlva a 1épcsdsort jol sikeriilt megépiteni, mert mindegyik fokrdl
konnyi fellépni a kovetkezore, a végpont pedig az eredetileg megcélzott haztetd.
Mivel a tdvy(v) értékek a fentiek szerint felvehetik a végtelen értéket is, ezért
kényelmi okokbdl fogadjuk el a kovetkezd, a o elemmel valé alapmiiveletekre vo-
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natkozé egyszerli megallapoddsokat, amiket a legrovidebb 1t feladatra vonatkozo
tovabbi algoritmusokban is alkalmazni fogunk: o 4 x = co minden x € R esetén,
min( = oo (vagyis az iires halmaz minimuma végtelen), és egy (véges elemszamu)
H C RU {eo} halmaz minimumét a o elemek nem befolydsoljdk, vagyis H mini-
muma egyenld a H oo-t8l killonbozd elemeinek a minimumaval. (Mindebbdl az is
kovetkezik, hogy min{ec} = oo, hiszen min{ec} = min@ = oo.)

11.4. Allitas. Legyen adott a G = (V,E) irdnyitott grdf, az s,v € V(G), v# s
csiicsok és G élein a w : E — R konzervativ silyfiiggvény. Ekkor minden k > 1
esetén

tdvy(v) = min {zdvy_ (u) + w(e) : e = (u,v),e € E(G)}.

Az dllitds szerint tehdt tdvy(v)-t Ggy kaphatjuk meg, hogy minden v-be beléps
e = (u,v) élre kiszdmitjuk a tdvy_;(u) +w(e) Osszeget és az igy kapott értékeknek
a minimumdt vessziik; ha pedig G-nek nincs v-be belépd éle (ami lehetséges, bar
az alkalmazdsok szempontjabdl érdektelen), akkor tdvy(v) = oo. Az 4llitds a tdv(s)
értékekrdl nem sz6l, de erre nincs is sziikség: nyilvédn tdvg(s) = O minden k£ > 0
esetén, mert s-bol s-be csak az egyediil s-bdl 4ll6 (egy cstcsu és €l nélkiili) ut vezet.

A 11.4. Allitds bizonyitdsa: Jelolje minden v # s cstcsra tav}(v) az s-bsl v-be ve-
zetd, legfoljebb k Elbdl 4ll6 élsorozatok koziil a legrovidebbnek a hosszat (vagyis
az éleinek az dsszsilyat); illetve legyen tav) (v) = oo, ha ilyen élsorozat nem léte-
zik. Més széval: tavg(v) és tav,(v) értelmezése kozott az egyetlen kiilonbség az,
hogy az utébbiban élsorozatokat is figyelembe vesziink, mig az el6bbiben csak uta-
kat. A bizonyitds alapgondolata annak a megmutatdsa, hogy az allitdsban szerepld
egyenlet a tav(v) értékek helyett a tav; (v) értékekre mindig teljesiil — még akkor
is, ha a w stlyfiiggvény nem feltétlen konzervativ. Ha azonban w konzervativ, ak-
kor a 11.2. Allitasbél kovetkezden tévy (v) = tav}(v) minden v csdcsra, igy ebbdl az
allitas kovetkezni fog.

Tegyiik fel el6szor, hogy s-bdl v-be nem vezet legfoljebb k éld élsorozat, vagyis
tédv} (v) = oo. Ekkor a v-be beléps e = (u,v) élekre tav;_,(u) = oo kell teljesiiljon,
mert ha 1étezne s-bdl u-ba legfoljebb k — 1 éld élsorozat, akkor ezt e-vel megtoldva
egy v-be vezetd, legfoljebb k €ld élsorozatot kapnank. Ezért ebben az esetben az
allitasbeli egyenlet jobb oldaldn a co+w(e) = oo értékek minimumat kell venni (vagy
az iires halmazét, ha G-nek nincs a v-be belépd éle), igy az allitds igaz.

A tovédbbiakban tehdt feltehetjiik, hogy s-bdl v-be vezet legfoljebb k éld élsoro-
zat. Osztalyozzuk ezeket az utolsé éliik szerint: minden e = (u,v) élre az S, halmaz
alljon azokbdl a legfoljebb k €, s-bdl v-be vezets élsorozatokbdl, amiknek az utol-
s6 éle e. Ha egy e = (u,v) élre Q az S,-beli élsorozatok kozott a legrovidebbek
egyike, akkor Q-nak az s-t6] u-ig tart6 Q' szakasza egy s-bdl u-ba vezetd, legfoljebb
k — 1 éli és legrovidebb, vagyis tav_, (u) hosszdsdgu élsorozat. Valéban, Q' nyil-
van legfoljebb k — 1 €ld és ha 1étezne s-bdl u-ba egy Q'-nél rovidebb €s legfdljebb
k — 1 €l élsorozat, akkor ezt e-vel megtoldva egy Q-ndl rovidebb és legfoljebb k
éld, S,-beli élsorozatot kapndnk. Kovetkezésképp Q hossza tav;_, (u) + w(e). Eb-
bdl pedig az allitds mar ad6dik, mert ha minden e = (u,v) élre az S,-beli élsorozatok
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koziil a legrovidebb hosszat meghatdrozzuk és a kapott ért€kek minimumat vessziik,
akkor nyilvén tav, (v)-t kapjuk. 0

Ebbdl az 4llitasbdl, illetve az elbtte frtakbdl az aldbbi algoritmus adddik a legro-
videbb ut feladatra. Az eljardst gy érdemes elképzelni, hogy sorrdl sorra kitoltiink
egy tablazatot, aminek az oszlopait a csicsokkal indexeltiik, a sorait pedig az egy-
re novekvd k értékekkel: a k-adik sorban (amennyiben a sorok szdmozasat nullatél
kezdjiik) a v csicsnak megfelels oszlopban tavg(v) 4ll. A k-adik sor elemeinek ki-
szdmitdsdhoz mindig csak a (k — 1)-edik sor ismeretére van sziikség, az (n— 1)-edik
sorban pedig mér a kimenetet, a tav(v) értékeket kapjuk.

BELLMAN-FORD ALGORITMUS

Bemenet: Egy n cstcsi G = (V, E) irdnyitott graf, egy w: E — R sidlyfiiggvény
ésegy s € V csics

1 tdvo(s) < 0; minden v € V, v # s-re tdvg(v) < oo

2 mindenv €V, v # s-re el6z6y (v) < *
3 ciklus: & fut 1-t6l (n — 1)-ig
4 tave(s) < 0
5 ciklus: v végigfut a V(G) \ {s} csticshalmazon
6 tavy (v) < tavg_1(v)
7 el6z6; (v) + el6z6;_1 (v)
8 ciklus: e = (u,v) végigfut a v-be belépd éleken
9 ha tavy(v) > tavy_ (u) + w(e), akkor:
10 tavy (v) < tdve_ (u) +w(e)
11 el6z6; (v) « u
12 ciklus vége
13 ciklus vége

14 ciklus vége
15  Minden v € V(G) csdcsra: tav(v) + tav,_;(v), el6z6(v) + el6z8,—1 (v)

Emlitettiik mar, hogy az algoritmusnak a tdv(v)-k mellett egy el6z6(v)-vel jelolt
csticsot is meg kell hatdroznia minden v # s esetén, ami kozvetleniil megelSzi v-t egy
s-bdl v-be vezetd legrovidebb uton. Ennek érdekében a fenti pszeudokddot kiegé-
szitettiik az el6z6(v)-knek megfelel$ adattipussal: minden v # s esetén el6z8;(v)
jeloli a v-t megel6zd csicsot egy s-bdl v-be vezetd olyan, legfoljebb k éld tton,
ami legrévidebb az ilyen utak k6zott; ha pedig ilyen ut nincs, akkor el6z8; (v) = *.
Azonban az el6z8; (v)-k meghatdrozésa igényel némi koriiltekintést: hiba volna azt
feltételezni, hogy el6z6; (v) lehet barmelyik olyan u cstcs, amire a 11.4. Allitasbeli
minimum felvétetik (vagyis amire tdv;(v) = tavi_; (u) + w(e) az e = (u,v) élre).
Ugyanis a 11.4. Allitds bizonyitdsabol csak az deriil ki, hogy egy ilyen esetben u
lehet a v-t megel6z4 cstcsa az s-bdl v-be vezetd, legfoljebb k €ld élsorozatok koziil
a legrovidebbek egyikének — de az el6fordulhat, hogy ez az élsorozat nem Tt (er-
re a 11.5. Feladatban latunk is majd példat). Ezt a pszeudokddban gy keriiltiik ki,
hogy abban az esetben, ha tav,(v) = tdv;_;(v) — vagyis a k éld utak kozott nincs
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rovidebb a legfoljebb k — 1 éllek kozotti legrovidebbnél —, akkor el6z6;(v)-n sem
valtoztattunk el6z8;_ (v)-hez képest. Ha viszont tdvy(v) < tdvy_;(v) — vagyis a k
éld utak kozott van révidebb a legfoljebb k — 1 éldeknél — akkor el6z6; (v) mar le-
het barmelyik olyan e = (u,v) él kezdépontja, amire a 11.4. Allitasban irt minimum
felvétetik. Az utGbbi esetben ugyanis az s-b3l v-be vezetd, k éli és tavy(v) hosszad-
sdgi élsorozatok mind utak kell legyenek, kiilonben a 11.2. Allitas (illetve annak a
bizonyitdsa) szerint mégis létezne k-ndl kevesebb &l és tav, (v) hosszi it s-bdl v-be
és igy tave(v) = tdv_; (v) kovetkezne.

A fenti pszeudokédban tavy(v) értékének a 11.4. Allitds szerinti kiszamitdsa
a 6. sorbeli értékaddssal és a 8-12. sorokban zajlé ciklussal torténik. A 6. sor-
ban tdvy(v)-t akdr co-nek is inicializélhatnank, a 8-12. sorban zajlé ciklus végére
tavy(v) értéke igy is helyes volna. Két okbdl nem tesziink mégsem igy: egyrészt
tavg(v) < tdvg_1(v) Ggyis igaz (hiszen a legfoljebb k — 1 éld utak egyben legfol-
jebb k éldek is); mdsrészt ezzel elronthatndnk az el6z8;(v) csticsok meghatdroza-
sat. Ugyanis ezeket az el6z6 bekezdésben irtaknak megfeleléen hatdrozzuk meg:
el6z8y (v)-t a 7. sorban el6z8;_; (v)-nek inicializdljuk, majd a 8-12. sorokban zajlé
ciklusban csak akkor véltoztatjuk meg, ha van olyan v-be beléps e = (u,v) él, amire
tavg_1 () +w(e) kisebb tdvy_1(v)-nél; ebben az esetben pedig el6z6;(v) egy olyan
e = (u,v) él kezd8pontja lesz, amire tdvy_; () + w(e) minimalis (és ez a minimum
egyben tév (v) értéke is lesz).

Megjegyezzilk, hogy az algoritmus futtatdsa sordn el6fordulhat, hogy valami-
lyen k < n— 1 értékre tavy(v) = tdvy_(v) teljesiil minden v csdcsra. Ha ez a helyzet
elddll, akkor az eljards megallithat6 a 3-14. sorokban zajl6 ciklus k-nak megfeleld
végrehajtdsa utdn, hiszen a tdvy (v) és el6z8; (v) értékek nyilvén a késébbiekben sem
valtozhatndnak. Ezzel a kiegészitéssel tehat egyes, szerencsés bemenetekre gyorsit-
hat6 az algoritmus.

11.5. Feladat. Hatdrozzuk meg a Bellman-Ford algoritmussal a 11.1. dbrdn lathat6
grafban az x = —1 vdlasztassal minden v csticsra az s-bol v-be vezetd legrovidebb
Ut tav(v) hosszét és adjunk meg egy s-bdl d-be vezets legrovidebb utat.

Megoldds: Lefuttatva az algoritmust az aldbbi adatok keletkeznek:

v tavg(v) v eléz6i (v)
b c b c
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A k = 0-nak megfelelé sor kitoltése az eljards 1-2. sorai szerint tortént.
A k= 1-nek megfelel§ sorban az eljards 4. sora szerint tdv;(s) = 0, majd

tdv; (a) meghatdrozédsa (a 6. sorbeli tdv;(a) = tdvo(a) = oo inicializdlds utdn) a
tav| (@) = min{0+ 6,00 — 1} = 6 minimumszdmitdssal torténik, ami a 8-12. sorok
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kozott zajlik. Ebbdl el6z6 (a) = s is addédik, ami az (s,a) él vizsgélatakor, a 11.
sorban allitédik be. A tovabbi szamoldsokat nem részletezziik, de egy pontra még
érdemes kitérni: tdvy (a) szamitdsakor elGszor a tdva(a) = tdvs(a) = 6 értéket allit-
juk be, majd a min{0+6,7 — 1} = 6 szamitdst végezziik el, amibdl tdv4(a) értéke 6
marad és igy el6z84(a) = el6z83(a) = s. Ez a példa mutatja a fentebb emlitett koriil-
tekintés sziikségességét az el6z6; (v) mutatkkal kapcsolatban: bar az e = (b, a) élre
is tdva(a) = tavs(b) + w(e) teljesiil, mégis hiba volna az el6z64(a) = b valasztas,
mert igy b-bll az el6z64(v) mutaték mentén visszafelé 1épkedve az (a,b,c,a) csi-
csokat érintd (nulla dsszhosszisdgu) C irdnyitott kort jarndnk be. Ebben az esetben
tehat » nem lehet az a-t megel6z6 csics egy s-bdl a-ba vezet6 legrévidebb titon —
csak egy legrovidebb élsorozaton (ami az (s,a) €l utdn bejérja a C irdnyitott kort).
A tébldzat utolsé sordban lathaté tdvy (v), illetve el6z84(v) értékek az eljards 15.
sora szerint egyenlGk a kimenetet alkoté tdv(v), illetve el6z8(v) értékekkel (noha
ezt kiilon nem irtuk ki). Az el6z6(v) mutaték mentén d-bél visszafelé haladva sorra
a b, c, a és s csicsokhoz jutunk, amibél az s — a — ¢ — b — d utat kapjuk; ennek

a hossza pedig valéban tav(d) = 2. O

11.1.1. A Bellman-Ford algoritmus lépésszama

Jelolje a bemenetet adé G graf csdcsainak, illetve éleinek a szdmadt tovabbra is n,
illetve m. Mivel az eljards 8-12. sordban zajl6 ciklus a v-be belépd éleket vizsgal-
ja végig, ezért a Bellman-Ford algoritmus hatékony implementdldsdhoz érdemes
G-t az 1.7. szakaszban latott szomszédsagi listanak egy olyan valtozatdval tarol-
ni, amiben a v csucshoz tartozé lista a v-be belépd éleket sorolja fel. (Ugyanis
az 1.7. szakaszban leirt eredeti valtozatban v listdja a v-bdl kilép6 éleket tartalmazta
— de egyrészt ez a kiilonbség nyilvan jelentéktelen, masrészt a kétféle szomszédsagi
lista kozotti konverzié m-mel ardnyos 1épésszamban konnyen elvégezhets.) Ekkor
a 8-12. sorokban zajl6 ciklus végrehajtdsdhoz csak végig kell 1épkedni a v-hez tar-
toz6 listan; mivel a lista minden eleménél, vagyis a v-be belépd élek mindegyikénél
konstansnyi id6t kell csak eltolteni a sziikséges szdmitdsokkal, ezért ez v listdjanak
a hosszdval aranyos lépésszamban megtehets. Igy az 5-13. sorokban zajlé ciklus
az (s-t8l kiilonboz8) csicsok listdinak az dsszhosszdval, vagyis legfoljebb m-mel
ardnyos 1épésszamot igényel. Mivel ezt a ciklust a 3-14. sorokban zajl6 ciklus bel-
sejében (n — 1)-szer kell lefuttatni, adédik, hogy a Bellman-Ford algoritmus teljes
1épésszama legfoljebb c - n- m valamilyen c konstansra — ami azt jelenti, hogy ez egy
hatékony, polinomialis algoritmus.

11.1.2. A sulyfiiggvény konzervativitasa

A Bellman-Ford algoritmusrél megtudtuk tehat, hogy hatékony és helyes eredményt
is ad — legaldbbis akkor, ha a w stlyfiiggvény konzervativ. Ez utbbi feltétel pedig
valéban fontos, hiszen ez feltétele volt a 11.4. Allitdsnak és konnyid példat mutatni
arra, hogy nem konzervativ w-re az eljards nem is mikodik helyesen. Ha példaul
a 11.1. dbra grafjaban az x = —2 valasztassal (amivel persze elrontjuk w konzer-
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vativitasat) futtatjuk az algoritmust, akkor az a 11.5. Feladatban latotthoz képest
annyiban médosul, hogy a tédbldzat utolsé sordban tdvs(a) = min{0+6,7—2} =5
lesz és igy el6z64(a) értéke b-re médosul; ennek ellenére, tdvy(a) valddi értéke to-
vébbra is 6, mert a grafban az s — a és s — ¢ — b — a utakon kiviil nincs mds ut
s-b6l a-ba, ezeknek a hossza pedig 6. Az is latszik ebbdl a példabol, hogy a hibat
az (a,c,b,a) csicsokat sorra érint8, negativ 6sszhosszisdgu kor okozta, hiszen az

el6z84 (v) mutaték mentén a-bdl visszafelé 1épegetve épp ezt jarjuk be.

Ez a jelenség azonban felvet egy nagyon lényeges kérdést: honnan tudhatjuk
egy tetszleges bemenet esetében, hogy megbizhatunk-e a Bellman-Ford algorit-
mus futdsdbol kapott végeredményben? Ha w nem konzervativ, akkor a fenti példa
szerint a kimenet lehet hibds. G sszes irdnyitott korét végigprobélgatni (és rendre
megvizsgélni, hogy az 6sszsilyuk negativ-e) pedig reménytelen volna, mert ezek-
nek a szdma exponencidlis lehet a graf csticsszdmaban mérve. Szerencsére azonban
az eljaras minimalis kiegészitésével ezt a kérdést is kezelni tudjuk; igy végiil is a
Bellman-Ford algoritmus fogja megvalaszolni azt a kérdést is, hogy a sajat kimene-
tének a helyessége garantdlhaté-e.

Ehhez el6szor is vegyiik észre, hogy nem minden negativ Gsszstlyu irdnyitott
kor okozhat a fenti példaban 14totthoz hasonlé gondot — csak azoké, amiknek a csu-
csai elérhetk s-bdl irdnyitott dton. Ha ugyanis egy v # s csticsba nem vezet s-b3l
iit, akkor az algoritmus futtatdsakor tdvy(v) = o lesz minden k > 0 esetén. Vald-
ban, a pszeudokdd 1. sora szerint tdvy(v) = e és az eljards sordn végig oroklédik
(k—1)-r8l k-ra a tdv (v) = oo érték: mivel a v-be beléps élek kezdGpontjai sem lehet-
nek s-bdl elérhetdk (kiilonben v is az volna), ezért ezt a (6. sorban bedllitott) értéket
a 8-12. sorban zajlé ciklus sosem frja feliil. Igy az s-bGl nem elérhetd v csiicsok
tav(v) = tdv,_; (v) = oo tdvolsdgdt nyilvdn helyesen hatdrozza meg az algoritmus a
w stlyfiiggvénytdl fiiggetleniil. Ezt dgy is fogalmazhatjuk, hogy az s-bdl nem elér-
hetd csiicsokra illeszked§ e élek w(e) sulyai érdektelenek, ezek sem az algoritmus
futdsat, sem a helyes kimenetet nem befolyasoljak.

Egy madsik specidlis esetben sem okozhat gondot egy negativ 6sszstlyu irdnyi-
tott kor: akkor, ha ez tartalmazza s-et. Megfigyelhetjiik ugyanis, hogy az s-be belépd
élek az algoritmus futdsdban semmilyen szerepet nem jatszanak, ezeket az eljaras
soha nem veszi figyelembe. Ez nem is meglepd, hiszen egy ilyen él nem lehet raj-
ta egy s-bdl indulé uton. Ezért tekinthetjiik dgy is, hogy az algoritmust azon a G/
grafon futtatjuk, amibdl el6zdleg toroltikk G 0sszes, s-be belépd €lét: ez az eljards
futdsét és a kimenetét nem befolydsolja. Mivel G'-ben nyilvdn nem lehetnek s-et
tartalmazé irdnyitott korok, ezért a 11.4. Allitds G'-re valé alkalmazadsdb6l még ak-
kor is kovetkezik az algoritmus kimenetének a helyessége, ha G-ben vannak s-et

tartalmazd, negativ 6sszstlyd irdnyitott korok.

Ahhoz tehdt, hogy a Bellman-Ford algoritmus kimenetének a helyességében
megbizhassunk, arra van sziikség, hogy a w sulyfiiggvény konzervativ legyen a be-
menetként kapott G grafnak abban a részgrafjaban, amit az s-bdl elérhetd csicsok
és a koztiik vezetd, de s-t6l kiillonbozd végpontu élek alkotnak. Az aldbbi allitas
éppen ezt a kérdést valaszolja meg. Felhivjuk ra a figyelmet, hogy mivel ebben w
konzervativitasat nem feltételezhetjiik (hiszen a kérdés éppen az, hogy ez G egy
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részgrafjaban teljesiil-e), ezért itt tdv,_; (v) mér nem (feltétlen) az s-bol v-be vezetd
legrovidebb ut hosszit jeloli, hanem az algoritmus altal szamolt értékeket.

11.6. Allitas. Legyen adott a Bellman-Ford algoritmus egy bemenete: az n csicsii
G irdnyitott grdf, a w : E(G) — R silyfiiggvény és az s € V(G) csiics. Jeldlje Gy
azt a grdfot, amit G-bdl kapunk az s-bdl irdnyitott titon nem elérhetd csticsok és
az s-be belépd élek torlésével. Modositsuk az algoritmust annyiban, hogy a 3-14.
sorokban zajlo ciklus magjdt a k = n értékre is lefuttatjuk (vagyis a 3. sorban k
1-161 n-ig fut). Ekkor w akkor és csak akkor konzervativ Gg-en, ha minden v # s

csicsra tdvy (v) = tdvy,_1(v) teljesiil.

Bizonyitds: A 11.4. Allits bizonyitasabol kideriilt, hogy minden w stlyfiiggvényre
s-bdl v-be vezetd, legfoljebb k éld élsorozatok hosszainak a minimumaval egyenlék
minden v # s cstcs esetén. Ha w konzervativ Gg-en, akkor a 11.2. Allitasbol (azt
G,-re alkalmazva) kovetkezik, hogy ezek egyben az s-bdl v-be vezetd, legfoljebb
k €1t utak hosszainak a minimumaval is egyenl6k. Mivel egy 1t éleinek a szama
legfoljebb n — 1 lehet, ebbdl tav, (v) = tdv,_; (v) valéban kovetkezik minden v-re.
Ha viszont w nem konzervativ G;-en, akkor létezik G,-ben egy negativ 0ssz-
sulyd C kor. Ekkor (mint azt kordbban a 11.1. dbra grafjanak példdjan mar lat-
tuk) C csticsaiba tetszGlegesen kis Osszilyu, s-bol induld élsorozat is készithetd:
ha 5-bdl elmegyiink C egy cstcsaig, majd C-t kellen sokszor korbejarjuk. Ezért ha
az algoritmus futtatasat képzeletben k tetszdlegesen nagy értékeire is tovabb folytat-
nénk, akkor a tdvy(v) értékek sosem stabilizdlédhatndnak. Valéban, ha valamilyen
k-ra tdvy(v) = tdvi, 1 (v) teljesiilne minden v # s csiicsra, akkor a tdvg(v) értékek
mar késébb (vagyis k nagyobb értékeire) sem valtozhatnidnak. Ez viszont ellent-
mondana annak, hogy a tav,(v) értékek C csiicsaira alulrél nem korlatosak. fgy ha
tdv,(v) = tdv,_1(v) minden v # s cstcsra, akkor w konzervativ kell legyen. a

Ebbdl az allitasbdl valdban kovetkezik, hogy a Bellman-Ford algoritmus kisebb
kiegészitésével eldonthetjilk, hogy megbizhatunk-e annak a kimenetében. Ehhez
csak arra van sziikség, hogy a 3-14. sorokban zajl6é ciklus magjit még egyszer, a
k = n értékre is lefuttassuk, majd 6sszehasonlitsuk a tdv,_;(v) és a tdv,(v) értéke-
ket: ha tdv,(v) = tdv,_;(v) minden v csticsra igaz, akkor megnyugodhatunk, mert
w konzervativ Gs-en és igy az eljaras kimenete helyes. Ha viszont legaldbb egy v-re
tav, (v) # tdv,_; (v), akkor w nem konzervativ Gs-en és igy az eljrds dltal kiszami-
tott tdv,_ (v) értékek nem (feltétlen) egyeznek meg az s-b8l v-be vezet legrovidebb
utak hosszaival.

11.2. Dijkstra algoritmusa

Bemutatunk egy masik algoritmust is a legrovidebb 1t problémara. Ez Edsger W.
Dijkstra (1930 - 2002) holland matematikustdl szarmazik és csak abban az eset-
ben miikodik helyesen, ha minden €l silya nemnegativ; cserébe viszont a futdsideje
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jobb a Bellman-Ford algoritmuséndl. Bar emlitettiik, hogy negativ élsilyok is el6-
fordulnak alkalmazédsokban, de a gyakorlati élet altal produkalt helyzetek tobbsége
azért nem ilyen, az élstilyok nemnegativitdsa természetes kovetkezménye a feladat
feltételeinek. Ilyenkor tehdt az aldbb bemutatandé algoritmust érdemes haszndlni.

Dijkstra algoritmusa bizonyos vondsaiban hasonlit a Bellman-Ford algoritmus-
ra: ez is minden v € V(G) csucsra dllandGan karban tart egy folyamatosan csokkend
tav(v) értéket, amire végig teljesiil, hogy ilyen hosszisdgy Ut biztosan létezik s-bdl
v-be — még ha ez az eljards ledlldsa el6tt nem is feltétlen a legrovidebb. Szemben
azonban a Bellman-Ford algoritmus stratégidjaval, itt nem a legrovidebb utak élsza-
manak novekedése jelenti az elérelépést, hanem az eljaras keretét ad6 ciklus magja-
nak minden egyes végrehajtdsakor egy (alkalmasan vélasztott) v cstcs tav(v) értéke
véglegesedik, igy a ciklusmag n-szeri végrehajtasa utdn ez a folyamat megall. Ezért
az algoritmus allandéan karban tart és novel egy (a ,,kész” sz6 kezdbetiije alapjan)
K-val jelslt halmazt, aminek az elemeire tdv(v) mdr végleges. Az eljards mikoddké-
pességének a kulcsét az alabbi allitas adja, ami lehet6vé teszi K bovitését. Az allitas
mondanivaléja valéjadban egyszer(i: ha minden K-n kiviili v cstcsra kiszdmitjuk a
K-bol v-be érkez6 e = (u,v) élekre a tav(u) + w(e) értékek #(v)-vel jelslt minimu-
mat, akkor egy olyan K-n kiviili a csticsra, amire ez minimadlis, #(a) helyesen adja
meg tav(a) értékét.

11.7. Allitas. Legyen adott a G = (V,E) irdnyitott grdf, az s € V(G) csiics és a
w: E — RTU{0} nemnegativ silyfiiggvény.
* Jelilje tovdbbra is minden v € V(G) csiicsra tdv(v) az s-bél v-be vezetd
legrovidebb it hosszdt.
» Legyen K CV egy tetszdleges olyan csiicshalmaz, amire s € K és K £ V.
* Minden olyan v ¢ K csiicsra, amibe vezet él K-beli csiicsbol, legyen
t(v) = min{rdv(u) +w(e) : e = (u,v),u € K}.
* Haav ¢ K csiicsba nem vezet él K-beli csiicsbol, akkor legyen t(v) = oo,
* Legyen a ¢ K olyan csiics, amire t(a) = min{z(v) : v ¢ K}.
Ekkor t(a) = tdv(a).

Bizonyitds: t(a) = oo csak akkor lehetséges, ha K-bél csak olyan e = (u,v) él 1ép
ki, amire tdv(u) = oo, vagyis u nem érhet6 el s-bdl irdnyitott dton. Ebben az esetben
nyilvdn nem létezhet s-bsl a-ba vezetd Ut G-ben, igy 7(a) = tdv(a) = o valéban
igaz.

Ha viszont #(a) # oo, akkor legyen e = (u,a) egy olyan él, amire u € K és
t(a) = tav(u) +w(e). Ekkor egy s-b3l u-ba vezetd tav(u) hosszisdgi (vagyis leg-
rovidebb) P, utat e-vel megtoldva egy #(a) hosszisdgi Q élsorozatot kapunk a-ba.
Béar Q nem feltétlen ut (mert a rajta lehet P,-n), de Q 1étezésébdl a 11.2. Allités
szerint kovetkezik egy s-bdl a-ba vezets, legfoljebb 7(a) hosszisdgu ut létezése is
(hiszen az élsulyok nemnegativitdsa miatt a konzervativitds nyilvan teljesiil).

Azt kell még megmutatnunk, hogy a-ba nem vezet ¢(a)-nal rovidebb tt. Legyen
ezért P egy tetszGleges, s-b3l a-ba vezets ut és legyen e = (u,v) az elsS olyan éle
P-nek, ami kilép K-bdl (vagyis u € K és v ¢ K). Ilyen élnek persze kell léteznie,
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hiszen s € K és a ¢ K. Ekkor P-nek az s-t8] u-ig tarté szakasza legaldbb tdv(u)
hosszusdgu (hiszen tdv(u) a legrovidebb ilyen 1t hossza). Ezért P-nek az s-t8l v-ig
tarté szakasza mdr legaldbb tav(u) 4+ w(e) hosszdsdgl, amibSl a w nemnegativ ér-
tékiisége miatt kovetkezik, hogy P is legaldbb tdv(u) + w(e) hosszisdgi. Azonban
t(v) definiciéja miatt tdv(u) + w(e) > #(v), a vélasztdsa miatt pedig ¢(v) > t(a).
Mindezekbdl tehat P legaldbb #(a) hosszdsdgu, amivel az allitdst belattuk. O

Ebbdl az éllitasbdl kozvetleniil kiolvashaté egy algoritmus a tdv(v)-k megha-
tdrozdsdra. Eszerint kezdetben a ,,kész” csticsok halmaza lehet K = {s} (és persze
tav(s) = 0), majd az eljérds a K novelésére szolgdld 1épést az dllitdsnak megfelels-
en ismétli egészen addig, amig K = V nem lesz: K-bdl és annak az u elemeire mar
ismert tav(u) értékekbdl mindig kiszdmitja a ¢(v) értékeket minden v ¢ K csticsra,
majd ezek minimumat veszi és ha ez az a csicson vétetik fel, akkor a-t 4thelyezi
K-ba és tav(a) = t(a) lesz. Bér ez az eljards helyesen miikddne, de nagyon lassd
volna (a futasideje n cstcst grafra n’-bel ardnyos volna, igy lassabb volna példaul
a Bellman-Ford algoritmusndl is). Szerencsére egy egyszer otlettel jelentésen fel-
gyorsithatd: az(v) értékek szdmitdsa joval hatékonyabba tehetd azaltal, hogy azokat
nem mindig a semmibdl szadmitjuk djra, hanem a ciklusmag eggyel kordbbi végre-
hajtdsa sordn kapott értékeik frissitésével nyerjiik. Ugyanis a v ¢ K csdcsokra sziik-
ségtelen az 6sszes K-beli csticsbdl v-be érkezd élt figyelembe venni #(v) kovetkezd
szamitdsakor: ha utoljara az a cstcs keriilt K-ba (vagyis a ciklusmag el6z6 végrehaj-
tasakor 7(a) értéke volt minimadlis), akkor elég az a-bél v-be mend élt megvizsgalni.
Valdban, ha az a-bél v-be vezet egy e = (a,v) él és t(v) > tav(a) +w(e), akkor ¢(v)
1j értéke tav(a) +w(e) lesz. Az igy kapott 7(v) pedig nyilvan megfelel a 11.7. Allitds
szerinti értékének. Ha pedig a v ¢ K csicsba nem vezet a-bél él, akkor 7(v) értéke
nem valtozik. Ennek az 6tletnek az implementalasahoz csak arra van sziikség, hogy
nyilvantartsuk azt az a € V(G) ,,aktiv” cstcsot is, ami utoljdra keriilt K-ba.

Dijsktra algoritmusdnak az aldbbi pszeudokddja a fentieken kiviil még az
el6z6(v) mutatdkat is tartalmazza. Ezeknek a szerepe azonos a kordbban (leg-
utébb a Bellman-Ford algoritmusndl) latottal: egy s-bol v-be vezetd legrovidebb
utat gy kaphatunk meg a kimenetb6l, hogy v-bdl az el6z6(v)-k mentén visszafe-
16 1épkediink s-ig. Az el6z8(v)-k szdmitdsa a fentieknek megfelelGen értelemszer:
minden v ¢ K csidcsra el6z8(v) = u akkor j6 vdlasztds, ha u € K és e = (u,v)-re
t(v) =tdv(u) + w(e). Ha pedig a v ¢ K csticsok koziil #(a) értéke minimélis és ezért

P

a keriil 4t K-ba, akkor tdv(a)-val egyiitt el6z6(a) is véglegesedik.

Az alabbi pszeudokddban az egyszerliség kedvéért nem kiilonboztetjiikk meg a
tav(v) és t(v) jeloléseket. Az aktudlis K halmaz elemeire tdv(v) nyilvdn mindig a
,,valodi” értéket jeloli (vagyis egy s-bdl v-be vezets legrovidebb tt hosszdt), a v ¢ K
csticsokra pedig a 11.7. Allitasbeli 7(v) értéknek felel meg (és igy felsd becslést ad
a végleges tav(v)-re).
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DIJKSTRA ALGORITMUSA

Bemenet: Egy n csicsi G = (V, E) irdnyitott graf, egy w : E — RT U {0} nemne-
gativ sulyfiiggvény és egy s € V cstcs

1 tédv(s) < 0; minden v € V, v # s-re tav(v) <— oo
2 mindenv €V, v#s-reel6z8(v) + *
3 K<« {sha+s
4 ciklus: amig K #V
5 ciklus: e végigfut az e = (a,v), v ¢ K éleken
6 ha tav(v) > tdv(a) +w(e), akkor:
7 tav(v) « tav(a) + w(e)
8 el6z8(v) « a
9 ciklus vége
10 a legyen egy olyan a ¢ K cstcs, amire tdv(a) = min{tdv(v) : v ¢ K}
11 K+ KU{a}

12 ciklus vége

Megjegyezzilk, hogy az 5. sor végrehajtasakor el6fordulhat, hogy nem létezik
olyan e = (a,v) él, amire v ¢ K; ilyenkor a 6-8. sorokban 4l16 ciklusmagot nyilvin
egyszer sem kell végrehajtani, az eljards a 10. sorndl folytatddik.

11.8. Feladat. Hatdrozzuk meg Dijkstra algoritmusaval az alabbi dbran lathato
grifban minden v csdcsra az s-bdl v-be vezetd legrovidebb it tdv(v) hosszét és
adjunk meg egy s-bdl f-be vezetd legrovidebb utat.

Megoldds: Az algoritmus futdsa sordn keletkezd adatokat az alabbi tablazat mutatja.
A tdblazat minden sora a 4-12. sorokban 4ll6 ciklus magja egyszeri végrehajtadsanak
felel meg; igy az utolsé oszlopban 4ll6, a-val jelolt aktiv csics ennek a végén val-
tozik meg (az eljaras 10. sordnak megfelelden), ezért a tablazat kovetkezd soranak
megfeleld végrehajtas kozben ez lesz aktiv. A K halmaz aktualis elemeit viszont
nem soroljuk fel, mert ez mindig azokbdl a csicsokbdl ll, amik kordbban aktiv
csucsok voltak (vagyis az utolsé oszlopban az épp aktualis sorig tart6 elemekbdl).
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Vi tav(v) v i— el6z6(v)
s b c d f g b ¢ d g a
0 o o o =) =) * * * * * K
0o 5 o 6 oo s * s * * b
0 5 9 6 11 oo s b s b x d
0 5 8 6 7 s d s b d g
0 5 8 6 7 s d s g d c
0 5 8 6 8 7 s d s g d f

A ciklusmag utolsé eldtti végrehajtdsanak a végén a két, K-ba nem tartozé
csucsra téav(c) = tav(f) = 8, igy az eljdrds 10. sordban barmelyiket valaszthatjuk
a-nak (a fenti tabldzat szerinti végrehajtaskor c-t valasztottuk).

Figyeljiik meg, hogy az eljards sordn annak a 6. sordban irt esetvizsgdlatot nem
minden élre végeztiik el: példaul a tablazat utolso elbtti sordban, amikor a = g az
aktiv cstcs, az e = (g,b) él nem 1ép ki K-bél (mert ezen a ponton K = {s,b,d, g}),
igy erre nem kell megvizsgdlni a tdv(b) > tdv(g) + w(e) feltételt.

Az el6z8(v) mutaték mentén f-bdl visszafelé 1épkedve sorra a g, d és s csu-
csokhoz jutunk, amibdl a tdv(f) = 8 hossziisdgld s — d — g — f utat kapjuk s-b8l

f-be. 0O

Fontos hangstlyozni, hogy Dijkstra algoritmusa csak nemnegativ élhosszok ese-
tén miikodik helyesen; ha a grafnak vannak negativ hosszisagu élei, akkor még ab-
ban az esetben is adhat hibas eredményt, ha a sulyfiiggvény konzervativ. Ha példaul
a 11.1. dbra gréfjara futtatndnk az eljarast (x tetsz6leges értékére), akkor a ciklus-
mag els6 végrehajtasakor tdv(a) = 6, tdv(c) =5 és tdv(b) = tdv(d) = oo lenne, igy
¢ keriilne 4t K-ba; kovetkezésképp az algoritmus kimenetében is tdv(c) = 5 volna,
ami hibds, hiszen s-bdl c-be a 4 hossziisagi s — a — ¢ ut a legrovidebb.

Erdemes roviden kitérni Dijkstra algoritmusanak az irdnyitatlan grafokra vonat-
kozé esetére — annak ellenére is, hogy (mint azt mar a fejezet elején emlitettiik)
megtehetjiik, hogy minden irdnyitatlan élt két irdnyitottal helyettesitiink és az igy
kapott bemenetre a fenti algoritmust futtatjuk. A bemenet atalakitdsanal (és ezzel
az élszam megdupldzasandl) azonban egyszer(ibb és hatékonyabb, ha a fenti pszeu-
dokdd szerinti eljardst az eredeti, irdnyitatlan grafra futtatjuk azzal az apré kiilonb-
séggel, hogy az 5. sorban e nem az e = (a,v) iranyitott éleken fut végig, hanem
az e = {a,v} irdnyitatlanokon. Kénnyen l4that6, hogy ezzel az algoritmus futdsa
azonos azzal, ami az élek megdupldzasa utdni irdnyitott grafon zajlana.

11.2.1. Dijkstra algoritmusanak lépésszama

Jelolje tovabbra is n, illetve m G cstcsainak, illetve éleinek a szamét. Mivel a fe-
jezet elején irtak szerint feltételezhetjiik, hogy G-nek nincs hurokéle és minden
u,v € V(G), u # v csticspér esetén legfoljebb egy u-bol v-be vezetd éle van, ezért
m<n(n—1)<n’

Tegyiik fel ismét, hogy G szomszédsagi listdval van megadva (annak is az ere-
deti, az 1.7. szakaszban latott valtozataval, amiben a v csicshoz tartozo lista a v-bdl
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kilépé éleket sorolja fel). Ekkor az eljards 5-9. sordban 4ll6 ciklus végrehajtdsa-
kor csak a a-hoz tartoz6 listan kell végiglépkedni (és minden egyéb teendd nélkiil
tovabblépni, ha egy olyan e = (a,v) éInél jarunk, amire v € K). Mivel az algorit-
mus teljes futdsa sordn minden cstcs legfoljebb egyszer tolti be a szerepét (ponto-
sabban: az utols6ként K-ba keriil6 cstcs kivételével mindegyik pontosan egyszer),
ezért az 5-9. sorokban zajlé ciklus végrehajtasa a teljes 1épésszamhoz Gsszesen csak
c-m-mel jarul hozz4 (valamilyen c konstansra), mert a szomszédségi listdban a lis-
tak 6sszhosszusaga m.

Sajnos azonban a 10. sor végrehajtdsaibol szdrmazd 1épésszam ennél tobb le-
het. Ismert, hogy egy k értéket tartalmazd tomb elemei koziil a minimum kiva-
lasztdsa k-val ardnyos 1épésszamot igényel, mert végig kell vizsgdlni mind a k
elemet (és kozben karban tartani az aktudlis minimumot). Mivel a K-ba nem tar-
tozd csucsok szdma kezdetben n — 1 €s ez az algoritmus futdsa sordn (a 11. sor
végrehajtdsakor) mindig eggyel csokken, ezért a minimumkeresések Osszesen az
m—1)4+m-2)+...+1= @ Osszeggel ardnyos, vagyis n-t6l négyzetesen
fiiggs 1épésszamot jelentenek. Osszességében tehdt azt mondhatjuk (felhasznalva
azt is, hogy a fentiek szerint m < n?), hogy Dijkstra algoritmusanak a 1épésszama
legfoljebb ¢ - n” valamilyen ¢ konstansra.

Ez szerencsére jelentOsen jobb is lehet a ¢ - m - n futdsideji Bellman-Ford algo-
ritmusndl: ennek a 1épésszama akar n3-bel aranyos is lehet, ha az m élszam eléri az
n(n— 1)-es fels becslésnek példdul az 1%-dt (vagy ehelyett annak tetsz6leges rog-
zitett konstansszorosat). Ez pedig nagyobb méretli grafokra mar jelentds mértékben
rosszabb lehet Dijkstra algoritmusénak az n’-tel ardnyos futdsidejénél.

Megjegyezziik, hogy Dijkstra algoritmusanak a futdsideje a ¢ - n’-es felsé becs-
1éshez képest is tovdbb javithatd, ha a tdv(v) értékeket nem egyszeriien egy, a graf
csdcsaival indexelt tombben tdroljuk, hanem egy olyan, ennél sokkal ravaszabb
adatstruktdrat hasznalunk, amivel az eljaras 10. sordban szereplé minimumkivalasz-
tasok felgyorsithatok. Egy ilyen adatszerkezetrdl (a kupacrol) és Dijkstra algoritmu-
sanak az ezzel valo, hatékonyabb implementéldsardl az Algoritmuselmélet tirgyban
esik sz6.

A legrovidebb ut probléma jol illusztrdlja azt, hogy egy algoritmikus probléma
megolddsanal alapvet6 fontossdgu az adott célra legmegfelelébb algoritmus, illet-
ve ehhez a legalkalmasabb adatstruktira megvalasztisa. A feladat megoldédséra irt
program futdsidejének jelentés mértékd, folosleges novekedéséhez vezethet példaul
az, ha a Bellman-Ford algoritmust implementaljuk egy olyan esetben, amikor az él-
sulyok nemnegativak. A kovetkez6 fejezetben pedig meg fogunk ismerni egy olyan
eljarast, ami még Dijkstra algoritmusanal is joval hatékonyabban oldja meg a leg-
rovidebb 1t problémat abban a — gyakorlati alkalmazasok szempontjabol — fontos
specidlis esetben, ha a bemenetet adé G irdnyitott graf nem tartalmaz irdnyitott kort.



12. fejezet

Meélységi keresés, aciklikus
iranyitott grafok

A 2. fejezetben megismerkedtiink a szélességi keresés (BFS) algoritmussal, ami be-
Jjérja egy adott G graf cstcsait egy adott s csticsbdl indulva és kézben tobb feladatot
is nagyon hatékonyan megold: meghatdrozza a csicsok tavolsdgat s-t6l (amennyi-
ben minden €l hosszat egynek tekintjiik), eldonti, hogy G sszefiiggd-e és megha-
tdrozza az s-et tartalmazé komponens egy feszit6fajat. Ezt a feszit6fat — vagyis a
BFS-fat — szemléletesen a lehetd ,,legszélesebbnek™ érezhetjiik: s-nél a lehetd leg-
tobb irdnyba dgazik, majd minden 4g ismét a lehets legtobb felé dgazik tovabb, stb.

Létezik azonban a grafok bejarasara egy mdsik, szintén nagyon sok alkalmazas-
sal biré megkozelités is: ez a mélységi keresés, vagy az angol Depth First Search r6-
viditéseként elterjedt nevén DF'S algoritmus. Ez bizonyos értelemben épp a BFS-sel
ellentétes stratégiat alkalmaz: s-bdl indulva addig halad ,,el6re”, amig el nem akad;
ekkor visszalép egyet és ismét elakaddsig megy, stb. A DES dltal adott feszitéfa
tehét nem széles, hanem inkabb ,,mély” lesz. Osztonosen is ezt a megkozelitést va-
lasztja mindenki egy ismeretlen terep, példaul egy épiiletet felderitésekor: senkinek
nem jutna eszébe a BFS logikdja szerint el8szor az s ,,.bejarat” melletti szobakat
végiglatogatni (és kozben folyton visszarohanni s-hez), majd csak ezutdn merész-
kedni a bejdrattdl két szobanyi tdvolsdgra. Ehelyett természetesnek tlinik mindig uj
és Uj szobdkba tovabblépve addig bolyongani az épiiletben, amig tovdbbi, még meg
nem latogatott szobdba mar nem nyilik ajt6 és csak ekkor visszafordulni az eggyel
korébbi szobéaba.

A BFS algoritmust irdnyitatlan és iranyitott grafokra is lefrtuk és hasonlé a hely-
zet a DFS-sel is: mindkét fajta grafra alkalmazhat6. Ennek ellenére, alabb irdnyitott
grafokra adjuk meg az algoritmus részletes lefrdsat (mert a gyakorlati alkalmaza-
sokban ez fordul el6 tobbszor) és csak roviden ejtiink szot az irdnyitatlan esetrdl.

A DFS algoritmus alkalmazéasaiban fontos lesz, hogy az eljaras a graf minden
csucsat bejarja — azokat is, amik nem elérhetk s-bdl (irdnyitott) dton. Ezért a DFS
is alkalmazza a 2.3. szakaszban a BFS-sel kapcsolatban mdr leirt stratégiat: ha mar
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bejarta az s-bdl elérhetd csticsokat és mégsem érte el a graf osszes cstcsat, akkor
egy tetszbleges, eléretlen pontbdl djrainditja a bejarast és ezt egészen addig ismétli,
amig minden csucs bejarttd nem valik.

Az algoritmus a miikodése sordn kétféleképpen is megszdmozza a csicsokat: a
mélységi szdmozds azt mutatja meg, hogy az eljards hdnyadjara ért el egy cstcsot; a
befejezési szdmozds viszont azt irja le, hogy hanyadjara fejezte be egy csicsnak és
Hleszdrmazottainak™ a végigvizsgéldsat. Az el6bbit mszam(v), az utébbit bszdm(v)
fogja jelolni.

Igy az algoritmus a miikodése sordn az alabbi adatokat tartja nyilvén:

* mszam(v) (v € V): a v cstics mélységi szdma

* bszdm(v) (v € V): a v csiics befejezési szdma

o el6z6(v) (v € V) : av-t megel8z8 cstics — vagyis az, amibdl a bejdras v-t elérte

* aktiv_csics: a jelenleg aktiv cstics

o MSZAM: az eddigi legnagyobb mélységi szam

» BSZAM: az eddigi legnagyobb befejezési szam

DFS ALGORITMUS

Bemenet: Egy G = (V, E) irdnyitott graf és egy s € V csucs

1  mszdm(s) < 1; minden v € V, v # s-re mszdm(v) < *
2 minden v € V-re bszdm(v) < x
3 minden v € V-re el6z5(v) < x*
4 MSZAM + 1; BSZAM + 0; aktiv_csiics < s
5  ciklus
6 ha létezik olyan e = (aktiv_csiics,v) él, amire mszdm(v) = x, akkor:
7 MSZAM <« MSZAM + 1; mszam(v) < MSZAM
8 el6z8(v) < aktiv_csiics
9 aktiv_csiics < v
10 kiilonben:
11 BSZAM <+ BSZAM + 1; bszam(aktiv_csiics) + BSZAM
12 ha el6z6(aktiv_csiics) # *, akkor:
13 aktiv_csiics < el6z6(aktiv_csiics)
14 kiilonben:
15 ha van olyan v cstcs, amire mszdm(v) = *, akkor:
16 aktiv_csics legyen egy ilyen v csics
17 MSZAM < MSZAM + 1; mszim(aktiv_csiics) < MSZAM
18 kiilonben:
19 stop

20  ciklus vége

A 6-9. sorokban tehat az eljards az aktudlis aktiv_csiics csicsbdl tovabblép a
még bejaratlan v-be, v-nek adja a soron kovetkezd mélységi szamot, feljegyzi, hogy
v-t aktiv_csiics-bdl érte el és az aktiv csicsot v-re valtoztatja. Ha viszont ilyen v
csics mar nincs, akkor (a 11-13. sorok szerint) aktiv_csics megkapja a soron ko-

v 2

vetkez6 befejezési szamot és el6z6(aktiv_csiics) lesz az j aktiv csics, amib6l az
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eljards aktiv_csiics-ot elérte; az el6z6(aktiv_csiics) =  esetben pedig (a 15-17. so-
rok szerint) 4j ,,gyokérpontot” valaszt, ami megkapja a soron kovetkezd mélységi
szamot.

12.1. abra

Az algoritmus miikodését a 12.1. dbra grafjan illusztraljuk. Erre lefuttatva az
eljarast az alabbi adatok keletkeznek:

v s p g r x 'y z w
mszdm(v) 1 8 6 7 3 4 5 2
bszdm(v) 8 5 2 6 4 3 1 7

el6z6(v) * r y w w x y s

Természetesen ez az algoritmusnak csak az egyik lehetséges helyes futdsa, mert
nincs arra vonatkozé megkotés, hogy aktiv_csiics melyik, még bejaratlan szomszéd-
jéba 1épjen tovabb.

A fenti példdban egyszer sem volt sziikség 1j gyokérpont véalasztdsara (vagyis
a 16-17. sorok végrehajtdsara): a 12. sor végrehajtasakor el6z8(aktiv_csiics) = *
elGszor aktiv_csiics = s-re fordult el§, amikor mér minden v csdcsra mszdm(v) #
volt, igy az eljards megdllt. Emlitettiik azonban, hogy ez nem mindig van igy, csak
ha 5s-b6l G minden csticsa elérhetd irdnyitott dton (lasd a 12.1. Lemmat, illetve az
utdna irt megjegyzést). Az altalanos esetben az algoritmus leallasakor azokra a v

7

csdcsokra lesz el6z5(v) = *, amik az eljards sordn valamikor gyokérpontok voltak.

12.1. A DFS algoritmus miikodésének vizsgalata

A DFS miikodése elég szemléletes ahhoz, hogy magatdl értetédének tekintsiink
olyan allitdsokat, amik valdjaban atgondoldsra szorulnak. Ilyen allitast tettiink az
el6z6 bekezdésben is (s-en kiviili gyokérpont keletkezésérdl) — de még az sem ma-
gatol értetddd, hogy az eljards végére minden csucs kap befejezési szdmot. (Ugyan-
ez a kérdés a mélységi szamokkal kapcsolatban persze nem vetddik fel, hiszen a
15. sorban szerepld esetvizsgdlat miatt az eljards csak akkor allhat meg, ha mar
minden v csdcsra mszdm(v) # *.) Az aldbbiakban a DFS mikodésére vonatkozé
egyéb ismeretek mellett ezeket a hidnyossagokat is pétoljuk.
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12.1.1. A DFS-erd6

Hasonléan a BFS algoritmushoz, a DFS esetében is kiilon figyelmet érdemelnek az
el6z6(v)-bdl v-be mutaté élek azokra a v csticsokra, amikre el6zG(v) # * (tehdt amik
nem voltak gyokérpontok az eljaras futdsa sordn). A fenti, a 12.1. dbra grafjara mu-
tatott példafuttatds esetén ezek a 12.2. dbran pirossal kiemelve lathatok. Itt a piros
élek fét alkotnak (ha eltekintiink az élek irdnyitdsitdl), de ugyanez altaldban nem
igaz (csak akkor, ha s-en kiviil nem volt tobb gyokérpont). Az viszont kdnnyen lat-
hatéan igaz, hogy az el6z6(v)-b6l v-be mutaté élek (irdnyitatlan értelemben) olyan
erd6t (vagyis kormentes részgrafot) alkotnak, ami G minden cstcsét tartalmazza.

Ennek az erdének a neve DF'S-erdd.

12.2. abra

12.1.2. A DFS algoritmus lépésszama

A DFS algoritmus hatékony implementaldsahoz is érdemes feltenni, hogy a beme-
netet adé G graf szomszédsagi listaval van megadva. Ezzel ugyanis elérhetd, hogy
a pszeudokdd 6. sordban zajl6 esetvizsgilatok sordn G minden élével a teljes fu-
t4sid6 alatt csak egyszer kelljen foglalkozni. Ehhez azonban sziikség van némi ko-
rilltekintésre: mivel G egy v csticsara v = aktiv_csiics az eljards sordn tobbszor is
el6fordulhat, hiba lenne az algoritmust igy implementélni, hogy az minden ilyen
alkalommal elolrél kezdje a v-bél kiindul6 élek végigvizsgalasat. Ennek érdekében
minden v csucsra érdemes fenntartani egy mutatdt, amiben eltaroljuk, hogy a v-hez
tartozé listaban (vagyis a v-bdl kiindul6 élek sorozataban) éppen hol tartunk. Igy
amikor v = aktiv_csiics legkdzelebb bekovetkezik, elég ettdl a ponttdl folytatni a
6. sorban zajl6 esetvizsgalatot.

A teljesség kedvéért megemlitjiik, hogy egy hasonlé probléma a 15. sorban, az
Uj gyokérpont keresése kapcsan is felmeriilhet: ha a futds sordn nagyon sokszor kell
ilyet tenni (vagyis a 15. sort végrehajtani) és ehhez mindig el6lr6l kezdjiik a graf
csticsainak 4tfésiilését, akkor ez is foloslegesen nagy, n’-tel ardnyos 1épésszdmhoz
vezethetne (ahol tovéabbra is n, illetve m jeloli a graf csucsainak, illetve éleinek a
szamat). Ezt is a fentihez hasonlé mdédon keriilhetjiik el: egyetlen tovdbbi muta-
tot fenntartunk annak az eltdroldsdra, hogy a 15. sor legutébbi végrehajtasakor hol
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hagytuk abba a csticsok vizsgélatat és legkdzelebb innen folytatjuk.

A fentiek szerint tehat elmondhatd, hogy a DFS algoritmus a teljes futdsa alatt
minden v cstcs listdjan egyszer 1épked végig (bar tobb menetben), ezért a 1épéssza-
ma alkalmas ¢ konstansra c - (n +m). Igy a DFS algoritmus is polinomialis 1épés-
szamu, s6t, még azok kozott is a leghatékonyabbak k6zé tartozik.

12.1.3. Az élek osztalyozasa

A DFS algoritmus elemzésekor érdemes képzeletben kiegésziteni annak a miikodé-
sét egy T véltozoval, ami az id6t méri: T értéke az eljards induldsakor 1, majd min-
den alkalommal, amikor egy v cstics mszdm(v) mélységi szdma vagy bszdm(v) be-
fejezési szama értéket kap (vagyis a pszeudokodd 7., 11. vagy 17. sora végrehajtisra
keriil), T értéke is n6 eggyel. (Ezt felfoghatjuk tgy is, hogy T = MSZAM + BSZAM,
ahol MSZAM, illetve BSZAM a pszeudokéd szerint az eddigi legnagyobb mélységi,
illetve befejezési szam.) Igy az algoritmus futdsa sordn minden v cstcshoz tartozik
egy kezd(v) kezdési id6: ez T-nek az az értéke, amikor mszdm(v) értéket kap (és
kezd(s) = 1). Az alabbi 4llitdsbdl pedig kovetkezni fog, hogy v-hez egy bef(v) be-
fejezési idd is tartozik, amikor bszam(v) kap értéket. Tovdbba beszélhetiink a v-hez
tartoz6 I(v) idGintervallumrdl is, ami kezd (v)-t61 bef(v)-ig tart; més széval, T € I(v)
azt jelenti, hogy kezd(v) < T < bef(v). Végiil még értelmezziik pontosan a kovetke-
70, fentebb szemléletesen (és idézdjelek kozott) mar hasznalt fogalmat: egy y csu-
csot az x leszdrmazottjdnak neveziink, ha az (adott futdshoz tartozé) DFS-erd6ben
létezik x-bdl y-ba irdnyitott dt; més széval, ha y-bél az el6z8(v) mutaték mentén
visszafelé 1épegetve véges sok 1épés utdn x-be jutunk (vagy y = x).

12.1. Lemma. Tegyiik fel, hogy a G irdnyitott grdfra a DFS algoritmust futtatva
kezd(x) = To (vagyis Ty az elsd idépont, amikor mszdm(x) # *). Ekkor
(i) egy késébbi idépontban bszdm(x) is kap értéket (vagyis bef(x) létezik);
(ii) ha egy v csicsra kezd(v) € I(x), akkor bef(v) € I(x) is igaz és v leszdrma-
zottja x-nek;
(iii) ha P egy olyan, x-bél indulo irdnyitott iit G-ben, aminek minden v csiicsdra
kezd(x) < kezd(v), akkor P minden v csiicsdra bef(v) < bef(x) (vagyis I(x)
tartalmazza I(v)-t).

A lemma allitdsainak érzékeltetésére ismét hivjuk segitségiil a fejezet elején mar
haszndlt, az algoritmus miikodését illusztrdlé hasonlatot: egy ismeretlen épiiletet
deritiink fel gy, hogy abbdl a szobabdl, amiben éppen allunk (vagyis aktiv_csiics-
bdl) mindig egy djabb, még meg nem latogatott szobdba 1épiink; ha pedig ez mar
nem lehetséges, akkor visszavonulunk abba a szobdba, ahonnan érkeztiink. Bar ez az
illusztraci6 életszerliségét rontja, az élek irdnyitdsanak figyelembe vétele érdekében
feltételezziik, hogy az ajtok csak az egyik irdnyba nyilnak és azok az ajtok, amiken
Uj szobdba Iéptiink, a visszajutdsunk érdekében nyitva maradnak mogottiink.

Ekkor barmelyik x szobéba Iéptiink is be éppen, az innen indulé felfedez&utunk
— taldn szamtalan tovabbi eldgazds és visszalépés utdn — egyszer lezarul, kimeriil-

P

nek az x-bdl elérhetd tjabb szobdk és végiil vissza fogunk vonulni azon az ajtén at,
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amin x-be érkeztiink; pontosan ezt allitja a lemma (i) allitdsa. A (ii) allitas pedig azt
mondja, hogy ha az x-be val6 elsé megérkezésiink és az x-bdl val6 visszavonuldsunk
kozott egy v szobdba jutunk, akkor a v-bdl indulé teljes, az onnan vald visszavonula-
sunkig tarté barangoldsunk utdn egyrészt még visszajutunk x-be, masrészt az x-bol
val6 visszavonulds csak ezutdn kovetkezhet. Végiil a (iii) allitds azt mondja, hogy
ha az x-be érkezésiink pillanatiaban egy, az x-bdl indulé séta szobai még mind beja-
ratlanok, akkor az x-bdl indulé felfedezSutunk soran ezekbe a szobdkba mind el is
jutunk (még ha nem is feltétlen a sz6ban forgd séta nyomvonalan).

Bér ezek az allitasok kézenfekvének tlinhetnek, a szemlélet helyett az algorit-
mus pszeudokddjara épitd, pontos bizonyitdsuk mar kevésbé magatdl értet6dd és
kicsit koriilményes.

Bizonyitds: Az (i) allitds bizonyitdsdhoz megmutatjuk, hogy ha egy T > T pilla-
natban még bszdm(x) = *, akkor az épp aktudlis aksiv_csiics cstcs leszarmazottja
x-nek. Ez a Ty id6pontban nyilvan teljesiil (mert aktiv_csiics = x), igy elég lesz
megmutatni, hogy ha ez a tulajdonsidg egy 7 id6pontban igaz, akkor igaz marad
(T + 1)-ben is. Mivel a T id8pontban el6z8(aktiv_csiics) # = (hiszen aktiv_csiics
leszarmazottja x-nek), ezért T értéke csak a 7. vagy a 11. sor végrehajtdsa mi-
att nShet (7 + 1)-re. Az els§ esetben egy dj v cstics kap mszdm(v) értéket, amire
el6z6(v) = aktiv_csiics és aktiv_csiics értéke v lesz; igy ha aktiv_csiics leszarma-
zottja volt x-nek, akkor ugyanez nyilvan v-re is igaz lesz. Ha viszont T értéke a
11. sor végrehajtdsa miatt novekszik (7 + 1)-re, akkor a T id6pontban mér nincs
olyan (aktiv_csiics,v) él, amire mszam(v) = . Ha most aktiv_csiics # x, akkor (mi-
utdn bszdm(aktiv_csiics) értéket kap) aktiv_csiics értéke el6z8(aktiv_csiics)-ra vél-
tozik; de mivel aktiv_csiics leszdrmazottja volt x-nek, nyilvén eléz8(aktiv_csiics) is
az lesz. Ha viszont aktiv_csiics = x, akkor ebben a pillanatban bszam(x) értéket kap
(ésbef(x) =T +1).

Mivel az eljards csak akkor dllhat meg, ha el6z6(aktiv_csiics) = * (hiszen a
19. sor végrehajtasdhoz ez sziikséges, de nem elégséges feltétel), ezért a fenti be-
kezdésben belatott dllitds szerint ez nem torténhet meg addig, amig bszdm(x) = .
Valdban, bszdm(x) = x (és T > kezd(x)) esetén aktiv_csiics leszdrmazottja x-nek,
igy el6z6(aktiv_csiics) # . Mivel a DFS eljards véges sok 1épés utdn biztosan meg-
all (hiszen a csticsok szdma véges és a ciklusmag minden végrehajtasakor csokken
a kitoltetlen mszdm(v) vagy bszam(v) értékek szdma), ezért az algoritmus megalld-
sakor bszdm(x) # * valéban teljesiil.

A (ii) allitas a v = x esetben nyilvan igaz, ezért feltehetjiik, hogy v # x. Fentebb
belattuk, hogy I(x) teljes idGtartama alatt aksiv_csiics leszarmazottja x-nek. Mivel a
kezd(v) idGpontban aktiv_csiics = v, ezért v valdban leszdrmazottja x-nek. Mésrészt
ugyanezt az dllitdst v-re is alkalmazhatjuk: I(v) alatt az aktiv cstdcs v-nek leszdrma-
zottja. Mivel x nem leszdrmazottja v-nek (hiszen v # x miatt nem lehetnek egymas
leszarmazottai), ezért I(v) alatt x = aktiv_csiics lehetetlen. Mivel azonban a bef(x)
pillanatban x = aktiv_csiics kell legyen, ebbdl bef(x) > bef(v) és igy bef(v) € I(x)
valéban kovetkezik.

Kovetkezésképp (iii) igazoldsdhoz azt kell csak megmutatnunk, hogy ha egy

x-b6l indulé P irdnyitott it minden v csdcsdra kezd(x) < kezd(v), akkor ezekre a
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csuicsokra kezd(v) € I(x) (mds széval, hogy kezd(v) < bef(x)). Ez x-re nyilvan igaz,
igy elég lesz belatni, hogy ha ez P valamely y csucsara teljesiil, akkor a P-n utdna
kovetkez§ z csticsra is. Mivel kezd(y) € I(x), ezért (ii) miatt bef(y) € I(x) is igaz.
A bef(y) idpontban minden e = (y,v) él v végpontjira mszdm(v) # *, igy ez az
(y,z) élre és a z cstcsra is igaz. Ezért kezd(z) < bef(y), amibdl bef(y) € I(x) miatt
kezd(z) < bef(x) valéban adédik. O

A 12.1. Lemmabdl valéban kovetkezik az a fentebb mar emlitett allitds, hogy ha
G minden cstcsa elérhetd s-bdl irdnyitott tton, akkor a DFS algoritmus futdsa sordn
s lesz az egyetlen gydkérpont (vagyis az eljards ledlldsakor minden v # s csticsra
el6z8(v) # *). Valéban, mivel kezd(v) > 1 nyilvan minden v csticsra igaz, ezért a
lemma (iii) allitdsa szerint (azt az x = s csucsra alkalmazva) s kapja a legnagyobb
befejezési szamot. gy a bef(s) idGpontban mdr nem létezhet olyan v csics, amire
mszam(v) = x, ezért az eljards megall.

A DFS-erdo, illetve a leszarmazotti viszony fentebb bevezetett fogalma lehe-
téséget teremt G éleinek az aldbbi osztdlyozdsara, ami a DFS algoritmus szdmos
alkalmazdsdban szerephez jut.

12.2. Definicié. Tegyiik fel, hogy az s csiicsbdl inditva lefuttattuk a DFS algo-
ritmust a G irdnyitott grdfban. Jelolje a futdshoz tartozé DFS-erddt F. Legyen
e = (u,v) a G-nek egy tetszbleges éle. Ekkor
(i) e-t faélnek nevezziik, ha e € E(F);
(ii) e-t eloreélnek nevezziik, ha nem faél, de v leszdrmazottja u-nak (vagyis van
F-ben u-bol v-be irdnyitott iit);
(iii) e-t visszaélnek nevezziik, ha u leszdrmazottja v-nek (vagyis van F-ben v-bol
u-ba irdnyitott it);
(iv) e-t keresztélnek nevezziik, ha u és v koziil egyik sem leszdrmazottja a mdsik-
nak (vagyis F-ben egyikbdl sincs a mdsikba irdnyitott iit).

Fontos kiemelni, hogy az itt bevezetett fogalmaknak csak a DFS egy konkrét fu-
tasat feltételezve van értelme: ugyanaz az e él konnyen tartozhat a fenti négy osztaly
koziil egy masikba is, ha a DFS-nek egy masik (helyes) futdsat feltételezziik. Példa-
ul a 12.1. dbra gréfjdra fentebb latott futtatds esetén az (s,r) él elGreél és az Gsszes
tobbi, a DFS-erdSbe nem tartoz6 él keresztél. Visszaélt tehat ebben a példdban nem
taldlunk; kés6bb latni fogjuk, hogy ennek a ténynek fontos kovetkezményei vannak.

Fentebb mar emlitettiik, hogy a DFS eljards (helyes implementicié esetén) G
minden e élével egyszer foglalkozik. Ezért a gyakorlati alkalmazdsok szamadra na-
gyon hasznos, hogy ebben a pillanatban az is megallapithatd (és akdr eltdrolhat6),
hogy e a fenti négy kategdria koziil melyikbe tartozik — annak ellenére is, hogy
ekkor még nem ismert a teljes DFS-erdd. gy tehat a DFS eljards minimalis kiegé-
szitésével az is elérhetd, hogy az (a futdsidé érdemi novekedése nélkiil) G minden
€élét besorolja a fenti definicid szerinti osztilyok valamelyikébe. Ennek a részleteit
mondja ki az aldbbi tétel.
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12.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy a G irdnyitott grdfra a DFS algoritmust futtatva a
pszeudokod 6. sordnak egyik végrehajtdasakor aktiv_csiics = a és az eljdrds éppen
az e = (a,v) élt vizsgdlja. Ekkor e erre a DFS bejdrdsra vonatkozéan akkor és csak
akkor lesz
(i) faél, ha mszdm(v) = *;

(ii) eldreél, ha mszdm(v) > mszdm(a);

(iii) visszaél, ha mszdm(v) < mszdm(a) és bszdm(v) = *;

(iv) keresztél, ha mszdam(v) < mszdm(a) és bszdm(v) # *.

Bizonyitds: Mind a négy esetben elég lesz a ,,balrdl jobbra” irdnyt beldtni — vagy-
is hogy a mélységi és befejezési szaimokra irt feltételek kovetkeznek e megfeleld
osztdlyba val6 tartozasabdl. Valoban, mivel ezek a feltételek kolcsonosen kizarjak
egymdst és minden él a 12.2. Definici6 szerinti osztdlyok koziil pontosan egybe tar-
tozik, ezért ebbdl a ,,jobbrol balra” irdnyok is kovetkeznek.

Ha e faél, akkor el6z6(v) = a. Mivel el6z6(v) csak az eljards 8. sordban kaphat
értéket, igy ez a 6. sorban zajl6 esetvizsgdlat miatt valéban csak a mszdm(v) = x*
esetben torténhet meg.

Ha e el6reél, akkor v leszdrmazottja a-nak, amibSl mszdm(v) > mszam(a) azon-
nal adédik (hiszen a leszdrmazottai nyilvan késébb kapnak mélységi szadmot a-nal,
amik ezért nem lehetnek kisebbek mszdm(a)-ndl).

Ha e visszaél, akkor a helyzet forditott: a leszdrmazottja v-nek és igy
mszdm(a) > mszdm(v). Tovdbbd mivel a v-bdl a-ba vezetd F-beli irdnyitott tt
minden u cstcsa is leszdrmazottja v-nek, ezért ezekre kezd(u) > kezd(v). gy
a 12.1. Lemma (iii) dllitdsa szerint ezekre a cstcsokra bef(u) < bef(v). Ebbdl
tehdt bef(a) < bef(v) is adddik, ami azt jelenti, hogy a bef(a) id6pontban még
bszdm(v) = *. Mivel az e = (a,v) él vizsgélata legkésdbb a bef(a) idGpontban tor-
ténik, ebbdl valéban kovetkezik, hogy bszdm(v) = * ekkor is igaz.

Végiil ha e keresztél, akkor kezd(v) ¢ I(a), kiillonben a 12.1. Lemma (ii) 4l-
litdsa szerint v leszdrmazottja volna a-nak. Tovabbd kezd(v) > bef(a) is lehe-
tetlen, mert akkor e vizsgédlatdnak pillanatdban (ami nyilvdn I(a)-n beliil van)
mszdm(v) = * volna és igy e faél volna. Ezekbdl tehdt kezd(v) < kezd(a). Eb-
bdl viszont bef(v) < kezd(a) is kovetkezik, kiilonben kezd(a) € I(v) miatt (ismét
a 12.1. Lemma (ii) allitdsa szerint) a leszdrmazottja volna v-nek. Ez tehdt azt je-
lenti, hogy a kezd(a) idGpontban mdr bszdm(v) # *, igy ugyanez e vizsgélatdnak
pillanataban is igaz. a

12.1.4. DFS algoritmus iranyitatlan grafon

Ahhoz, hogy a DFS eljdrast egy G irdnyitatlan grafra futtassuk, csak egy apro6 val-
toztatdsra van sziikség a pszeudokdd 6. sordban:

6 ha 1étezik olyan e = {aktiv_csiics,v} él, amire mszam(v) = x, akkor:
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Vagyis az aktiv_csiics-bdl indulé irdnyitott élek helyett minden, aktiv_csiics-ra
illeszkedd iranyitatlan élen megprébalunk tovabblépni aktiv_csiics-bol.

A G iranyitatlan grafon futtatott DFS elképzelhet6 tgy is, mintha azon a H
irdnyitott grafon hajtandnk végre, amit G-bo6l kapunk ugy, hogy annak minden
e = {u,v} élét helyettesitjiik az e; = (u,v) és ey = (v,u) irdnyitott élekkel (noha
a gyakorlatban persze folosleges volna az élhalmaz megduplazdsa). Ebbdl kiindul-
va konnyl végiggondolni, hogy hogyan alakul 4t az élek 12.2. Definicié szerinti
osztdlyozdsa az irdnyitatlan esetben. Faélek nyilvdn tovdbbra is vannak, azonban
a DFS-erd6be nem tartozé élek sokkal egyszertibben leirhatok. Egyrészt az eldre-
élek egybeesnek a visszaélekkel (ezeket az irdnyitatlan esetben visszaélnek szoktdk
hivni), hiszen ha H-ban e; = (u,v) elreél, akkor e, = (v,u) visszaél (és forditva)
mert u-bol v-be pontosan akkor létezik irdnyitott tt, ha v-bdl u-ba 1étezik. Masrészt
konnyd latni, hogy G-ben nem lehetnek keresztélek: ha H-ban e; = (u,v) keresztél
volna, akkor e, = (v,u)-nak is annak kellene lennie (mert mindkét llitds azt fejezi
ki, hogy u és v kozott nincs irdnyitott Gt a H-beli DFS-erdében), igy a 12.3. Tétel
szerint mszdm(u) < mszdm(v) és mszam(v) < mszdm(u) is teljesiilne, ami nyilvan
lehetetlen. Kovetkezésképp az irdnyitatlan grafban futtatott DFS algoritmus eseté-
ben minden €l végpontjai koziil az egyik leszdrmazottja a masiknak.

Ebbdl az is kovetkezik, hogy ha G irdnyitatlan és Osszefliggd, akkor a
DFS-erdgje feszitéfa: valdban, mivel ekkor H-ban minden cstcs elérhet6 s-bol ira-
nyitott dton, fentebb mar beldttuk, hogy H DFS-erddje (irdnyitatlan értelemben)
feszit6fa, igy ugyanez G-re is teljesiil. Ezért a BFS-hez hasonl6an a DFS is hasznal-
hat6 az Osszefiiggdség eldontésére, illetve egy feszit6fa meghatdrozasara.

12.2. Aciklikus iranyitott grafok, topologikus rendezés

Egy G iranyitott grafot akkor neveziink aciklikusnak, ha nem tartalmaz irdnyitott
kort. (Elterjedt elnevezés az ilyen grafokra a DAG is, ami az angol Directed Acyclic
Graph kifejezés roviditése.) Rengeteg gyakorlati alkalmazdsban meriilnek fel olyan
irdnyitott grafok, amik a feladat természetébdl fakadéan aciklikusak. Ennek a tény-
nek a jelentsége abban rejlik, hogy sok algoritmikus feladat jéval hatékonyabban
oldhat6 meg aciklikus irdnyitott grafokra, mint az 4ltaldnos esetben.

Tekintsiik példdul azt a G irdnyitott grafot, aminek a cstcsai a Foldon €16 em-
berek és x-bdl akkor vezet €l y-ba, ha y gyermeke x-nek. G nyilvan aciklikus, de
ezt a tényt kiilondsen latvanyossa tehetjiilk a kovetkezé modon: képzeletben allit-
suk fel egyetlen sorba a Fold 6sszes emberét, mégpedig balrdl jobbra sziiletési id6
szerinti novekvd sorrendben (feltételezve, hogy semelyik két ember nem sziiletett
hajszalra azonos pillanatban). Ekkor G minden éle balrél jobbra mutat (hiszen min-
denki idGsebb a sajat gyerekeinél); igy G-ben az élek mentén haladva egyre inkabb
jobbra kertiliink, vagyis valdban lehetetlen irdnyitott kort bezarni. Ezt az egyszer(
gondolatot dltalanositja az alabbi definicid.



17812. FEJEZET. MELYSEGI KERESES, ACIKLIKUS IRANYITOTT GRAFOK

12.4. Definici6. Legyen G = (V,E) irdnyitott grdf és (vi,va,...,v,) a G csicsa-
inak egy felsoroldsa. A (vi,va,...,v,) sorozatot topologikus rendezésnek (vagy
topologikus sorrendnek) nevezziik, ha G minden (x,y) élére x el6bb van a sorozat-
ban, mint 'y (vagyis ha x =v; ésy = v;, akkori < j).

Példdul a 12.1. dbra irdnyitott grafjanak az (s,w,r, p,x,y,q,z) sorozat topologi-
kus rendezése. De természetesen nem minden irdnyitott graifnak van topologikus
rendezése: ha a grafban van irdnyitott kor, akkor a csticsok egyetlen sorbadllitdsa
sem lehet j6, mert a kér mentén haladva olyan élt is kell taldlnunk, ami alacsonyabb
sorszami csticsba visz minket vissza. fgy topologikus rendezése csak aciklikus ird-
nyitott grafoknak lehet. Ezért érdekes az aldbbi, egyszeri tétel.

12.5. Tétel. A G irdnyitott grdafnak akkor és csak akkor van topologikus rendezése,
ha aciklikus.

Bizonyitds: A feltétel sziikségessége magatol értet6d6 (és az imént lattuk be). Az
elégségesség bizonyitdsdhoz el6szor azt mutatjuk meg, hogy minden aciklikus ira-
nyitott graf tartalmaz nyelét — vagyis olyan csicsot, amib6l nem indul ki él. Ehhez
vegyiink a grdfban egy P leghosszabb irdnyitott utat és legyen v ennek a végpontja.
Ekkor v sziikségképpen nyeld: v-bdl nem vezethet irdnyitott él sem P egy korabbi
pontjaba (mert akkor irdnyitott kor keletkezne), sem egy P-n kiviili csicsba (mert
akkor P-nél hosszabb iranyitott 1t keletkezne).

Vilasszunk tehat G-ben egy nyel6t, legyen ez v,. Most toroljik G-bdl v,-et (és
ara illeszkedd éleket). Nyilvéan a kapott G’ graf is aciklikus, gy ebben is valasztha-
tunk egy nyel6t, ez legyen v,,_1, stb. Az eljarast hasonléan folytatva kapjuk (jobbrol
balra) a (vi,v2,...,v,) sorozatot, ami nyilvdn topologikus rendezése G-nek. O

A fenti bizonyitds azon alapult, hogy minden aciklikus irdnyitott graf tartalmaz
nyel6t — de természetesen hasonléan megmutathatd, hogy olyan cstcsot, is tartal-
maznak, amibe nem 1ép be él; ezeket forrdsnak szoktdk nevezni. Topologikus ren-
dezés 1étezése pedig nyelSk ismételt torlése helyett forrasok ismételt torlésével is
megmutathaté: ebben az esetben a sorrend balrdl jobbra alakul ki.

A topologikus rendezés 1éte a f6 oka annak a fentebb mar emlitett jelenségnek,
hogy szdmos algoritmikus feladat sokkal hatékonyabban oldhaté meg aciklikus ira-
nyitott grafokra. Ilyen példdul a 11. fejezetben targyalt legrovidebb tit probléma is:
bar az erre megismert algoritmusok — Bellman és Ford, illetve Dijkstra algoritmu-
sa — hatékony, polinomidlis futasidej eljarasok, de a 1épésszamuk azért rosszabb a
(tobbek kozott a) BFS és DFS algoritmusnal is elérhetd ¢ - (n+m)-nél (ahol n, illetve
m tovabbra is a gréaf cstcs-, illetve élszamat jeloli és ¢ alkalmas konstans), igy na-
gyon nagy méretli grafokra még ezeknek a 1épésszdma is tidl nagynak bizonyulhat.
Ezért nagyon hasznos, hogy aciklikus irdnyitott grafok esetében joval egyszerlibben
és hatékonyabban, ¢ (n+ m) futdsidében is megoldhat6 a feladat.

Az aldbbi algoritmus a legrovidebb tit feladatot oldja meg (tetszéleges, valés él-
sulyokra) abban az esetben, ha a bemenet részeként adott egy topologikus rendezés
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is (és igy a graf aciklikus). Azt is feltételezni fogjuk, hogy a topologikus sorrend
elsd csucsa s, amitdl a tobbi cstcs tdvolsdganak a meghatdrozdsa a feladat. Ezzel
azonban az altaldnos esetet is kezeljiik: mdr a 11. fejezetben is emlitettiik azt a nyil-
vanvalé tényt, hogy mivel s-be belépd élek nem lehetnek rajta s-b6l indulé irdnyitott
dton, ezért ezeknek a legrovidebb tt problémdban semmilyen szerepe nincs, a fel-
adat megvaltoztatdsa nélkiil torolhetSk a grafbol. Ha pedig s-be nem 1ép be irdnyitott
él, akkor tetszdleges topologikus sorrendben s elérehozhaté az elsé helyre anélkiil,
hogy a 12.4. Definicié feltételét elrontandnk. Az algoritmus leirdsdban ismét feltéte-
lezni fogjuk a oo szimbSlummal valé szamoldssal kapcsolatban a 11.4. Allitas el6tt
irt megallapoddsokat.

LEGROVIDEBB UT ACIKLIKUS IRANYI{TOTT GRAFBAN

Bemenet: Egy G = (V,E) aciklikus irdnyitott graf, egy w: E(G) — R sulyfiigg-
vény és G csicsainak egy (s = vi,va,...,v,) topologikus rendezése

1 tav(vy) < 0, minden i > 1-re tdv(v;) < oo

2 ciklus: i fut 2-t6l n-ig

3 tav(v;) - min{tav(v;) +w(e) e = (vj,vi)}
4  ciklus vége

A fenti, pofonegyszerii eljards helyesen hatdrozza meg az s = v csicsbdl az
Osszes tobbi v cstics tdv(v) tdvolsdgat. Valéban: ha j < i, akkor egy s-bél v;-be ve-
zetd legrovidebb (vagy barmilyen) dton v; nyilvdn nem lehet rajta. Ezért egy s-bol
vi-be vezetd legrovidebb it egy s-bdl v;-be vezetS legrovidebb ttnak a (v, v;) él-
lel valé megtolddsabdl all valamely j < i értékre (legaldbbis akkor, ha s-bdl 1étezik
v;-be irdnyitott ut). Ha tehat feltételezziik, hogy az eljards mar helyesen megha-
tarozta s-b8l az s = vy, va,...,v;_| csicsokba vezetd legrovidebb utak hosszat (és
kezdetben az i = 1 értékre, vagyis s-re nyilvan ez a helyzet), akkor a ciklus mag-
jaban szamolt minimum ezt v;-re is helyesen teszi meg. Ha viszont minden (v;,v;)
él esetén tav(v;) = oo (vagy ha ilyen él egydltalan nincs), akkor nyilvan v;-be sem
vezet s-bGl irdnyitott ut, igy tdv(v;) = oo szintén helyes.

Erdemes megjegyezni, hogy bar a fenti eljars ebben a formajdban csak a legro-
videbb utak hosszat szdmolja ki, nagyon konnyen lehetne azt igy mddositani, hogy
a futdsabdl egy legrovidebb tit is kiolvashaté legyen s-bdl minden mds cstcsba. Eh-
hez a 11. fejezetben mar latott médon minden v # s csticshoz meg kellene hatarozni
egy el6z8(v) csdcsot is, ami megel6zi v-t egy s-bol v-be vezets legrovidebb tton. Az
el6z6(v) csticsokat pedig a 3. sorban, a tav(v;)-kkel parhuzamosan kaphatjuk meg
gy, hogy el6z6(v;) értéke egy olyan e = (v;,v;) él kezdGpontja, amire a 3. sorban
irt minimum felvétetik (feltéve, hogy tav(v;) # oo).

A fenti algoritmust tekinthetjiik dgy is, mintha a Bellman-Ford algoritmus bels
(a 11.1. szakaszban 14tott pszeudokdd szerint az 5-13. sorokban zajl6) ciklusét csak
egyszer kellene végrehajtani. Ezért ennek az algoritmusnak az implementaldsakor
is érdemes a grafot a szomszédségi listanak azzal a valtozataval tarolni, amiben a v
csticshoz tartozé lista a v-be beléps éleket sorolja fel. fgy az eljarés futtatdsakor min-
den cstics listdjan csak egyszer kell végiglépkeni, igy a teljes 1épésszam (n cstcsi
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és m éld grafra) c - (n+m) lesz alkalmas c konstansra, vagyis az algoritmus megint
nem csupdn polinomidlis futdsidejd, hanem még azon beliil is rendkiviil hatékony.

Fontos megemliteni azt is, hogy egy tetszOleges irdnyitott grafban egy leg-
hosszabb iit meghatarozdsa s-bdl a tobbi csicsba nagyon nehéz probléma, nem is-
mert polinomidlis algoritmus (lasd errdl a 11. fejezet elején az aprébetiis részt). Ha
azonban a graf aciklikus, akkor a feladat hatékonyan megoldhatéva vélik: ehhez a
fenti algoritmust csak annyiban kell médositani, hogy a 3. sorban szereplé minimu-
mot maximumra cseréljiik (€s a médszer helyességének a bizonyitasa is azonos). Az
igy modositott eljarast is szamos gyakorlati alkalmazasban hasznaljdk.

Roviden megemlitjiik az aciklikus irdnyitott grafok leghosszabb it problémaja-

nak a legfontosabb alkalmazdsét, ami egy litemezési feladat. Itt a G irdnyitott graf

csuicsai egy nagyobb projekt részfeladatait, G élei pedig megel6zési viszonyokat

reprezentdlnak: az e = (u,v) él azt fejezi ki, hogy v-t csak u utdn lehet elvégezni. Ra-

addsul nem is azonnal: minden e = (u,v) élnek adott egy w(e) hossza, ami azt fejezi

ki, hogy u kezdési id6pontja utén legaldbb w(e) id6t kell vérni v elkezdéséig. Ekkor

G nyilvén aciklikus (vagy ha nem az, akkor a projekt nem megvaldsithat6). Ha s

jeloli az egész projekt inditdsdnak, mint részfeladatnak megfelels csticsot és s-bol

v-be vezet egy r hossziisdgu irdnyitott tt, akkor a projekt induldsa utdn v elvégzése

el6tt nyilvan legaldbb ¢ id6t kell varni. Ezért ha s-et a nulla id6pontban végezziik

el, akkor minden v # s cstics esetén az s-bol v-be vezetS leghosszabb iranyitott it

hossza adja meg azt a legkordbbi idSpillanatot, amikor v elkezdhetd. Igy a fenti be-

kezdésben irt algoritmussal olyan optimalis iitemezést kaphatunk, amiben minden

részfeladatot (és igy az egész projektet is) a lehetd leghamarabb végezziik el. Az ezt

az litemezési feladatot megoldo eljards (ami tehdt 1ényegében azonos a fenti bekez-

désben irttal, illetve annak minimadlis kiegészitésével kaphaté) PERT mddszer néven

kozismert (az angol Program Evaluation and Review Technique r6viditésébol).

12.3. Topologikus rendezés a DFS algoritmussal

A fenti, aciklikus irdnyitott grafban legrovidebb (vagy leghosszabb) iranyitott uta-
kat keres6 algoritmus feltételezte, hogy G-nek eleve adott egy topologikus rende-
zése. De mi van akkor, ha nem ez a helyzet: csak G adott és a topologikus rende-
z€s meghatdrozasa is a feladat része? A 12.5. Tétel bizonyitasdban latott mddszer
(vagyis nyel6k ismételt keresése és torlése a grafbdl) alkalmas egy topologikus ren-
dezés algoritmikus meghatdrozasara is, de n csticst grafra c - n? 1épésszamii eljarast
eredményezne. Ez azért kellemetlen, mert ezzel az imént latott legrovidebb (vagy
leghosszabb) utakat keres§ algoritmus 1épéssszdma is ¢ - n’-re romlana, ha azt a
topologikus rendezés meghatdrozdsdval kellene kezdeniink. Ezért nagyon hasznos,
hogy G aciklikussdga eldonthetd, illetve aciklikus G-re egy topologikus rendezés
meghatdrozhat6 ¢ - (n+ m) futdsidében is, mégpedig a DFS algoritmus segitségével.

12.6. Tétel. Futtassuk le a DFS algoritmust a G irdnyitott grdfban az s csiucs-
bol inditva. G akkor és csak akkor aciklikus, ha az eljdrds sordn nem keletkezik
visszaél és ebben az esetben a befejezési szdmozds szerinti forditott sorrendben
felsorolva G csticsait topologikus rendezést kapunk.
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Bizonyitds: Ha keletkezik visszaél és e = (a,v) ilyen, akkor G nyilvén tartalmaz
irdnyitott kort: az F DFS-erdd tartalmaz v-bdl a-ba egy P irdnyitott utat (mert e
visszaél), igy P-t e-vel kiegészitve irdnyitott korré zarhatjuk.

Tegyiik fel ezért, hogy nem keletkezik visszaél. Ha megmutatjuk a tétel méasodik
allitasat, vagyis hogy a csicsoknak a befejezési szdmozas szerinti forditott sorrendje
topologikus rendezés, akkor ebbdl nyilvan G aciklikussaga is kovetkezni fog, igy a
bizonyitas teljes lesz. Azt kell tehat megmutatnunk, hogy G minden e = (a,v) élére
bszdm(v) < bszdm(a).

Mivel feltettiik, hogy visszaél nem keletkezett, ezért e lehet faél, eldreél vagy
keresztél. Ha e faél vagy eldreél, akkor v leszdrmazottja a-nak igy a-bol v-be vezet
olyan irdnyitott dt, aminek az u csticsaira kezd(u) > kezd(a). Igy a 12.1. Lemma (iii)
allitasa szerint minden ilyen u csticsra bef(u) < bef(a). Ebbdl tehdt bef(v) < bef(a)
és igy bszdm(v) < bszdm(a) is kovetkezik (hiszen egy kordbban kapott befeje-
z€si szdm nyilvan kisebb is). Ha viszont e keresztél, akkor a 12.3. Tétel szerint
bszdm(v) # x abban a pillanatban, amikor az eljérds e-t vizsgélja. Ebbsl kovet-
kezik, hogy bef(v) ennél kordbban volt; bef(a) viszont nem lehetett kordbban, hi-
szen épp egy a-bdl induld él vizsgélata zajlik. Ebbd tehét bef(v) < bef(a) és igy
bszdm(v) < bszdm(a) is adédik. O

A fenti tétel szerint tehat a DFS algoritmussal konnyen eldonthetd, hogy G
aciklikus-e és ha igen, megkaphat6 G egy topologikus rendezése. Valéban, kordbban
mar emlitettiik, hogy a 12.3. Tételt hasznalva az eljaras futdsaval parhuzamosan be-
sorolhaté minden él a 12.2. Definici6 szerinti osztalyokba. Igy ekézben az is kideriil,
hogy keletkezik-e visszaél — ami a fenti tétel szerint eldonti, hogy G aciklikus-e. Ha
igen, akkor pedig a csicsok bszdm(v) értékek szerinti csdkkend sorrendje topologi-
kus rendezést ad. Rdadasul ezt a csokkend sorrendet nem kell kiilon meghatarozni,
a DFS futdsédval parhuzamosan tdrolhatjuk a csticsok bszdm(v) értékek szerinti no-
vekvd sorrendjét is (amit utdna konnyen megfordithatunk).

Ebbdl tehat kovetkezik, hogy aciklikus irdnyitott grafokban akkor is megoldha-
t6 a legrovidebb it (€s a leghosszabb dt) probléma c - (n + m) futdsidSben, ha G
egy topologikus rendezése nem része a bemenetnek. A DFS algoritmusnak emellett
szamos tovabbi alkalmazasa is ismert, de ezekre itt nem tériink ki.

12.7. Feladat.

a) Futtassuk a DFS algoritmust a 12.3. dbra gréafjara (az s csucsbél inditva) és
hatdrozzuk meg a futdshoz tartoz6 mélységi és befejezési szamokat, a DFS-erdét,
valamint az abba nem tartoz6 élek 12.2. Definici6 szerinti besoroldsat.

b) Dontsiik el, hogy a graf aciklikus-e és ha igen, adjuk meg egy topologikus
rendezését.

¢) Szamitsuk ki az s csicsbol a tobbi csticsba mend legrovidebb és leghosszabb
utak hosszdt, ahol a w(e) élsilyok az éleken lathat6 szdamok.

Megoldds: A DFS eljarasnak nyilvan szamos helyes futdsa van, hiszen aktiv_csiics-
bdl mindig barmelyik, addig még bejaratlan élen tovabbléphet. Az alabbi tdblazat-
ban lathaté adatokat eredményezd futtatds sordn az ilyen esetekben mindig az abécé
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12.3. abra

szerinti elsé csucsba 1éptiink tovabb.

v s a b ¢ d e f g
mszdm(v) 1 2 3 4 5 7 8 6
bszim(v) 8 6 5 3 1 4 7 2

eléz6(v) * s a b ¢ b s ¢

Az (el6z8(v),v) élekbdl 4ll6, a 12.4. dbrén pirossal lathaté DFS-erdS ismét egy
fa, mert s-bdl minden cstcs elérhetd volt irdnyitott Gton.

a b

f 8
12.4. abra
A DFS-fdba nem tartozd élek koziil (s,b), (s,¢), (a,c) és (b,d) eldreélek, hiszen
mindegyik esetben van irdnyitott Ut az €l kezd&pontjatél a végpontjaig a DFS-faban.

Az (e,d), (e,g), (g,d), (f,c) és (f,g) élek viszont keresztélek, mert egyik végpont-
jukbdl sem vezet irdnyitott it a masikba a DFS-faban.
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Mivel ezek szerint visszaél nincs, ezért a 12.6. Tétel szerint a graf aciklikus és a
csucsok befejezési szamozds szerint csokkend sorrendje topologikus rendezést ad;
ebben az esetben ez tehét az (s, f,a,b,e,c,g,d) sorrend. A 12.5. dbrdn dtrajzoltuk a
grafot gy, hogy a csicsok balrdl jobbra ebben a sorrendben kovetkeznek és valéban
lathat6, hogy a graf minden éle a topologikus rendezés definicidjanak megfelelden
balrél jobbra vezet.

10 8

12.5. abra

Minden v csiicsra jelolje tav(v), illetve maxut(v) az s-b8l v-be vezetd leg-
rovidebb, illetve leghosszabb tt hosszat. Ezeket a 12.2. szakaszban latott al-
goritmust kovetve, a topologikus rendezés sorrendje szerint haladva szamitjuk:
tav(s) = maxit(s) = 0, majd tdv(f) = maxit(f) = 5 és tdv(a) = maxit(a) =4,
mert f-be és a-ba is csak egy-egy él 1ép be. b-nél viszont mar nincs egyen-
18ség: tav(b) = min{0+ 5,442} =5 és maxut(h) = max{0+ 5,442} = 6. e-nél
megint csak egy érték minimumat, illetve maximumat vessziik: tdv(e) =5+4 =9
és maxuit(e) = 6 +4 = 10. Hasonl6an folytatva:

tav(c) = min{0+10,5+4,4+6,5+5} =9,

tiv(g) = min{5+8,9+3,9+3} =126s
tav(d) = min{5+9,9+4,9+3,12+2} = 13, illetve
maxit(c) = max{0+10,5+4,4+6,6+5} =11,

max{5+8,10+3,114+3} =14 és
max{6+9,10+4,11+3,14+2} = 16. O

maxut(g
maxut(d

)
)
)
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