
Bevezetés a számításelméletbe I.
Zárthelyi feladatok — pontozási útmutató

2025. december 2.

Általános alapelvek.
A pontozási útmutató célja, hogy a javítók a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az útmutatónak nem
célja a feladatok teljes értékű megoldásának részletes leírása; a leírt lépések egy maximális pontszámot érő
megoldás vázlatának tekinthetők.

Az útmutatóban feltüntetett részpontszámok csak akkor járnak a megoldónak, ha a kapcsolódó gon-
dolat egy áttekinthető, világosan leírt és megindokolt megoldás egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Így
például az anyagban szereplő ismeretek, definíciók, tételek puszta leírása azok alkalmazása nélkül nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leírt tény a megoldásban valóban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az útmutatóban feltüntetett pontszám a fentiek figyelembevételével a megoldónak
(részben vagy egészében) jár-e, teljes mértékben a javító hatásköre.

Részpontszám jár minden olyan ötletért, gondolatért, amely egy megoldásban érdemi szerephez juthat
és amelyből a dolgozatban leírt gondolatmenet alkalmas kiegészítésével a feladat hibátlan megoldása volna
kapható. Ha egy megoldó egy feladatra több, egymástól lényegesen különböző megoldást is elkezd, akkor
legfeljebb az egyikre adható pontszám. Ha mindegyik leírt megoldás vagy megoldásrészlet helyes vagy
helyessé kiegészíthető, akkor a legtöbb részpontot érő megoldáskezdeményt értékeljük. Ha azonban több
megoldási kísérlet között van helyes és (lényeges) hibát tartalmazó is, továbbá a dolgozatból nem derül ki,
hogy a megoldó melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot érő megoldáskezdeményt értékeljük
(akkor is, ha ez a pontszám 0).

Az útmutatóban szereplő részpontszámok szükség esetén tovább is oszthatók. Az útmutatóban leírttól
eltérő jó megoldás természetesen maximális pontot ér, de bizonyítás nélkül csak az előadáson szereplő
tételekre és állításokra lehet hivatkozni.

1. Jelölje u, v, x és y az alábbi, R4-beli vektorokat. A V ≤ R4 altérről annyit tudunk, hogy u ∈ V , v ∈ V
és dim V = 2. Döntsük el, hogy az

a) x ∈ V b) y ∈ V
állításokra melyik áll fenn a következő lehetőségek közül (és döntéseinket indokoljuk is):

(i) az állítás biztosan igaz;
(ii) az állítás biztosan hamis;

(iii) az állítás lehet igaz és hamis is (V választásától függően).

u =


1
3
1
5

 , v =


4
10
1
19

 , x =


1
7
7
7

 , y =


1
7
7
8


∗ ∗ ∗ ∗ ∗

a) Megvizsgáljuk, hogy x kifejezhető-e u-ból és v-ből lineáris kombinációval (vagyis x ∈ ⟨u, v⟩ igaz-e).
Az αu + βv = x egyenletből az α + 4β = 1, 3α + 10β = 7, α + β = 7, 5α + 19β = 7 egyenletrendszert
kapjuk. (1 pont)
Az első és a harmadik egyenlet különbségéből 3β = −6, vagyis β = −2, ebből pedig (bármelyik egyenletből)
α = 9. Ezt a két értéket a másik két egyenletbe helyettesítve azt tapasztaljuk, hogy azok is teljesülnek,
így x = 9u − 2v (vagyis x ∈ ⟨u, v⟩ igaz). (1 pont)
Mivel u ∈ V és v ∈ V , ezért (az altér definíciója szerint) 9u ∈ V és (−2)v ∈ V is igaz, így (ismét az altér
definíciója szerint) x = 9u − 2v ∈ V is teljesül. Így az a) kérdésre a válasz: x ∈ V biztosan igaz. (2 pont)

b) x helyett y-t vizsgálva az αu + βv = y egyenletből majdnem a fentivel azonos egyenletrendszer
adódik, csak az utolsó egyenlet más: 5α + 19β = 8. Mivel az első és harmadik egyenletből adódó α = 9,
β = −2 értékek most a negyedik egyenletet nem elégítik ki, ezért ez az egyenletrendszer nem megoldható,
vagyis y /∈ ⟨u, v⟩. (1 pont)
u és v lineárisan független, mert egyik sem skalárszorosa a másiknak. (1 pont)
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Mivel u, v ∈ V és dim V = 2, ezért a tanult tétel szerint (miszerint dimenzió elemszámú lineárisan független
rendszer bázis) u, v bázist alkot V -ben. (1 pont)
Ebből következik, hogy u, v generátorrendszer V -ben, vagyis minden V -beli vektor kifejezhető u és v lineáris
kombinációjaként. (2 pont)
Mivel megmutattuk, hogy ez y-ra nem teljesül, ezért y /∈ V , vagyis a b) kérdésre a válasz az, hogy az állítás
biztosan hamis. (1 pont)
Ha egy megoldó az y /∈ ⟨u, v⟩ állításból minden további indoklás nélkül vonja le az y /∈ V következtetést,
az a b) feladatra csak az elsőnek írt 1 pontot kaphatja meg (hiszen indoklás nélküli eredményközlésről van
szó).
2. a) A p valós paraméter milyen értékeire van az alábbi egyenletrendszernek olyan megoldása, amiben
az öt változó értéke egyenlő?

b) A p paraméter minden értékére adjuk meg az egyenletrendszer megoldásainak a számát.
x1 + x2 + x3 + 2x5 = 5

x1 − x2 + 3x3 − 2x5 = 1
x1 + 2x3 + 2x4 − 2x5 = 3

x1 + 3x2 − x3 + 3x4 + p · x5 = p + 6
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Első megoldás.
a) Jelölje az öt változó közös értékét x1 = x2 = x3 = x4 = x5 = α. Ekkor az öt egyenletből sorra az

5α = 5, α = 1, 3α = 3 és (p + 6)α = p + 6 egyenletek keletkeznek. (1 pont)
Mivel α = 1 ezeket az egyenleteket mind kielégíti, ezért az egyenletrendszernek p minden értékére van
olyan megoldása, amiben az öt változó értéke egyenlő (mégpedig x1 = x2 = x3 = x4 = x5 = 1). (2 pont)

b) Minden lineáris egyenletrendszerre igaz (a tanultak szerint), hogy vagy nincs megoldása, vagy egy-
értelműen megoldható, vagy végtelen sok megoldása van. (1 pont)
Ha egy lineáris egyenletrendszer egyértelműen megoldható, akkor (a tanult tétel szerint) ebben az egyen-
letek száma legalább annyi, mint az ismeretlenek száma. Így a feladatbeli egyenletrendszer biztosan nem
egyértelműen megoldható (mivel négy egyenletből áll és öt ismeretlen van benne). (3 pont)
Mivel az a) feladat megoldásából következően a feladatbeli lineáris egyenletrendszernek biztosan van meg-
oldása a p minden értékére, (1 pont)
ezért az egyenletrendszernek a p minden értékére végtelen sok megoldása van. (2 pont)

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
Második megoldás. A Gauss-eliminációt alkalmazva a következőket kapjuk:

1 1 1 0 2 5
1 −1 3 0 −2 1
1 0 2 2 −2 3
1 3 −1 3 p p + 6

 ∼


1 1 1 0 2 5
0 −2 2 0 −4 −4
0 −1 1 2 −4 −2
0 2 −2 3 p − 2 p + 1

 ∼


1 1 1 0 2 5
0 1 −1 0 2 2
0 0 0 2 −2 0
0 0 0 3 p − 6 p − 3

 ∼


1 1 1 0 2 5
0 1 −1 0 2 2
0 0 0 1 −1 0
0 0 0 0 p − 3 p − 3

 ∼ (2 pont)

Ha p ̸= 3, akkor a negyedik sort (p − 3)-mal osztva kapjuk a lépcsős alakot, majd az eliminációt a második
fázissal folytatva (további négy elemi sorekvivalens lépés után) a redukált lépcsős alakot:

1 1 1 0 0 3
0 1 −1 0 0 0
0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 1

 ∼


1 0 2 0 0 3
0 1 −1 0 0 0
0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 1

 (1 pont)

Így a p ̸= 3 esetben végtelen sok megoldás van: x3 = α ∈ R szabad paraméter és x1 = 3 − 2α, x2 = α,
x4 = 1 és x5 = 1. (1 pont)
Ha viszont p = 3, akkor a negyedik sor csupa nulla sor, így ezt elhagyva kapjuk a lépcsős alakot, majd
(további egy elemi sorekvivalens lépés után) a redukált lépcsős alakot:
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 1 1 1 0 2 5
0 1 −1 0 2 2
0 0 0 1 −1 0

 ∼

 1 0 2 0 0 3
0 1 −1 0 2 2
0 0 0 1 −1 0

 (1 pont)

Így a p = 3 esetben is végtelen sok megoldás van: x3 = α ∈ R és x5 = β ∈ R szabad paraméterek és
x1 = 3 − 2α, x2 = 2 + α − 2β és x4 = β. (1 pont)
A fentiekből következően a b) kérdésre a válasz az, hogy a p minden értékére végtelen sok megoldása van
az egyenletrendszernek. (1 pont)
Ha p ̸= 3, akkor a fentebb kapott x3 = α, x1 = 3 − 2α, x2 = α, x4 = 1, x5 = 1 megoldások között nyilván
csak az α = 1 paraméterértékre kaphatunk olyat, amiben az öt változó értéke egyenlő (x3 = x4 = x5
miatt). Mivel ekkor x1 = 3 − 2 · 1 = 1 és x2 = 1 is teljesül, ezért minden p ̸= 3 értékre van ilyen megoldása
a rendszernek. (1 pont)
Ha viszont p = 3, akkor a fentebb kapott x3 = α, x5 = β, x1 = 3 − 2α, x2 = 2 + α − 2β, x4 = β
megoldások között keressük azokat, amikben az öt változó értéke egyenlő. Például x1 = x3, illetve x3 = x5
miatt 3 − 2α = α, vagyis α = 1, illetve α = β, vagyis β = 1 adódik. Mivel ekkor x2 = 2 + 1 − 2 · 1 = 1 és
x4 = 1 is teljesül, ezért p = 3 esetén is van ilyen megoldása a rendszernek. (1 pont)
Így az a) kérdésre a válasz az, hogy p minden értékére van ilyen megoldása az egyenletrendszernek.(1 pont)
A számolási hibák – egyébként elvileg jó megoldás esetén – darabonként 1 pont levonást jelentenek. Ha
a hiba következtében a megoldás könnyebbé válik, akkor csak a fentieknek lényegében megfeleltethető
részekért adható pont. Ha például egy elszámolás következtében az első 2 pontot (persze helyes számolás
esetén) érő rész végén kapott alak azt mutatja, hogy p-nek egy bizonyos értékére tilos sor keletkezik és
ezért a megoldó arra az (ez alapján helyes) következtetésre jut, hogy p-nek erre az értékére nincs megoldás,
akkor ezért a következtetésért megadható az eredetileg a redukált lépcsős alak értelmezéséért járó 1 pont,
de elveszik a redukált lépcsős alak eléréséért járó 1 pont, illetve az a) kérdés megoldásakor p-nek erre
az értékére adott válaszért járó 1 pont is. Ha egy megoldó (akár helyes) számításokat végez (például
egy ismeretlent kifejez, behelyettesít, stb.), de ezek nem célratörőek, nem mutatják egy helyes megoldás
irányát, azért csak nagyon kevés pont (maximum 1-3) adható az elvégzett munka hasznosságától függően.
3. Határozzuk meg az alábbi determináns értékét.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 5
1 1 0 0 0
1 1 1 0 0
1 1 1 1 0
1 1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Első megoldás. Vonjuk ki az ötödik sorból a negyediket, majd a negyedikből a harmadikat, ez után a
harmadikból a másodikat, végül a másodikból az elsőt. (2 pont)

A kapott alak a következő:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 5
0 −1 −3 −4 −5
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2 pont)

Az elvégzett négy lépés (a tanultak szerint) a determináns értékét nem változtatta meg. (2 pont)
Mivel felsőháromszög-mátrixot kaptunk, aminek a determinánsa (a tanultak szerint) a főátlóbeli elemek
szorzata, ezért a kapott determináns értéke 1 · (−1) · 1 · 1 · 1 = (−1). (2 pont)
Így a feladatbeli determináns értéke is −1. (2 pont)

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

3



Második megoldás. A Gauss-elimináció determinánsra vonatkozó változatát alkalmazzuk:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 5
1 1 0 0 0
1 1 1 0 0
1 1 1 1 0
1 1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 5
0 −1 −3 −4 −5
0 −1 −2 −4 −5
0 −1 −2 −3 −5
0 −1 −2 −3 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 5
0 1 3 4 5
0 0 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (−1) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 5
0 1 3 4 5
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 5
0 1 3 4 5
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1) · 1 = −1.

Minden, a megoldást érdemben nem befolyásoló számolási hiba 1 pont levonást jelent. A determinánsra
vonatkozó egyes alapismeretek teljes vagy részleges hiányából fakadó elvi hibák viszont darabonként 4 pont
levonást jelentenek. Ilyen például, ha a megoldó egy sor konstanssal szorzása, vagy sorok cseréje után nem,
vagy hibásan követi a determináns megváltozását. Kétes esetekben elvi hibának tekintendő minden olyan
hiba, amikor nincs nyoma annak, hogy a megoldó a szóban forgó ismeretet helyesen próbálta alkalmazni.
Arányos részpontszám jár minden, a determináns kiszámításának irányába mutató, hasznos lépésért. A
kifejtési tétel puszta alkalmazása itt (egyéb, további átalakítások nélkül) nem ér pontot, mert egyedül ezzel
a determináns meghatározása nem válik könnyebbé az eredeti feladatnál.
4. A p valós paraméter minden értékére számítsuk ki az alábbi kifejezés értékét.

2 ·

∣∣∣∣∣∣∣
3 1 4
4 6 1
5 0 p

∣∣∣∣∣∣∣− 5 ·

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 4
7 6 1
2 0 p

∣∣∣∣∣∣∣− p ·

∣∣∣∣∣∣∣
1 3 1
7 4 6
2 5 0

∣∣∣∣∣∣∣
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Első megoldás. Ha az alábbi determináns kiszámítására a kifejtési tételt alkalmazzuk az első sor szerint,
akkor éppen a feladatbeli kifejezést kapjuk:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 5 0 p
1 3 1 4
7 4 6 1
2 5 0 p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (4 pont)

Mivel a fenti determinánsban az első és a negyedik sor azonos, ezért a determináns értéke 0, (3 pont)
mert a negyedik sorából az elsőt kivonva a determináns értéke nem változik, de a negyedik sor csupa nulla
lesz, így a kapott determináns (és vele együtt az eredeti is) 0 értékű. (1 pont)
Így a feladatbeli kifejezés értéke p minden értékére 0. (2 pont)

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
Második megoldás. A harmadik sor szerint alkalmazzuk a kifejtési tételt a kifejezésben szereplő 3×3-as
determinánsok kiszámítására: (0 pont)∣∣∣∣∣∣∣

3 1 4
4 6 1
5 0 p

∣∣∣∣∣∣∣ = 5 ·
∣∣∣∣∣ 1 4

6 1

∣∣∣∣∣+ p ·
∣∣∣∣∣ 3 1

4 6

∣∣∣∣∣ = 5 · (1 · 1 − 4 · 6) + p · (3 · 6 − 1 · 4) = 14p − 115. (3 pont)
∣∣∣∣∣∣∣

1 1 4
7 6 1
2 0 p

∣∣∣∣∣∣∣ = 2 ·
∣∣∣∣∣ 1 4

6 1

∣∣∣∣∣+ p ·
∣∣∣∣∣ 1 1

7 6

∣∣∣∣∣ = 2 · (1 · 1 − 4 · 6) + p · (1 · 6 − 1 · 7) = −p − 46. (3 pont)
∣∣∣∣∣∣∣

1 3 1
7 4 6
2 5 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 2 ·
∣∣∣∣∣ 3 1

4 6

∣∣∣∣∣− 5 ·
∣∣∣∣∣ 1 1

7 6

∣∣∣∣∣ = 2 · (3 · 6 − 1 · 4) − 5 · (1 · 6 − 1 · 7) = 28 + 5 = 33. (3 pont)

Így a keresett kifejezés értéke: 2(14p − 115) − 5(−p − 46) − 33p = 28p + 5p − 33p − 230 + 230 = 0.(1 pont)
A számolási és az elvi hibákért járó pontlevonásokra vonatkozóan az előző feladat második megoldása
után írtak érvényesek. Elvi hibának minősül a kifejtési tétel alkalmazásakor az előjeles aldeterminánsok
előjelének helytelen megállapítása vagy figyelmen kívül hagyása is.
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5. Határozzuk meg az X és az Y mátrixokat, ha rájuk A · X + X = E és Y · A + Y = B teljesülnek (ahol
E a 2 × 2-es egységmátrixot jelöli és az A és B mátrixok az alábbiak).

A =
(

1 3
6 9

)
B =

(
2 1
4 3

)

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
Első megoldás. A · X + X = (A + E) · X (mert a mátrixműveletek tulajdonságairól tanultak szerint
(A + E) · X = A · X + E · X = A · X + X). (1 pont)
Így X meghatározásához az (A + E) · X = E egyenletet kell megoldanunk. (0 pont)
Az inverz mátrixról tanultak szerint tudjuk, hogy (A + E) · X = E-ből X · (A + E) = E is következik és
ekkor X = (A + E)−1. (1 pont)

Ezért kiszámítjuk A + E =
(

2 3
6 10

)
inverzét (a tanultak szerint Gauss-eliminációval): (1 pont)(

2 3 1 0
6 10 0 1

)
∼
(

1 3/2 1/2 0
0 1 −3 1

)
∼
(

1 0 5 −3/2
0 1 −3 1

)
. (1 pont)

Így tehát X =
(

5 −3/2
−3 1

)
. (1 pont)

A fentiekhez hasonlóan az Y · A + Y = B egyenlet Y · (A + E) = B alakba írható. (1 pont)
Mindkét oldalt jobbról (A + E)−1-zel szorozva:
Y · (A + E) · (A + E)−1 = B · (A + E)−1, vagyis Y = B · (A + E)−1. (2 pont)
Itt (A + E) · (A + E)−1 = E mellett felhasználtuk a mátrixszorzás asszociativitását (átzárójelezhetőségét)
és azt is, hogy Y · E = Y . (0 pont)

Így Y =
(

2 1
4 3

)
·
(

5 −3/2
−3 1

)
=
(

7 −2
11 −3

)
. (2 pont)

Ha egy megoldó a mátrixszorzás asszociativitásának és az egységmátrixszal való szorzás tulajdonságának
említésével együtt részletesen és helyesen indokolja, hogy az (A + E)−1-zel való szorzás miért adja Y -t, az
kaphat ezért plusz 1 pontot (annak ellenére is, hogy a fenti pontozás ehhez 0 pontot rendel), de persze
csak akkor, ha ezzel a feladatért járó összpontszáma nem haladja meg a 10-et.

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Második megoldás. Legyen a két keresett mátrix X =
(

a c
b d

)
, illetve Y =

(
p q
r s

)
. (0 pont)

Ekkor AX + X =
(

a + 3b c + 3d
6a + 9b 6c + 9d

)
+
(

a c
b d

)
=
(

2a + 3b 2c + 3d
6a + 10b 6c + 10d

)
. (2 pont)

Így az AX + X = E egyenletből a 2a + 3b = 1, 6a + 10b = 0, 2c + 3d = 0, 6c + 10d = 1 egyenletrendszert
kapjuk. (1 pont)
A második egyenletből az első háromszorosát kivonva b = −3, amiből a = 5. Ugyanígy, a harmadik és

negyedik egyenletből d = 1 és c = −3/2. Tehát X =
(

5 −3/2
−3 1

)
. (2 pont)

Hasonlóan, Y A + Y =
(

p + 6q 3p + 9q
r + 6s 3r + 9s

)
+
(

p q
r s

)
=
(

2p + 6q 3p + 10q
2r + 6s 3r + 10s

)
. (2 pont)

Így az Y A + Y = B egyenletből a 2p + 6q = 2, 3p + 10q = 1, 2r + 6s = 4, 3r + 10s = 3 egyenletrendszer
adódik. (1 pont)
A második egyenletből az első másfélszeresét kivonva q = −2, amiből p = 7 és hasonlóan kapjuk, hogy

s = −3 és r = 11. Tehát Y =
(

7 −2
11 −3

)
. (2 pont)

A megoldás menetét érdemben nem befolyásoló számítási hibák szokás szerint darabonként 1 pont levonást
jelentenek.
6*. Legyen A egy 10 × 19-es mátrix. Jelölje B az A első 10 oszlopából álló 10 × 10-es mátrixot és jelölje C
az A utolsó 10 oszlopából álló 10×10-es mátrixot. Határozzuk meg A-nak az a5,10 elemét (vagyis az 5-ödik
sorának és 10-edik oszlopának a kereszteződésében álló elemét), ha tudjuk, hogy r(A) ≥ r(B) + r(C).
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∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Megmutatjuk, hogy a5,10 = 0. Tegyük fel ezért indirekt, hogy nem így van. (0 pont)
Jelölje A-nak a 10-edik oszlopát (mint R10-beli oszlopvektort) v1. Ekkor v1 (mint egyetlen elemű vektor-
rendszer) lineárisan független, hiszen a5,10 ̸= 0 miatt v1 ̸= 0. (1 pont)
Ha lehetséges, vegyünk most hozzá v1-hez A oszlopai közül egy v2 vektort úgy, hogy a v1, v2 rendszer is
lineárisan független legyen. Majd folytassuk ezt az eljárást: amíg csak lehetséges, a már kiválasztott A-beli
oszlopokból álló vektorrendszert bővítsük egy további A-beli oszloppal úgy, hogy közben a rendszer lineáris
függetlenségét megtartjuk. (1 pont)
Tegyük fel, hogy a bővítési folyamat az r vektorból álló v1, . . . , vr rendszerrel állt meg. Mivel ezek lineári-
san független A-beli oszlopok, az oszloprang definíciója szerint r ≤ r(A). (1 pont)
Legyen w tetszőleges olyan A-beli oszlop, ami nem tartozik a v1, . . . , vr vektorok közé. Mivel a bővítési
folyamat már nem volt (w-vel sem) folytatható, ezért v1, . . . , vr, w lineárisan összefüggő. (1 pont)
Így az újonnan érkező vektor (tanult) lemmája szerint w ∈ ⟨v1, . . . , vr⟩. (1 pont)
Következik, hogy A minden oszlopa benne van a V = ⟨v1, . . . , vr⟩ generált altérben (hiszen ez v1, . . . , vr

esetén magától értetődő). (1 pont)
Az oszloprang definíciója szerint A oszlopai közül kiválasztható r(A) darab lineárisan független. Mivel ezek
a fentiek szerint mind V -beli vektorok és V -ben van r elemű generátorrendszer (mégpedig v1, . . . , vr), a
(tanult) F-G egyenlőtlenségből r ≥ r(A) következik. Ezt összevetve a fenti r ≤ r(A) egyenlőtlenséggel
kapjuk, hogy r = r(A). (1 pont)
Jelölje k, illetve ℓ a v1, . . . , vr közül az A első kilenc, illetve utolsó kilenc oszlopa közé tartozók számát.
Ekkor tehát r = k + ℓ + 1 (mert v1 sem az első, sem az utolsó kilenc oszlop közé nem tartozik). (1 pont)
Mivel B oszlopai (vagyis A első tíz oszlopa) közé v1-gyel együtt már k + 1 darab tartozik a v1, . . . , vr

vektorok közül, ezért az oszloprang definíciója miatt r(B) ≥ k + 1, (1 pont)
hiszen a lineárisan független v1, . . . , vr rendszer bármely része is nyilván az. (0 pont)
Hasonlóan adódik, hogy r(C) ≥ ℓ + 1. (0 pont)
Mindezeket a feladatbeli egyenlőtlenséggel is összevetve: k + ℓ + 1 = r = r(A) ≥ r(B) + r(C) ≥
(k + 1) + (ℓ + 1) = k + ℓ + 2, ami nyilván ellentmondás. (1 pont)
Ez az ellentmondás tehát valóban bizonyítja az a5,10 = 0 állítást.
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