Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2025. december 2.

Altaldnos alapelvek.

A pontozéasi utmutatod célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az utmutaténak nem
célja a feladatok teljes értékit megoldasanak részletes leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré
megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szereplo ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, gondolatért, amely egy megoldasban érdemi szerephez juthat
és amelybol a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna
kaphaté. Ha egy megoldo egy feladatra tobb, egymastél lényegesen kiilonb6zo megoldast is elkezd, akkor
legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy
helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb
megoldasi kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazé is, tovabba a dolgozatbd6l nem dertl ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az atmutatéban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttdl
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Jelolje u, v, z és y az alabbi, R*-beli vektorokat. A V' < R* altérrél annyit tudunk, hogy u € V, v € V
és dim V' = 2. Dontsiik el, hogy az
a)zeV b)y €
allitasokra melyik all fenn a kovetkezo lehetoségek koziil (
(i) az &llitas biztosan igaz;
(i) az allités biztosan hamis;
(iii) az allitas lehet igaz és hamis is (V' valasztdsatol fiiggen).

donteselnket indokoljuk is):

1 4 1 1
U I PO T RO A P
U=1q1 1t T I O A
5 19 7 8

X ok ok ok ok

a) Megvizsgaljuk, hogy z kifejezhet6-e u-bdl és v-bdl linedris kombinaciéval (vagyis z € (u,v) igaz-e).
Az au + fv = x egyenletbdl az o +45 =1, 3a+ 108 =7, a+ f = 7, ba + 1958 = 7 egyenletrendszert
kapjuk. (1 pont)
Az els6 és a harmadik egyenlet kiilonbségébdl 35 = —6, vagyis f = —2, ebbdl pedig (barmelyik egyenletbol)
a = 9. Ezt a két értéket a masik két egyenletbe helyettesitve azt tapasztaljuk, hogy azok is teljesiilnek,
igy £ = 9u — 2v (vagyis z € (u,v) igaz). (1 pont)
Mivel u € V és v € V| ezért (az altér definicidja szerint) 9u € V' és (—2)v € V is igaz, igy (ismét az altér
definici6ja szerint) x = 9u — 2v € V is teljesiil. fgy az a) kérdésre a valasz: x € V' biztosan igaz. (2 pont)

b) z helyett y-t vizsgilva az au + fv = y egyenletbél majdnem a fentivel azonos egyenletrendszer
adédik, csak az utolsé egyenlet més: 5a 4+ 196 = 8. Mivel az elsé és harmadik egyenletbél adédé a = 9,

B = —2 értékek most a negyedik egyenletet nem elégitik ki, ezért ez az egyenletrendszer nem megoldhato,
vagyis y ¢ (u,uv). (1 pont)
u és v linearisan fiiggetlen, mert egyik sem skalarszorosa a masiknak. (1 pont)



Mivel u,v € V ésdim V' = 2, ezért a tanult tétel szerint (miszerint dimenzi6 elemszam linearisan fiiggetlen
rendszer bazis) u,v bézist alkot V-ben. (1 pont)
Ebbdl kévetkezik, hogy u, v generdtorrendszer V-ben, vagyis minden V-beli vektor kifejezhet6 u és v linearis
kombinacidjaként. (2 pont)
Mivel megmutattuk, hogy ez y-ra nem teljestil, ezért y ¢ V', vagyis a b) kérdésre a véilasz az, hogy az allitas
biztosan hamis. - - (1 pont)
Ha egy megold6 az y ¢ (u,v) allitdsbol minden tovabbi indoklas nélkiil vonja le az y ¢ V' kovetkeztetést,
az a b) feladatra csak az elsének irt 1 pontot kaphatja meg (hiszen indoklds nélkiili eredménykézlésrél van
sz0).

2. a) A p valés paraméter milyen értékeire van az alabbi egyenletrendszernek olyan megoldasa, amiben
az Ot valtozo értéke egyenld?

b) A p paraméter minden értékére adjuk meg az egyenletrendszer megoldasainak a szamat.

ZE1+$2+ZL’3+2$5 = 5

T1— Tog+3x3 —2x5 = 1

r1+ 22034+ 224 — 225 = 3
x1+3x2—x3+3x4+p~$5 = p—|—6

* ok ok ok ok

Els6 megoldas.

a) Jelolje az 6t valtozo kozos értékét xy = x9 = x3 = x4 = x5 = . Ekkor az 6t egyenletbdl sorra az
ba=5 a=1 3a=34és (p+6)a=p+ 6 egyenletek keletkeznek. (1 pont)
Mivel o = 1 ezeket az egyenleteket mind kielégiti, ezért az egyenletrendszernek p minden értékére van
olyan megoldasa, amiben az 6t valtozo értéke egyenlé (mégpedig 1 = x9 = x3 = x4 = 5 = 1). (2 pont)

b) Minden linedris egyenletrendszerre igaz (a tanultak szerint), hogy vagy nincs megoldasa, vagy egy-
értelmiien megoldhatoé, vagy végtelen sok megoldéasa van. (1 pont)
Ha egy linedris egyenletrendszer egyértelmiien megoldhato, akkor (a tanult tétel szerint) ebben az egyen-
letek szdma legaldbb annyi, mint az ismeretlenek szdma. Igy a feladatbeli egyenletrendszer biztosan nem

egyértelmiien megoldhaté (mivel négy egyenletbél all és 6t ismeretlen van benne). (3 pont)
Mivel az a) feladat megoldasabol kovetkezben a feladatbeli linearis egyenletrendszernek biztosan van meg-
olddsa a p minden értékére, (1 pont)
ezért az egyenletrendszernek a p minden értékére végtelen sok megoldasa van. (2 pont)

* ok ok kX

Masodik megoldas. A Gauss-eliminaciét alkalmazva a kévetkezdket kapjuk:

1 1 1 0 2| 5 1 1 1 0 2 5
1 -1 3 0 -2 1 0 -2 2 0 -4 | —4
1 0 2 2 -2 3 “l1o0o -1 1 2 -4 -2 ~
1 3 -1 3 plp+6 0 2 =2 3 p—2|p+1
1 1 1 0 2 5 1 1 1 0 2 5
o 1 -1 0 2 2 o 1 -1 0 2 2 5
0 0 0 2 -2 o [~]o o o 1 -1 o |7 (2 pont)
0O 0 0 3 p—6|p—3 O 0 0 0 p—3|p-—3

Ha p # 3, akkor a negyedik sort (p — 3)-mal osztva kapjuk a 1épcsés alakot, majd az eliminaciét a masodik
fazissal folytatva (tovabbi négy elemi sorekvivalens 1épés utan) a redukalt lépcsos alakot:

1 1 1 0 013 1 0 2 0 013
0 1 -1 0 010 0 1 -1 0 00 1 ¢
o 0o o 1 o1 |Tflo o o 1 of1 (1 pont)
0 0 0 0 1]1 0 0 0 0 111
fgy ap # 3 esetben végtelen sok megoldas van: 3 = o € R szabad paraméter és 1 = 3 — 2a, 13 = «,
ry=1¢és x5 =1 (1 pont)

Ha viszont p = 3, akkor a negyedik sor csupa nulla sor, igy ezt elhagyva kapjuk a lépcsds alakot, majd
(tovabbi egy elemi sorekvivalens 1épés utan) a redukélt 1épcsés alakot:
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1 1 1 0 2
0 1 -1 0 2
0 0 0 1 -1

03
-1 0 2|2 (1 pont)
0 0 0 1 =110

O o o
2
o

Igy a p = 3 esetben is végtelen sok megoldas van: 23 = a € R és x5 = 3 € R szabad paraméterek és

r1=3—-2a,x3=24+a—20és xy=f. (1 pont)
A fentiekbél kovetkez6en a b) kérdésre a vélasz az, hogy a p minden értékére végtelen sok megolddsa van
az egyenletrendszernek. (1 pont)

Ha p # 3, akkor a fentebb kapott z3 = a, 1 = 3 — 2a, 2 = a, x4 = 1, x5 = 1 megoldasok kozott nyilvan
csak az o = 1 paraméterértékre kaphatunk olyat, amiben az 6t valtozd értéke egyenld (x5 = x4 = x5
miatt). Mivel ekkor 27 =3 —2-1 =1 és x5 = 1 is teljesiil, ezért minden p # 3 értékre van ilyen megoldasa
a rendszernek. (1 pont)
Ha viszont p = 3, akkor a fentebb kapott 23 = o, 25 = 3, 11 = 3 — 2, 120 = 2+ a — 208, x4 = [
megoldéasok kozott keressiik azokat, amikben az 6t valtozo értéke egyenlo. Példaul x1 = z3, illetve x3 = x5
miatt 3 — 2a = «, vagyis a = 1, illetve a = (3, vagyis § = 1 adddik. Mivel ekkor xo =2+4+1—-2-1=1¢és
x4 = 1 is teljestl, ezért p = 3 esetén is van ilyen megoldasa a rendszernek. (1 pont)
Igy az a) kérdésre a valasz az, hogy p minden értékére van ilyen megoldasa az egyenletrendszernek.(1 pont)
A szamolasi hibak — egyébként elvileg jo6 megoldas esetén — darabonként 1 pont levonést jelentenek. Ha
a hiba kovetkeztében a megoldas konnyebbé valik, akkor csak a fentieknek lényegében megfeleltetheto
részekért adhat6 pont. Ha példaul egy elszamolés kovetkeztében az els6 2 pontot (persze helyes szamolas
esetén) érd rész végén kapott alak azt mutatja, hogy p-nek egy bizonyos értékére tilos sor keletkezik és
ezért a megoldd arra az (ez alapjan helyes) kovetkeztetésre jut, hogy p-nek erre az értékére nincs megoldas,
akkor ezért a kovetkeztetésért megadhatd az eredetileg a redukalt 1épcsos alak értelmezéséért jarod 1 pont,
de elveszik a redukalt 1épcsés alak eléréséért jaré 1 pont, illetve az a) kérdés megolddsakor p-nek erre
az értékére adott valaszért jaré 1 pont is. Ha egy megold6 (akar helyes) szamitasokat végez (példaul
egy ismeretlent kifejez, behelyettesit, sth.), de ezek nem célratoréek, nem mutatjiak egy helyes megoldas
irdnyat, azért csak nagyon kevés pont (maximum 1-3) adhaté az elvégzett munka hasznossagatol fiiggéen.

3. Hatarozzuk meg az aldbbi determinédns értékét.

1 2 3 4 5
1 1 0 0 O
1 1 1 0 0
1 1 1 1 0
1 1 1 1 1

X ok ok ok ok

Els6 megoldas. Vonjuk ki az 6todik sorbdl a negyediket, majd a negyedikbdl a harmadikat, ez utan a
harmadikbél a méasodikat, végiil a masodikbdl az elsét. (2 pont)
1 2 3 4 )
O -1 -3 —4 =5
A kapott alak a kovetkez6: 0 0 1 0 0 (2 pont)
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

Az elvégzett négy 1épés (a tanultak szerint) a determindns értékét nem valtoztatta meg. (2 pont)
Mivel fels6haromszog-matrixot kaptunk, aminek a determindnsa (a tanultak szerint) a féatlobeli elemek
szorzata, ezért a kapott determindns értéke 1-(—1)-1-1-1=(—1). (2 pont)
Igy a feladatbeli determindns értéke is —1. (2 pont)



Masodik megoldas. A Gauss-eliminacié determindnsra vonatkozé valtozatat alkalmazzuk:

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1 1.0 0 0 0 -1 -3 -4 -5 01 3 4 5
1 110 0|=/0 -1 -2 —4 —5|=(-1)-/0 0 1 0 0 |=
1 1 1 1 0 0 -1 -2 -3 -5 00 1 1 0
1 1 1 1 1 0 -1 -2 -3 —4 00 1 1 1
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
01 3 4 5 01 3 4 5
—(=1)-]0 0 1 0 0|=(-1)-]0 0 1 0 0|=(=1)-1=-1.
00 0 1 0 00 0 1 0
00 0 1 1 00 0 0 1

Minden, a megoldast érdemben nem befolyasold szamolasi hiba 1 pont levonast jelent. A determinansra
vonatkozo egyes alapismeretek teljes vagy részleges hianyabol fakadé elvi hibak viszont darabonként 4 pont
levonast jelentenek. Ilyen példaul, ha a megoldé egy sor konstanssal szorzasa, vagy sorok cseréje utan nem,
vagy hibasan kéveti a determinans megvaltozasat. Kétes esetekben elvi hibanak tekintend6é minden olyan
hiba, amikor nincs nyoma annak, hogy a megoldé a szoban forgd ismeretet helyesen probalta alkalmazni.
Arényos részpontszam jar minden, a determinans kiszamitdsanak irdnyaba mutatd, hasznos lépésért. A
kifejtési tétel puszta alkalmazasa itt (egyéb, tovabbi dtalakitdsok nélkiil) nem ér pontot, mert egyediil ezzel
a determinans meghatarozasa nem valik konnyebbé az eredeti feladatnal.

4. A p valés paraméter minden értékére szamitsuk ki az alabbi kifejezés értékét.

314 114 131
2146 15176 1|—p-|7 46
50 p 20 p 2 50

X ok ok ok ok

Els6 megoldas. Ha az alabbi determinédns kiszamitasara a kifejtési tételt alkalmazzuk az els6 sor szerint,
akkor éppen a feladatbeli kifejezést kapjuk:

2500

% i é 411 (4 pont)

2500
Mivel a fenti determinansban az els6 és a negyedik sor azonos, ezért a determinans értéke 0, (3 pont)
mert a negyedik sorabol az elsot kivonva a determinans értéke nem valtozik, de a negyedik sor csupa nulla
lesz, igy a kapott determinédns (és vele egyiitt az eredeti is) 0 értékii. (1 pont)
Igy a feladatbeli kifejezés értéke p minden értékére 0. (2 pont)

* ok ok ok X

Masodik megoldas. A harmadik sor szerint alkalmazzuk a kifejtési tételt a kifejezésben szereplo 3 x 3-as

determindnsok kiszamitdsara: (0 pont)

314 14 31

461|=5 +p- =5-(1-1—4-6)+p-(3-6—1-4)=1dp — 115, (3 pont)
6 1 4 6

50 p

114 1 4 11

761]=2 +p- =2-(1-1-4-6)4+p-(1-6—-1-7) = —p —46. (3 pont)
6 1 76

200p

131 31 11

746|=2. —5. —2.(3-6-1-4)—5-(1-6-1-7)=28+5=33. (3 pont)

25 0 46 7 6

Igy a keresett kifejezés értéke: 2(14p — 115) — 5(—p — 46) — 33p = 28p + 5p — 33p — 230 + 230 = 0.(1 pont)
A szdmolasi és az elvi hibdkért jaré pontlevonasokra vonatkozdan az elézé feladat masodik megoldasa
utan irtak érvényesek. Elvi hibanak minésiil a kifejtési tétel alkalmazasakor az eléjeles aldeterminansok
el6jelének helytelen megallapitasa vagy figyelmen kiviil hagyasa is.
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5. Hatarozzuk meg az X és az Y matrixokat, ha rajuk A- X + X = F és Y - A+ Y = B teljestilnek (ahol
E a 2 x 2-es egységmatrixot jeloli és az A és B méatrixok az alabbiak).

13 21
1= (539) »=(13)
Xk ok k%

Els6 megoldéas. A- X + X = (A+ E) - X (mert a métrixmiveletek tulajdonsagairél tanultak szerint

(A+E) - X=A-X+E-X=A-X +X). (1 pont)

lgy X meghatarozasahoz az (A + E) - X = E egyenletet kell megoldanunk. (0 pont)

Az inverz matrixrél tanultak szerint tudjuk, hogy (A+ E) - X = E-b6l X - (A + E) = E is kovetkezik és

ekkor X = (A+ E)~L. (1 pont)

Ezért kiszamitjuk A + E = 2 130 inverzét (a tanultak szerint Gauss-eliminéciéval): (1 pont)
2 3[1 0 1 32 1/ 10| 5 =3

(6 100 1)”(0 1 31) (0 -3 1 ) (1 pont)

) _3

Igy tehat X = < _g 1/2 (1 pont)

A fentiekhez hasonléan az Y - A+ Y = B egyenlet Y - (A + E) = B alakba irhat6. (1 pont)

Mindkét oldalt jobbrél (A + E)~'-zel szorozva:

Y- (A+E) - (A+ E)_1 B-(A+E) ™ vagyisY =B-(A+ E)™ " (2 pont)

Itt (A+E)-(A+ E)~! = E mellett felhaszndltuk a métrixszorzds asszociativitdsat (atzdrdjelezhetbségét)

és azt is, hogy Y - E =Y. (0 pont)

(21 5 =3\ (7 -2

Igyy‘<4 3)'(—3 1 )‘(11 —3)' (2 pont)

Ha egy megoldé a matrixszorzas asszociativitasanak és az egységmatrixszal valo szorzas tulajdonsaganak
emlitésével egyiitt részletesen és helyesen indokolja, hogy az (A + E)~!-zel val6 szorzds miért adja Y-t, az
kaphat ezért plusz 1 pontot (annak ellenére is;, hogy a fenti pontozds ehhez 0 pontot rendel), de persze
csak akkor, ha ezzel a feladatért jard osszpontszama nem haladja meg a 10-et.

* ok ok ok X

Maésodik megoldas. Legyen a két keresett métrix X = ( b d ) illetve Y = ]7? g (0 pont)
[ a+3b c+3d ac\ ([ 2a+3b 2c+3d
EkkorAX+X_<6a+96 6c+9d> (b d)_<6a+10b 60+10d> (2 pont)

gy az AX 4+ X = E egyenletbél a 2a 4+ 3b =1, 6a + 10b = 0, 2¢ + 3d = 0, 6¢ + 10d = 1 egyenletrendszert

kapjuk. (1 pont)
A masodik egyenletbdl az elsé haromszorosat kivonva b = —3, amibdl a = 5. Ugyanigy, a harmadik és
_3
negyedik egyenletbdl d = 1 és ¢ = —3/2. Tehat X = _g 1/ ? (2 pont)
, [ p+6q 3p+9q p q\ [ 2p+6q 3p—+10q
Hasonléan, YA +¥ = ( r+6s 3r+9s ) T \r s )T\ 2r+6s 3r+10s ) (2 pont)
Igy az YA+ Y = B egyenletbél a 2p 4+ 6¢ = 2, 3p + 10g = 1, 2r + 65 = 4, 3r + 10s = 3 egyenletrendszer
adodik. (1 pont)
A maésodik egyenletbdl az elsé masfélszeresét kivonva ¢ = —2, amib6l p = 7 és hasonléan kapjuk, hogy
s=—3¢ér =11 Tehat Y = 171 ::_23 . (2 pont)

A megoldas menetét érdemben nem befolyasold szamitasi hibak szokas szerint darabonként 1 pont levonast
jelentenek.

6*. Legyen A egy 10 x 19-es matrix. Jelolje B az A els6 10 oszlopabdl 4116 10 x 10-es métrixot és jelolje C'
az A utols6 10 oszlopabdl all6 10 x 10-es métrixot. Hatarozzuk meg A-nak az a; 10 elemét (vagyis az 5-6dik
sordanak és 10-edik oszlopanak a keresztez6désében &ll6 elemét), ha tudjuk, hogy r(A) > r(B) + r(C).
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* ok ok ok ok

Megmutatjuk, hogy as 19 = 0. Tegyiik fel ezért indirekt, hogy nem igy van. (0 pont)
Jelolje A-nak a 10-edik oszlopat (mint R'°-beli oszlopvektort) v;. Ekkor v; (mint egyetlen elemi vektor-
rendszer) linedrisan fuggetlen, hiszen as 1o # 0 miatt v; # 0. (1 pont)

Ha lehetséges, vegyiink most hozza v -hez A oszlopai koziil egy v, vektort ugy, hogy a v,, v, rendszer is
linearisan fliggetlen legyen. Majd folytassuk ezt az eljarast: amig csak lehetséges, a mar kivalasztott A-beli
oszlopokbdl all6 vektorrendszert bévitsiik egy tovabbi A-beli oszloppal gy, hogy kozben a rendszer linearis
figgetlenségét megtartjuk. (1 pont)
Tegyiik fel, hogy a bévitési folyamat az r vektorbol allé vy, ..., v, rendszerrel allt meg. Mivel ezek linedri-
san fiiggetlen A-beli oszlopok, az oszloprang definicidja szerint r < r(A). (1 pont)
Legyen w tetszoleges olyan A-beli oszlop, ami nem tartozik a vy, ...,v, vektorok kozé. Mivel a bovitési
folyamat mar nem volt (w-vel sem) folytathato, ezért vy, ..., v,,w linedrisan Osszefiiggd. (1 pont)
Igy az Gjonnan érkezé vektor (tanult) lemméaja szerint w € (vy, ..., v,). (1 pont)
Kovetkezik, hogy A minden oszlopa benne van a V' = (v;,...,v,) generalt altérben (hiszen ez vy, ..., v,
esetén magatol értet6ds). (1 pont)
Az oszloprang definicidja szerint A oszlopai kozil kivalaszthaté r(A) darab linedrisan fliggetlen. Mivel ezek
a fentiek szerint mind V-beli vektorok és V-ben van r elemii generatorrendszer (mégpedig vy, ...,v,), a
(tanult) F-G egyenlétlenségb6l r > r(A) kovetkezik. Ezt Osszevetve a fenti r < r(A) egyenlétlenséggel
kapjuk, hogy r =1(A). (1 pont)
Jelolje k, illetve £ a vy, ..., v, kozill az A els6 kilenc, illetve utolsé kilenc oszlopa kozé tartozdk szamat.
Ekkor tehét r =k + ¢+ 1 (mert v, sem az elsd, sem az utolsé kilenc oszlop kozé nem tartozik). (1 pont)
Mivel B oszlopai (vagyis A els6 tiz oszlopa) kozé v;-gyel egyttt méar k + 1 darab tartozik a v;,...,v

vektorok koziil, ezért az oszloprang definicidéja miatt r(B) > k + 1, (1 pont)
hiszen a linearisan fiiggetlen vy, ..., v, rendszer barmely része is nyilvan az. (0 pont)
Hasonl6an adddik, hogy r(C') > £+ 1. (0 pont)
Mindezeket a feladatbeli egyenl6tlenséggel is Osszevetve: k + ¢ + 1 = r = 1(A) > 1(B) + 1(C) >
(k+1)+ ({+1)=k+ ¢+ 2, ami nyilvan ellentmondas. (1 pont)

Ez az ellentmondés tehat valéban bizonyitja az as 19 = 0 allitdst.



