Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2018. november 29.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
taté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékli megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd
gondolat egy attekintheto, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy példdul az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazésa
nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembe-
vételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatdskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy
feladatra tobb, egymastdl lényegesen kiillonbo6z6 megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre ad-
hat6 pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisér-
let kozott van helyes és (lényeges) hibét tartalmazo is, tovabbéa a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a
megoldo melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az utmutatoban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximélis pontot ér.

1. a) A p és q valds paraméterek minden értékére adjuk meg az aldbbi egyenletrendszer megoldasa-
inak a szamat.

b) Ha p-nek és g-nak van olyan értéke, amelyre az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa
van, akkor a p és ¢ ezen értékeire adjuk meg az 6sszes megoldést.

$1+JI2+$3—7Z‘4 = 8
45(]1 —+ 41’2 + xr3 — 281‘4 = 23
5ZL'1 + 3£L'2 — T3 — 31!E4 = 14

2v1+p-xy = ¢
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A Gauss-eliminéciot alkalmazva a kovetkezoket kapjuk:

1 1 1 =718 11 1 -7 8
4 4 1 —28123 0 0 -3 0 -9
5 3 —1 31114 |71 0 -2 -6 4 —26 ~
2 0 0 p | q 0 -2 -2 p+14|q—16
1 1 1 =7 8 1 1 1 =7 8
0 —2 -6 4 —26 0o 1 3 =2 13
0 0 -3 0 -9 ~“1 o0 o0 -3 0 -9 ~
0 -2 —2 p+4+14|q—16 0 —2 —2 p+14|qg—16
1 1 1 -7 8 1 1 1 -7 8
0 1 3 =2 13 0 1 3 =2 13 5
00 -3 0 9 ~l{o 0o 1 o0 3 (2 pont)
0 0 4 p+10]qg+10 0 0 0 p+10|qg—2

Ha p # —10, akkor az utolso sort (p+ 10)-zel osztva kapjuk a 1épcsés alakot. Mivel minden oszlopban
van vezéregyes (és a redukélt 1épcsds alakig ez méar nem valtozhat meg), ezért ilyenkor a megoldas
egyértelmil (vagyis a megoldasok szdma 1). (2 pont)



Ha p = —10 és q # 2, akkor az utolsé sor ,tilos sor”. Ezért ilyenkor nincs megoldas. (1 pont)

Ha p = —10 és ¢ = 2, akkor az utols6 sor csupa nulla sor, ezért ilyenkor a 1épcsos alakot ennek az
elhagyasaval kapjuk. (1 pont)
Innen a Gauss-eliminaciot folytatva kapjuk a redukalt 1épcsés alakot:
1 1 0 =715 1 0 0 =51
~<010—2 4)~(010—2 4) (1 pont)
0 0 1 0|3 0 0 1 013
Igy a p = —10 és ¢ = 2 esetben végtelen sok megoldés van: (1 pont)
x4 = a € R szabad paraméter és x5 = 3, xo =4 + 2, 1 = 1 + ba. (2 pont)

A fenti pontozas ugy értendd, hogy az a) feladat hibatlan megolddsa 6nmagdban 6 pontot ér. A
szamolasi hibak — egyébként elvileg jo megoldés esetén — darabonként 1 pont levonast jelentenek. Ha
a hiba kovetkeztében a megoldéas konnyebbé valik, akkor csak a fentieknek 1ényegében megfeleltetheto
részekért adhaté pont. Ha egy megoldé (akar helyes) szamitasokat végez (példaul egy ismeretlent
kifejez, behelyettesit, stb.), de ezek nem célratéréek, nem mutatjiak egy helyes megoldas iranyat,
azért csak nagyon kevés pont (maximum 2-3) adhaté az elvégzett munka hasznossigatol fliggéen.

2. Dontstik el az alabbi allitasokrél, hogy igazak-e minden n x n-es A matrixra.

a) Ha létezik olyan b € R™ vektor, amelyre az (A|b) kib6vitett egytitthatématrixi linedris egyen-
letrendszer nem megoldhaté, akkor det A = 0.

b) Ha det A = 0, akkor létezik olyan b € R™ vektor, amelyre az (A|b) kibévitett egytitthatématrixi
linearis egyenletrendszer nem megoldhato.
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a) Ha det A # 0 volna, akkor a tanult tétel értelmében az (A|b) linearis egyenletrendszer egyér-

telmtien megoldhaté kellene legyen minden b € R™ esetén. Ezért ez az allitas igaz. (2 pont)

b) Megmutatjuk, hogy ez az allitas is igaz. Legyen ezért b € R™ tetszéleges és alkalmazzuk a
Gauss-eliminéciot az (A|b) linedris egyenletrendszer megoldésara. (1 pont)
A determinans tanult tulajdonsidgai miatt az eliminacié soran nem véltozik meg az, hogy a vonaltdl
balra 4ll6 matrix determinénsa nulla-e vagy sem. (1 pont)

Ebbdl kovetkezik, hogy a 1épcsos alak elérése elott kell keletkezzen olyan sor, amelynek a vonaltél
balra esO része csupa nulla. Valoban: kiilonben a lépcsés alak minden oszlopban tartalmazna
vezéregyest és igy a vonaltol balra all6 matrix determinansa 1 volna — ami ellentmondana az iménti
allitasnak és annak, hogy det A = 0. (2 pont)
Allitsuk meg tehdt a Gauss-elimindciét abban a pillanatban, amikor olyan sor keletkezett, amelynek
a vonaltdl balra es6 része csupa 0. Ha most ebben a sorban a vonaltél jobbra nem 0 all, akkor (tilos
sor keletkezése miatt) az egyenletrendszer nem megoldhaté, vagyis az allitast beldttuk. (1 pont)
Ha viszont a vonaltél balra csupa nulla sorban a vonaltél jobbra is 0 all, akkor cseréljiik most
ki ezt a vonaltél jobbra all6 elemet (példaul) l-esre, majd ettél a ponttdl ,tekerjitk vissza” a
Gauss-eliminéciét a kezdetéig (vagyis az eddig elvégzett 1épéseken visszafelé haladva hajtsuk végre
mindegyiknek a megforditasat). (2 pont)
Mivel a vonaltél balra nem valtoztattunk semmin, ezért ezzel egy olyan (A|b') linedris egyenletrend-
szert kaptunk, amelyre a Gauss-eliminaciot végrehajtva tilos sor keletkezik, igy ennek val6ban nincs

megoldasa. (1 pont)
Maésodik megoldas a b) részre. Tegyiik fel indirekt, hogy az allitds hamis: det A = 0, de az (A|b)
linedris egyenletrendszer mégis minden b € R" esetén megoldhato. (1 pont)
Jelolje e; az n X n-es egységmatrix i-edik oszlopat (vagyis az R"-beli standard bazis i-edik vektorat)
és legyen z; az (Ale;) lineéris egyenletrendszer egy megolddsa (ami ezek szerint létezik). (1 pont)
Ekkor a tanultak szerint A - x; = ¢; teljesiil minden ¢ = 1,...,n esetén. (1 pont)
Ebb6l kovetkezik (a matrixszorzas definicidja szerint), hogy A - X = F teljestl arra az n X n-es X
matrixra, amelynek az i-edik oszlopa x; minden i = 1,...,n esetén. (2 pont)
Alkalmazva a determindnsok szorzéastételét: det A - det X = det(A- X) =det £ = 1. (2 pont)
Ez pedig ellentmond annak, hogy det A = 0 és igy bizonyitja az allitast. (1 pont)



Ha egy megoldé ezt a megoldast adja, de a determinansok szorzéstételének alkalmazasa helyett arra
hivatkozik, hogy A-X = E miatt X = A~! és igy a tanult tétel szerint det A # 0 kovetkezik, az ezért
a pontatlansigért (tovabbi indoklas hijan) 1 pontot veszitsen. Ha viszont ezt kiegésziti azzal, hogy az
el6adason (az inverz létezésére) elhangzott bizonyitas soran kideriilt, hogy A- X = E-b6l X - A =F
is kovetkezik és ebbdl kovetkeztet arra, hogy X = A™!, az természetesen maximélis pontot ér.

Harmadik megoldas a b) részre. Tegyiik fel indirekt, hogy az allitds hamis: det A = 0, de az
(A[b) linearis egyenletrendszer mégis minden b € R™ esetén megoldhato. (1 pont)
Jelolje a; az A métrix i-edik oszlopat minden ¢ = 1,...,n esetén. Az (A|b) megoldhatésiga a tanultak
szerint ekvivalens a b € (a4, ..., qa,) allitdssal. Mivel ez a feltevés szerint minden b € R" esetén igaz,
ezért ebbdl kovetkezik, hogy ay, ..., a, generdtorrendszer R"-ben. (1 pont)
Ha most a,,...,a, linedrisan Osszefliggé volna, akkor definicié szerint volna koztiik olyan — legyen
ez példaul a, —, amelyik a tobbibdl linearis kombinaciéval kifejezheto. Ekkor viszont ay, ..., a,_;
is generdtorrendszert alkotna R"-ben, hiszen a, € (a,...,a,_ 1) (és az altér definiciéja) miatt az
ay, ..., a,-b6l linedris kombinacioval kifejezheté vektorok mind (ay,...,a,_;)-ben volnanak, vagyis
(ay,...,0,_1) = {ay,...,a,) teljesiilne. (2 pont)
Ez viszont ellentmondana az FG-egyenl6tlenségnek: R"-ben volna (n— 1) elemi generdtorrendszer és
n elemi linearisan fiiggetlen rendszer is — hiszen az utobbi feltételnek a tanultak szerint R™ minden

bazisa megfelel. (2 pont)
Ezzel tehat megmutattuk, hogy a4, ..., a, linedrisan fiiggetlenek. Ebbdl pedig a tanult tétel szerint
det A # 0 kévetkezik, ellentmondas. (2 pont)

3. Szdmitsuk ki az A?°1® matrixot az aldbbi A méatrixra. (A%°!8 azt a 2018 tényezds szorzatot jeldli,
amelynek minden tényezéje A.)

OO O
OO = O
O—= OO
—
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A matrixszorzas definiciéja szerint az A%, majd az A3 métrixokat kiszdmitva az alabbiakat kapjuk:

1 0 0 2 1 0 0 3
0 1 0 2 0 1 0 3
2 _ 3 _
A=10 01 2 A=10 01 3 (2+2 pont)
0 0 0 1 0 0 0 1
Ezek alapjan méar sejthetd, hogy minden n > 1 esetén igaz az
1 0 0 n 1 0 0 2018
n 0 1 0 n | s o 0 1 0 2018
A" = 0 0 1 n allitas és igy A2018 — 0 0 1 2018 | (141 pont)
0 0 0 1 0 0 0 1

Az A"-re vonatkozo allitast precizen n-re vonatkozo teljes indukciéval lathatjuk be: n = 1-re az allitas
természetesen igaz. Ha pedig mar valamely n-re igaz, akkor az A” mar ismert értékét A-val szorozva
azt kapjuk, hogy A" is megfelel az 4llitasnak, mert az A™- A szorzés az elsé harom oszlopot és a jobb
alsé sarkot tovabbra is valtozatlanul hagyja, de az utols6 oszlop els6 harom eleme 1-1+n-1=n+1
lesz. Ezzel tehat az éllitast belattuk. (4 pont)
A pontozés tigy értendd, hogy ha a megoldd A% és A3 kiszdmitdsa utdn minden magyardzat nélkiil
kozli A0 értékét, arra 5 pontot kaphat. Ha megfogalmazza az A™-re vonatkozé altaldnos allitést,
arra tovabbi 1-et. Ha pedig a megoldas legalabb részben meggy6zéen indokolja, hogy az A"-re vo-
natkozo allitas igaz, akkor ezért mar tovabbi 2 pont adhat6 (a preciz teljes indukciéért jard 4-bol).

4. Hatarozzuk meg az A~! és a B métrixokat, ha az A és az A - B métrixok az aldbbiak.

3 7 777 666
A:<4 9) A'B:<999 888)



A~ let a tanultak szerint Gauss-eliminciéval szamolhatjuk:
1

7
3710ng%0N1§g0N10—97 (3 pout)
4 9]0 1 O—%—%l 0 114 -3 0 1 4—3’p

igy A=! a kapott alakban a vonaltél jobbra 4ll6 2 x 2-es matrix. (2 pont)
A B-t az A7!- (A B) szorzat kiszamitdsdval hatdrozhatjuk meg. Valdban, a (matrixszorzds alaptu-
lajdonsagairdl és az inverzrél) tanultak szerint A™'- (A-B)=(A"'-A)-B=FE-B=DB. (3 pont)
Elvégezve a szorzast (amit nagyban konnyit, ha az elemek szamitasakor 111-et mindig kiemeliink):

o -9 7 7T 666 [ 0 222
B=A4 '(A'B)—< 4 —3)'(999 888)_(111 0 ) (2 pont)

A szamolasi hibakért szokas szerint 1-1 pont levonas jar, ha az a megoldds menetét érdemben nem
befolyasolja. Az A~1 és a B 1étezését a feladat szovege implicite allitja, ezért nem vonunk le pontot
egyik esetben sem a létezés indoklasanak a hidnyaért. A B-t természetesen (t6bb szdmoldssal) meg-
hatarozhatjuk gy is, hogy annak az elemeire valtozokat vezetiink be, ezekre felirjuk az A - B ismert
értékébol adodo egyenleteket, majd megoldjuk az igy kapott két darab, 2 x 2-es egyenletrendszert.
Ha egy megold6 igy jar el, akkor az egyenletek felirdsédért osszesen 1 pont jarjon és a B elemeinek
meghatarozasaért elemenként tovabbi 1-1 pont (szdmolasi hibanként 1 pontot levonva).

5. Egy 4 x 6-os A matrixban az i-edik sor és a j-edik oszlop keresztezédésében 4116 elem a;; = i*+i-j
minden 1 <7 <4 és1 < j <6 esetén. Hatarozzuk meg A rangjat.
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Vonjuk le a 2., 3., illetve 4. sorbdl az 1. sor 2-szeresét, 3-szorosat, illetve 4-szeresét. (2 pont)
Ekkor a 2., 3., illetve 4. sor minden eleme (2j +4) —2(j +1) =2, (3j +9) —3(j + 1) = 6, illetve
(47 +16) —4(j + 1) = 12 lesz. (2 pont)
Vonjuk most le a 3., illetve a 4. sorbdl a 2. sor 3-szorosét, illetve 6-szorosat. (1 pont)
Ezzel a 3. és a 4. sor csupa nullava valtozik, igy ezeket elhagyhatjuk. (1 pont)
A kapott A’ méatrix két sora nem skalarszorosa egymasnak, ezért ez a két sor linearisan fliiggetlen.
Igy a sorrang definici6ja szerint r(A’) = 2. (2 pont)
Mivel a Gauss-elimindci6 1épései a rangot nem valtoztatjak, ezért r(A) = r(A’) = 2. (2 pont)

Az A’ rangjanak definici6 szerinti meghatdrozésa helyett j6 megoldas az is, ha azt tovabbi Gauss-
eliminécids 1épésekkel (az 1. sor megfelezésével, majd a kapott sor 2-szeresének a 2.-bol valé kivonasa-
val) 1épcsés alakira hozzuk és hivatkozunk arra, hogy 1épcsds alaki matrix rangja a sorainak a szdma.
A matrix elemeire vonatkozd képletekkel valo szamoléds helyett természetesen tokéletes megoldas az
is, ha a megoldd elemenként felirja a matrixot és arra futtatja a Gauss-eliminaciot.

6*. Az L C R halmazt akkor nevezziik egyenesnek, ha léteznek olyan p,v € R", v # 0 vektorok,

hogy L = {Q +Av:e R}; vagyis L azokbdl az R"-beli z vektorokbdl all, amelyekre z =p+ A -v
teljestl valamilyen A € R esetén. Bizonyitsuk be, hogy ha egy n valtozods linearis egyenletrendszernek
végtelen sok megoldasa van, akkor a megolddshalmaza (mint R"-beli vektorok halmaza) tartalmaz
egyenest.
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Tegyiik fel, hogy az (A|b) kib6vitett egytitthatémétrixi linedris egyenletrendszernek végtelen sok

megoldédsa van és legyen x,,x, € R" két kiillonb6z6 megoldas. (1 pont)
A tanultak szerint ekkor A -z, =bés A-xz, = b. (1 pont)
Legyen ekkor p = z; és v = 2y — 2. (1 pont)
Ekkor z; # z, miatt v # 0, (1 pont)
a matrixszorzas tanult tulajdonsigai szerint A-v = A-(zy—2,) = A 29— A-2;, =b—b = 0,(2 pont)
és ezért minden A € Resetén A- (p+X-v)=A-z,+X-(A-v) =b+ N0 =0 (2 pont)
Kovetkezésképp p+A-v minden A € R esetén megoldésa az (A|b) linearis egyenletrendszernek, vagyis
a megoldédshalmaz tartalmazza a p és v altal meghatarozott egyenest. (2 pont)



