Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2015. november 26.

Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirésa;
a leirt 1épések egy maximélis pontszamot éré megoldéas vazlatanak tekinthetdk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodd gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldés egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak mérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az utmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérd jo megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit bele, igy a dolgozatokra
osztalyzatot nem adunk.

1. Hatarozzuk meg az alabbi A matrix inverzének bal fels6 sarkdban allo elemét.
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Az A7 matrix elsé oszlopat (a definicio, vagy az A~! meghatarozdsara tanult eljaras szerint) az
A -z = e linearis egyenletrendszer megoldasaval kaphatjuk (ahol e; az egységmatrix els§ oszlopat

jeloli). (2 pont)

Azonban ebbdl a linearis egyenletrendszerbdl is csak xi-et, vagyis az x megoldas elsé koordinatéajat

kérdezi a feladat. (2 pont)
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Az | 2 3 1|0 | kib6vitett egylitthatomatrixi A - z = e, linearis egyenletrendszerben a harmadik
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sorbol az els6t levonva az | 2 3 1| 0 | alakot kapjuk. (3 pont)
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Ennek utolsé sora mutatja, hogy z; értéke, vagyis az A~! bal fels6 sarkaban 4ll6 elem (—1). (3 pont)

Természetesen nem hiba, csak folosleges akar az A - x = e¢; megoldéasara, akar az A~! meghatarozaséra
vonatkozo teljes Gauss-eliminéciot elvégezni és abbdl kiolvasni a keresett értéket. Aki ezt megteszi, az
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eredményiil az A~! = 0 1 —1 | méatrixot (illetve A-x = e, esetében ennek els6 oszlopat) kapja.
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Ha egy megoldo igy jar el, akkor minden, a megoldés menetét érdemben nem befolyésold szamolési
hiba darabonként 1 pont levonast jelent (akkor is, ha a szoban forgé szamolasi hiba a végeredményként
kapott bal fels6 elemet egyébként nem érinti).



2. A 6 x 10-es A matrixra r(A) = 3. Igaz-e mindig, hogy A-nak elhagyhatd egy sora és egy oszlopa
tgy, hogy a kapott 5 x 9-es B matrixra r(B) = 3 teljesiiljon?
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Els6 megoldas. r(A) = 3-bol az oszloprang definicioja szerint kovetkezik, hogy A-nak kivalaszthato

3 linearisan fliggetlen oszlopa. (1 pont)
Hagyjunk el A-bol egy ettdl a haromtol kiilonbozs oszlopot, a kapott 6 x 9-es méatrix legyen C'.(1 pont)
Ekkor C-ben tovabbra is megtalalhatd ugyanaz a 3 linearisan fiiggetlen oszlop. (1 pont)
Ennél t6bb viszont nyilvan nem, kiilénben A-ban is kivalaszthato lenne 3-nél tobb linearisan fliggetlen
oszlop, ellentmondésban r(A) = 3-mal. (1 pont)
Igy 1(C) = 3 (az oszloprang definicija szerint). (1 pont)
Ezért a sorrang definicioja szerint C-nek kivalaszthato 3 linedrisan fiiggetlen sora. (1 pont)
Hagyjunk el C-bél egy ettdl a haromtol kiilonb6zs sort, a kapott 5 x 9-es méatrix legyen B. (1 pont)

A fenti gondolatmenettel analég modon kovetkezik, hogy r(B) = 3: B-nek tovabbra is kivalaszthato 3
linedrisan fiiggetlen sora, de annal tébb r(C') = 3 miatt nem. (1 pont)
Mivel B az A-bol egy oszlop, majd egy sor elhagyasaval keletkezett és r(B) = 3, az allitas igaz.(2 pont)

Masodik megoldas. A determinansrang definicidja szerint A-nak kivalaszthatd 3 sora és 3 oszlopa

ugy, hogy az ezek keresztezGdéseiben kialakuld 3 x 3-as M részmatrixra det M # 0. (2 pont)
Hagyjuk most el A-nak egy olyan sorat és egy olyan oszlopét, amelyek az M négyzetes részméatrix
kivalasztasaban nem jatszottak szerepet, a kapott 5 x 9-es matrix legyen B. (2 pont)
Most M nyilvan a B-nek is nemnulla determinanst, 3 x 3-as részmaétrixa. (2 pont)
De 3 x 3-asnél nagyobb, nemnulla determinénsi, négyzetes részmétrix nyilvan nem valaszthato ki B-
bél, hiszen ugyanez A-bol is kivalaszthatd volna, ellentmondasban r(A) = 3-mal. (2 pont)
Mindezekbdl r(B) = 3, vagyis az allitas igaz. (2 pont)
3. A 6 x 10-es A matrixra r(A) = 3. Mutassuk meg, hogy léteznek olyan v, v,, ..., v, € R vektorok,
amelyekre v,,v,,...,v, linearisan fiiggetlen rendszert alkot és A-v, =0, A-v, =0, ..., A-v;, =0
teljesiil.
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Legyen f:R!© — RS az z — A - z linearis leképezés (amelyre tehat [f] = A). (1 pont)
A tanultak szerint Im f az A oszlopainak (mint R®-beli vektoroknak) a generalt altere. (1 pont)
A szintén az anyagban szerepelt tétel szerint r(A) az A oszlopai generalt alterének a dimenzi6ja.(1 pont)
Mindezekbdl tehat dimIm f =r(A) = 3. (1 pont)
Ebbdl és a dimezidtételbsl dim Ker f = 7 kdvetkezik. (1 pont)
Legyen ezért vy, ...,v, a Ker f egy bazisa. (2 pont)
Ekkor vy,..., v, linearisan fiiggetlen (hiszen bazis) (1 pont)
és A-vy = f(vy) =0,..., A- v, = f(v;) = 0 kovetkezik a Ker f definiciojabol. (2 pont)
4. Az [ : R® — R3 lineéris transzformacio B = {b; = (1;1;0), by, = (2;0;3), by = (0;1; —2)} bazis
szerinti matrixa az alabbi. Az R? melyik elemét rendeli f a 2b; — by + 3by vektorhoz?
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Els6 megoldas. A v = 2b, — b, + 3b, jeldléssel nyilvan [v]p = ( -1 )
3

Az [f]p definiciojabol kovetkezik, hogy [f(v)]s = [f]s - [v]B-

1
Elvégezve a szorzast: [f(v)|p = ( 5 )
2

A koordinatavektor definicioja szerint tehat f(v) = by + 5by + 2b5.
Ebbe helyettesitve a by, by, by megadott értékeit: f(v) = (11;3;11).
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Ha egy megoldo csak az [f]p - (2; —1;3)7 szorzést végzi el és a kapott (1;5;2)-t hiszi végeredménynek,
az (a fentiek szerint) megkaphatja a szorzasért jaré 1 pontot; tovabba (esetleg részben) még a [v]p
felirasaért jar6 2 pontot is, ha a megoldasbol (példaul — de nem feltétlen — a [v]p jelolés hasznalata
révén) kideriil, hogy a megoldo6 értve hasznalta a koordinatavektor fogalmat. Ha azonban a megoldas
csak ennyire szoritkozik, akkor 3-nal tobb pontot nem érhet. Igaz ez még akkor is, ha az [f(v)]p =
[flB - [u]B ,képlet” szerepel a megoldasban, de alkalmazast nem nyer (az utmutato elején irtakkal
osszhangban). Ett6l természetesen kiilonbozik az az eset, ha egy megoldo eljut az f(v) = b, + 5by + 20,
alak felirasaig, csak a by, by, by behelyettesitése marad el: ez a fentiek szerint 8 pontot érhet.

Az alabbi megoldas a fentinél joval hosszadalmasabb, foloslegesen sok szémolast igényel. Csak azért
szerepel a pontozési ttmutatoban, hogy az ezt irok dolgozata egységesen értékelhets legyen.

Masodik megoldas.
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A B béazisnak megfelels B = [ 1 0 1 | maétrix inverze B~! = 2 —2 —1 |, amit a tanult,
03 -2 3 -3 -2
Gauss-eliminéacion alapulé modszerrel hatarozhatunk meg. (2 pont)
A tanult tétel szerint [f]p = B! - [f] - B. Ezt az osszefiiggést balrol B-vel, jobbrol B~!-zel szorozva:
B-fls- B = |f]. (2 pont)
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Behelyettesitve B-t, [f]p-t ¢és B '-et az [f] = 4 —3 —2 | maéatrixot kapjuk. (2 pont)
—10 13 6
A feladatbeli v = 2b; — by + 3bs vektort kiszamitva: v = (0;5; —9)7. (1 pont)
[f] definiciojabol f(v) = [f] - v. (2 pont)

A szorzast elvégezve a fentiekbdl f(v) = (11;3;11) (illetve ennek transzponaltja) adodik. (1 pont)
5. Adjuk meg a p paraméter értékét és az alabbi A matrix egy sajatvektorat, ha tudjuk, hogy az 5

sajatértéke A-nak.
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Mivel az 5 sajatértéke A-nak, ezért a tanult tétel szerint det(A — 5E) = 0, (1 pont)
vagyis _% _]1) =0. (2 pont)
Ebbél (=1) - (—=2) — 1-p =0, vagyis p = 2. (2 pont)
Az 5-hoz tartozo sajatvektorokat az A -x =5 -z (vagy az ezzel ekvivalens (A — 5E) - z = 0) linearis
egyenletrendszer megoldasaval kereshetjiik. (1 pont)
Ezt részletezve a —2x1 + 2z = 0, 1 — x5 = 0 egyenletrendszerre jutunk. (2 pont)
Ennek megoldasa példaul z; = xo = 1, igy az ( % ) vektor sajatvektora A-nak. (2 pont)

A p = 2 ismeretében természetesen nincs akadélya annak sem, hogy A minden sajatértékét és sajat-
vektorat meghatarozzuk: az 5 sajatértékhez tartozo, a fenti megoldasban talalt (z,z)? (z # 0) sajat-
vektorokon kiviil sajatérték még a 2 is, az ehhez tartozo sajatvektorok pedig a (2z, —x)T (2 # 0) alaku
vektorok. Ezek barmelyike is elfogadhato tehat jo eredményként, noha a 2 sajatérték meghatarozéasa
a megoldas szempontjabol folosleges munka. Megjegyezziik, hogy p és az 5-hoz tartozd sajatvektorok
meghatarozasa egyszerre is végezhets: A-x = 5-x-b6l a —2x1+p-x9 = 0, 11 — x5 = 0 egyenletrendszert
kapjuk, amibdl z; = z5 behelyettesitésével a (p — 2)zy = 0 egyenletet; ebbdl pedig p = 2, kiilénben
x9 = 1 = 0 adddna, igy az 5 nem volna sajatérték.

6. Milyen maradékot adhat az n egész szam 142-vel osztva, ha 20n + 4 és 72n — 12 azonos maradékot
ad 142-vel osztva?



* ko ok ok Xk

A feladat szovege szerint 20n + 4 = 72n — 12 (mod 142), amit atrendezve az 52n = 16 (mod 142)

linearis kongruenciat kapjuk. (1 pont)
Mindkét oldalt 4-gyel osztva: 13n = 4 (mod 71), ahol a modulust (4,142) = 2 miatt kellett 2-vel
elosztani. (1 pont)
Mindkét oldalt 5-tel szorozva: 65n =20 (mod 71), vagyis —6n =20 (mod 71). (1 pont)
Mindkét oldalt (—2)-vel osztva: 3n = —10 = 61 (mod 71), ahol a modulus (—2,71) = 1 miatt nem
valtozott. (1 pont)
A jobb oldalhoz 71-et adva: 3n = 132 (mod 71), amib&l 3-mal osztas utan n = 44 (mod 71) (és a
modulus (3,71) = 1 miatt nem valtozott). (1 pont)
Minden megtett 1épés ekvivalens 1épés volt — beleértve az 5-tel valo szorzast is, (5,71) = 1 miatt. Ezért
a kapott eredmények valoban megoldasai a linearis kongruencianak. (3 pont)
Ebbdl végiill n = 44  (mod 142) vagy n = 115 (mod 142), vagyis az n egész 44 vagy 115 maradékot
adhat 142-vel osztva. (2 pont)

A lépések ekvivalencidja helyett hivatkozhatunk arra is, hogy (52,142) = 2 miatt két megoldas kell
legyen modulo 142, vagy akar ellendrizhetjiik is a kapott eredményeket. (Viszont a harom érv koziil
valamelyikre szilikség van annak annak kizarasahoz, hogy a kapott eredmények kozott hamis gyok
lehessen.) Ha egy megoldo csak azt ellendrzi, hogy (52, 142) = 2‘16, igy a linearis kongruencianak két
megoldasa van modulo 142, de ezeket kiszamolni nem tudja, az (az atrendezéssel egyiitt) Gsszesen 3
pontot kapjon. Szamolasi hibakért 1-1 pont vonandé le, de a maradék pontszam csak akkor jar, ha a
hiba miatt a feladat nem lett 1ényegesen konnyebb. A linearis kongruencidnak természetesen szamos
mas, j6 megoldasa is van — példaul a fenti megoldasban szerepls 5-tel valo szorzas helyett akar 6-tal,
akar 7-tel szorozva is célhoz érhetiink.



