Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2014. november 27.

Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirésa;
a leirt 1épések egy maximélis pontszamot éré megoldéas vazlatanak tekinthetdk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodd gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldés egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak mérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az utmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérd jo megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Potolhatok-e az alabbi A és B matrixok hidnyz6 elemei ugy, hogy B = A™! teljesiiljon? (Ha igen,
az Osszes megoldast adjuk meg. A O jelek nem feltétlen azonos értékeket jelolnek.)

1 0O =3 1 2 0O
A= -1 3 O B = 3 OO
O —4 0O O 0 O
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Jelolje C' az A - B szorzatmatrixot és a; ;, b; ;, illetve ¢; ; a megfelel6 matrix i-edik sordnak és j-edik
oszlopanak keresztez6désében allo elemet.
Mivel B = A~ miatt A-B = E, ezért co0=1.1gy (—1)-2+43-bya+as3-0 =1 adodik a matrixszorzas

definiciojabol, amibdl by o = 1. (1 pont)
Hasonloan adédnak (az eleve adott és kozben kiszamolt elemek felhasznalasaval) az a1 2 = —2, agy = 2,
bsg = —2, as3 =4 és ag3 = —b értékek (sorbanacio =0, c30=0,¢11 =1, co1 =0és 31 = 0 elemek
felhasznalasaval). (3 pont)

Ezzel méar a teljes A ismert, igy B megkaphato A~! kiszamitasaval. De mivel B-b6l is ismert mar az
els6 két oszlop, a hianyzé harmadikat (jelolje ezt z) egyszertibben megkaphatjuk csak az A -z = e,
linearis egyenletrendszer megoldasaval (ahol e; az egységmatrix harmadik oszlopat jeloli). (2 pont)
A fenti egyenletrendszert Gauss-eliminacioval megoldva:

1 -2 =310 1 -2 =310 1 -2 0| 3 1 00| 1
-1 3 40 ~{0 1 1(0)~1O0 1T0/-1]~1010|-1 (3 pont)
2 —4 5|1 0 0 11 0 01| 1 001 1
1 -2 -3 12 1
Igy tehat végiilis A= | -1 3 4 | ésB= 3 1 —1 | az egyetlen helyes megoldés.(1 pont)
2 —4 -5 -2 0 1

A megoldas menetét érdemben nem befolydsold szamolési hibak darabonként 1 pont levonast jelen-
tenek. (Természetesen nem hiba, csak folosleges a megoldds mésodik felében az A~' kiszamitasara
vonatkoz6 teljes Gauss-eliminaciot elvégezni.)

2. A 6 x 6-08 A matrixra r(A) = 4. Mutassuk meg, hogy léteznek olyan B és C' maéatrixok, amelyekre
1(B)=r(C)=2é6 A=B+C.



* ko ok ok Xk

Jelolje A oszlopait ay,a,,...,as. Mivel r(A) = 4, ezek koziil kivalaszthato 4 linearisan fiiggetlen;
legyenek ezek példaul a,. .., a, (az oszlopok szamozasa a megoldast nem befolyasolja). (2 pont)
Mivel a4, ..., a4, a; linearisan Osszefliggs (hiszen r(A) = 4), ezért az ,ajonnan érkezs vektor lemmaja”
szerint as € (ay,...,a,), vagyis létezik az a5 = aja, + ... + aua, linearis kombinécié. Hasonlé okokbol
létezik az a5 = Braq + ... + faa, lineéris kombinacio6 is. (2 pont)

Elkészitjik a kivant B és C matrixokat: B oszlopai legyenek sorban a,, a,, 0, 0, ana; + asa, és
pra; + Paay; hasonloan, C' oszlopai legyenek sorban 0, 0, as, a4, asas + auay és Bsas + faay. (2 pont)
Azonnal latszik, hogy A = B + C igaz (hiszen B és C' azonos sorszamu oszlopainak 0sszege mindig A
megfelels oszlopat adja). (1 pont)
Megmutatjuk, hogy r(B) = 2; az r(C') = 2 allitas indokléasa ezzel analog. B oszlopai koziil kivalaszthato
2 linearisan fliggetlen: a, és a,. Mivel B minden oszlopa benne van az (a,, a,) generélt altérben (vagyis
kifejezhetd a, és a, linearis kombinaciojaként) és az FG-egyenl6tlenség szerint (a,, a,)-ben nem létezhet
3 linearisan fiiggetlen vektor, ezért B oszlopai koziil sem valaszthato6 3 linearisan fiiggetlen. Igy r(B) = 2
(és r(C) = 2) valoban igaz, amivel az allitast belattuk. (3 pont)
3. Legyen f : R?® — R linearis leképezés, B = {b;, by, . . ., by} bazis R?-ban és v € RV v #£ 0 rogzi-
tett vektor. Adjuk meg dim Ker f értékét, ha tudjuk, hogy f a by,b,, ..., by, vektorok mindegyikéhez
v-t rendeli.

Allitjuk, hogy Im f = (v).
Mivel v € Im f (hiszen v = f(b;)) és Im f altér, ezért A\ - v € Im f valoban igaz minden A-ra (de

indokolhatjuk ezt azzal is, hogy f(Ab;) = A\v). (1 pont)
Legyen most w € Im f tetszéleges, vagyis w = f(x) valamilyen z € R* vektorra. Mivel by, ..., by
bazis R¥-ban, ezért z kifejezhets beléliik linearis kombinacioval: = B1b; + ... + Bagbyy. (2 pont)

Felhasznélva az f linearis leképezés tanult tulajdonsagait:

w= f(z) = f(Biby + ...+ Baobyg) = [(B1by) + ... + f(B20byy) =
= Bif(by) + ... 4 Baof(by) = Biv+ ... 4 PBav = (1 + ... + Bao)v.

gy w € (v), amivel Im f = (v)-t belattuk. (3 pont)

Vagyis v 1 elemii bazis Im f-ben (hiszen v # 0 miatt linearisan fiiggetlen is), igy dim Im f=1.(2 pont)
Ezért a dimenziotétel szerint dim Ker f =20 — 1 = 19. (2 pont)

4. Az f : R® — R3 linearis transzformaciora és az R3-beli B = {b; = (1;0;0), by = (2;1;0),
by = (2;2;1)} béazisra teljesiil, hogy f(b;) = by, f(by) = by és f(by) = b;. Adjuk meg az [f]p és az
[f] matrixokat.
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A tanultak szerint az [f]p els6 oszlopa [f(b;)]s. Mivel f(by) =0-by +1-by+ 0 by, ezért az [f|p els6

0 001
oszlopa: [ 1 |. Hasonloan adodik [f]p masik két oszlopa is: [flg=| 1 0 0 |]. (3 pont)
0 010
Ebbél [f]-et a tanult [f]p = B~ [f] - B Osszefiiggés segitségével hatarozzuk meg. Ezt balrol B-vel,
jobbrol B~1-zel szorozva: B - [f]p - B~ = [f]. (2 pont)
12 2
Itt B a megadott bazis méatrix megfelelsje: B = [ 0 1 2 |. Ebb6l B~!-et Gauss-eliminacioval sza-
001
122100 1201 0 -2 100|1 =2 2
mitjuk: 012010} ~1010{01 -2 |~1010|0 1 =2 (2 pont)
001001 00100 1 0010 0 1
12 2 001 1 -2 2 2 =2 1
Mindebbél [f] =B[flsB =012 |- [100]-{0 1 -=2]=[1 0 —2].3pont)
001 010 0 0 1 0 1 =2



5. Sajatértéke-e a 3 az alabbi A matrixnak? Ha igen, adjuk meg az A egy 3-hoz tartozo sajatvektorat.

O =~ W
= Ot DN

4
A=1 2
1
x %k

* X

Definici6 szerint a 3 akkor sajatérték, ha az A-x = 3 - x egyenletnek van egy x # 0 megoldasa. Més
szoval: a 4x1+3x9+2x3 = 3x1, 201 +4x9+ 513 = 319, 1+ 82 +4x3 = 3x3 linearis egyenletrendszernek

van nem csupa nulla megoldéasa. (3 pont)

Atrendezés utén: x; + 329 + 213 = 0, 221 + 29 + 523 = 0, 21 + 81y + 23 = 0 (ez az (A — 3E)z = 0

linearis egyenletrendszer). (1 pont)

1320 13 2[0 13 2|0 10 1550
Gauss-eliminéacioval: [ 2 1 5|0 | ~ |1 0 =5 1|0 | ~ | 01 =150 | ~ 01 —1/s50 (2 pont)
18 1(0 0 5 —-1{0 00 00

Igy az egyenletrendszer megoldasai: x5 = o € R, 21 = —%a, Ty = %a. (1 pont)

Példaul az o = —5 valasztéassal az xp = 13, 29 = —1, 23 = —5 értékeket kapjuk. Igy a 3 sajatérték és
13

azx = | —1 | egy 3-hoz tartozo sajatvektor. (3 pont)
-5

A megoldast lehet azzal is kezdeni, hogy kiszamitjuk det(A — 3E) értékét és miutéan ez 0, a tanult
tétel szerint megallapithatjuk, hogy a 3 sajatérték. De mivel ezutan a sajatvektor meghatarozasahoz
tgyis a fenti megoldéasban irtak vezetnek, erre kiilon nincs sziikség. Ha egy megoldo a det(A —3E) =0
kiszamitasaval csak azt allapitja meg, hogy a 3 sajatérték, de hozza tartozod sajatvektort nem talal,
az ezért 3 pontot kaphat; ehhez azonban a sajatvektor keresésére vonatkozo hasznos probalkozasokbol
legfoljebb 2 tovabbi pont adhato részpontszamként. Ha egy megold6 a det(A — 3F) kiszamitéasakor
szamolasi hiba miatt 0-t6l kiilonb6z6 eredményt kap és ezért (ebbdl helyesen) azt allapitja meg, hogy
a 3 nem sajatérték, az mindezért osszesen legfoljebb 3 pontot kaphat — de ezt is csak abban az esetben,
ha a determinans szamitasa kozben vétett hiba jelentéktelen, nem elvi jellegt.

6. Az n pozitiv egész szamra 43n — 1 utolso két szamjegye megegyezik 2n + 2 utolsé két szamjegyével.
Mi ez a két szamjegy?
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A feladat szovege szerint 43n — 1 = 2n + 2 (mod 100). Atrendezve a 41n = 3 (mod 100) lineéris
kongruenciat kapjuk. (1 pont)
3-mal szorozva: 123n =9 (mod 100), vagyis 23n =9 (mod 100). (1 pont)
4-gyel szorozva: 92n = 36 (mod 100), vagyis —8n =36 (mod 100). (1 pont)
(—4)-gyel osztva: 2n = —9  (mod 25), ahol a modulust (4, 100) = 4 miatt osztottuk 4-gyel. (1 pont)
Ebbél 2n =16 (mod 25), amit 2-vel osztva: n =8 (mod 25), ahol (25,2) = 1 miatt a modulus most
nem valtozott. (1 pont)
Ebb6l n =8 (mod100), n =33 (mod100), n =58 (mod100) vagy n =83 (mod100). (1 pont)
Ellendrzéssel kideriil, hogy a fentiek koziil csak az n = 83 (mod 100) a helyes, a tobbi hamis gyok.
(Ezek a 4-gyel szorzas miatt jottek be, ami (100,4) > 1 miatt nem ekvivalens 1épés.) Igy a megoldas:
n =83 (mod 100). (3 pont)
Ebbél 2n + 2 =168 = 68 (mod 100) vagyis a keresett két utolsé szamjegy: 68. (1 pont)
A hamis gyokok kisziirésekor felhasznalhatjuk, hogy (41,100) = 1 miatt a tanult tétel szerint egyetlen
megoldas van modulo 100; igy ha n = 83 (mod 100) megoldas, akkor a tobbi harom nem az. De a
linearis kongruencia nagyon sokféleképp megoldhaté jol (akar hamis gyokot behozo lépés nélkiil is).
Aki a fenti megoldast, vagy més, hamis gyokot behozoé megoldast ad, de nem foglalkozik a hamis gyok
kisztirésével, az értelemszertien 3 pontot veszitsen. Ha valaki csak azt ellendrzi, hogy (41,100)|3, igy
a linearis kongruencianak van megoldasa, de azt kiszamolni nem tudja, az (az atrendezéssel egytitt)
Osszesen 3 pontot kapjon. Szamolési hibakért 1-1 pont vonandé le, de a maradék pontszam csak akkor
jar, ha a hiba miatt a feladat nem lett lényegesen konnyebb.



