Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2012. november 22.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az titmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a
leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsol6do gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepl ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazésa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Az tatmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérd jo megoldas termé-
szetesen maximaélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Dontsiik el, hogy igazak-e az alabbi allitdsok minden olyan n x n-es A matrixra, amelynek van inverze!
a) Ha A els6 oszlopanak minden eleme azonos, akkor A~'-ben az els6t kivéve minden sorban az
elemek 6sszege 0.
b) Ha A-ban az els6t kivéve minden sorban az elemek dsszege 0, akkor A~! els6 oszlopanak minden
eleme azonos.
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a) Legyen A els6 oszlopanak minden eleme o és jelolje az A~! métrix i-edik soranak és j-edik
oszlopanak keresztezédésében allo elemet ¢; ;. Ekkor a # 0, kiilonben det A = 0 volna és igy A-nak nem

volna inverze. (1 pont)
Mivel A=t - A = E és az E els6 oszlopanak minden eleme a legfelsst kivéve 0, ezért a méatrixszorzas
definicidja szerint ¢;1 - o+ ¢jo-a+ ...+ ¢ - @ = 0 igaz minden 2 < ¢ < n esetén. (2 pont)
Ebbél a-val valo osztas utéan éppen azt kapjuk, hogy A~1-nek az i-edik soraban (7 > 2 esetén) az elemek
osszege 0. Vagyis az allitas igaz. (1 pont)

b) Jelolje most z az A~ elsé oszlopat. Ekkor A+ A™! = E miatt Az az egységmatrix elss oszlopéval
egyenls — jeldlje ezt e;. (1 pont)

Jelblje az A els6 sordban allo elemek 6sszegét 5. Ekkor # # 0, kiilonben az A minden sordban az elemek
osszege 0 volna, més szoval A oszlopainak az 6sszege 0 volna, vagyis A oszlopai linearisan sszefiiggk
volnanak. Igy (a tanultak miatt) det A = 0 volna és igy A-nak nem volna inverze. (1 pont)
Legyen y az az oszlopvektor, amelynek minden eleme /3. Ekkor az A -y oszlopvektor i-edik eleme (a
métrixszorzas definicidja szerint) az A matrix i-edik soraban allo elemek Gsszegének 1/p-szorosa. Vagyis
A-y=e. (2 pont)
Ezek szerint az A -z = e, lineéris egyenletrendszernek megoldésa z = y és z = z is. Mivel azonban
det A # 0, ezért (a tanultak szerint) az A-z = e, linearis egyenletrendszer megoldasa egyértelmt, vagyis
z =y. Igy z minden eleme azonos (épp 1/s), ez az 4llitas is igaz. (2 pont)



2. Megvalaszthato-e a p paraméter értéke gy, hogy az alabbi matrix rangja 3 legyen? Ha igen, hogyan?

3 8 6 9 4 11

O 5 7 2 1 10
0O 0 0 p p »p
0O 0 0 0 0 »p
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Elsszor tegytik fel, hogy p # 0. Ekkor a harmadik és negyedik sort p-vel, az elsd sort 3-mal, a mésodikat
5-tel osztva lépesds alakt méatrixot kapunk, amelyben 4 vezéregyes van. (2 pont)
Igy ilyenkor a matrix rangja 4 (mert a Gauss-eliminaciot a redukalt 1épcsés alakig folytatva a vezér-
egyesek szdma mar nem valtozna meg). (2 pont)
Tegyiik most fel, hogy p = 0. Ekkor a harmadik és negyedik sor csupa 0, elhagyasuk a rangot nem
valtoztatja. (2 pont)
A maradék (és igy az eredeti) matrix rangja 2, mert az els§ sort ismét 3-mal, a méasodikat 5-tel osztva
két vezéregyessel bir6 1épcesés alakot kapunk (és ez a redukalt 1épcesés alakban is igy maradna).(2 pont)
Kovetkezésképp a matrix rangja p semmilyen értékére sem lesz 3. (2 pont)

3. Az A : R? — R3 linedris leképezés az (1;2) vektorhoz a (0;3; —3) vektort, a (2;1)-hez a (3;3;0)-t
rendeli. Igaz-e az (1;2;3) € Im A allitas?
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Annak megéallapitasdhoz, hogy A mit rendel egy tetszdleges (z,y) € R? vektorhoz, felirjuk (x,y)-t (1;2)
¢s (2; 1) lineéaris kombinéciojaként. Az (x,y) = a-(1;2)+ 5+ (2;1) egyenletbdl x = a+20 és y = 2a+
adodik, amibdl (révid szamolas utan) o = 23/%88 p= MT*?’ jon ki. (2 pont)
2y —x 2v —y 2y —x 2v —y

A((z,y)) ZA( 5 (132)+ = -(2;1)) =g AlL2) + == A2 ) =

2y—u T —y
3 3

Igy (1;2;3) € Im A akkor igaz, ha van olyan (x,y) € R?, amelyre (22 —y; x+y; x—2y) = (1;2;3).(1 pont)
Azonban 2x —y =1 és x + y = 2 felhasznalasaval x = 1 és y = 1 adodik, de ezekre x — 2y = 3 nem
teljesiil. Igy az allitas hamis. (4 pont)
Megjegyezziik, hogy a feladat megoldasahoz nincs feltétlen sziikség A altalanos ,képletének” felirasara.
Lehet ugy is érvelni, hogy mivel (1;2) és (2; 1) bazist alkotnak a sikban, ezért minden v sikvektor felirhato
v=a-(1;2)+ 3 (2;1) alakban. Ebb6l (hasonléan a fentiekhez) A(v) = a - A((1;2)) + 8- A((2;1))
adodik. Vagyis Im A = ((0;3;—-3),(3;3;0)), igy a feladat csak annak eldontése, hogy (1;2;3) ebben a
generalt altérben van-e.

2
-(0;3;-3) +

(3:3;0) = 2z —ysx + g — 2y). (3 pont)

4. Legyen A : R?* — R? az a linedris transzformacio, amely egy tetszéleges (x;y; z) € R? vektorhoz az
(x +y;x + 2z ¢ + 2y + 22) vektort rendeli.
a) Igaz-e, hogy az (1;2;5) vektor sajatvektora A-nak?
b) Van-e A-nak pozitiv sajatértéke?
(A feladat megoldasdhoz nem sziikséges megmutatni azt, hogy A valoban linearis transzforméacio.)
X ok k% %

a) A feladatbeli képletbél A((1:2:5)) = (3:6;15) adodik. Vagyis A((1:2:5)) =3 - (1:2:5). (2 pont
) p ) ) ) ) gy ) ) ) ) p

Ez definicio szerint épp azt jelenti, hogy (1;2;5) sajatvektora A-nak. (3 pont)

b) A fentiekbdl az is kideriil, hogy A = 3 sajatértéke A-nak: valoban, van olyan v # 0 vektor, amelyre
A(v) =3 - v (nevezetesen v = (1;2;5)). (4 pont)
Igy A-nak van pozitiv sajatértéke. (1 pont)

Megjegyezziik, hogy tovabbi (és a feladat megoldasanak szempontjabol sziikségtelen) munkaval megke-
reshetd A Gsszes sajatértéke (példaul ugy, hogy A egy tetszéleges bazisban felirt matrixanak sajatértékeit
keressitk meg). Ebbdl kideriil, hogy A-nak a 3-on kiviil 1 és —1 is sajatértéke.



5. Adjuk meg algebrai alakban az alabbi egyenleteknek az Osszes olyan komplex megoldasat, amelynek
a valos része és a képzetes része is pozitiv!

a) (T—i)-z=19+ 33i b) v/2 - 25 = —100000 — 100000i
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1 331
a) (7 —1)-vel osztva: z = y = (1 pont)
—1

(19 4 330)(7 + 1)

= = 1 pont
(7 —)(7 +1) (1 pont)

100 + 2502
= % = 2+ 5i. A kapott megoldasnak pedig a valos és képzetes része (2 és 5) is pozitiv.(2 pont)

b) —100000 — 100000i = 10°(—1 — i) = 10° - v/2 - (cos 225° 4+ 4 sin 225°). (1 pont)
Ebbél 25 = 105 (cos 225° + i sin 225°). (1 pont)
z tehat /105 (cos 225° + i sin 225°) valamelyik értéke lehet csak. (1 pont)
Alkalmazva a tanult képletet: z = 10 (cos (45° + k - 72°) +isin (45° + k - 72°)) valamely 0 < k < 4
értékre. (1 pont)
Ha a valos rész és a képzetes rész pozitiv, akkor a szog 0° és 90° kozott van. Ez csak a k = 0 esetben, a
45°-ra teljesiil. (1 pont)
Igy az egyetlen megoldas: z = 10 (cos 45° + isin 45°) = 5v/2 + 5v/2i. (1 pont)

6. Hanyféleképp lehet elhelyezni a sakktablan 3 vildgos és 4 sotét gyalogot?

(A sakktabla 8 x 8-as. Egy mezdre természetesen nem lehet egynél to6bb babut tenni; ettdl eltekintve
a babuk elhelyezésénél a sakk szabélyaira nem kell tekintettel lenni. Két esetet akkor tekintiink kii-
lonb6z6nek, ha vagy van olyan mezd, amin az egyik esetben nem all babu, a masikban igen, vagy van
olyan mezd, amin nem azonos szind babuk allnak a két esetben. A végeredmény szamszerd értékét meg-
adni nem kell; azonban a megoldasbol ki kell deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan
szamologéppel, ami csak a négy alapmiiveletet ismeri!)
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Elgszor valasszuk ki a 64 mez6 koziil azt a harmat, ahova vilagos gyalogok keriilnek. A lehet&ségek

szama (az ismétlés nélkiili kombinacional tanultak szerint) ( 5 | = (1 pont)
64 - 63 - 62
— 2
1-2-3 (2 pont)
Most a maradék 61 mez6 koziil kell kivalasztani azt a 4-et, ahova sotét gyalogok keriilnek. A lehet&ségek
61
szama itt ( 4 ) = (2 pont)
61-60-59 - 58
= . 2 t
1-2-3-4 (2 pout)

6;11) féleképp folytathatd a mésodiknak mondott

64 61\ 64-63-62-61-60-59-58
3) ' (4) - 1.2:3.1-2-3-4
Megjegyezziik, hogy ha a megoldas soran elGszor a sotét, utdna a vilagos gyalogok helyét véalasztjuk meg,
akkor az eredményt (6;14) . (6??) alakban kapjuk meg (azonos gondolatmenettel); ez azonban szamértékét
tekintve azonos a fentivel. Egy harmadik megoldasi lehetGség volna, ha elGszor azt a 7 mez6t valasztjuk
ki, ahova gyalogok kertilnek, majd a valasztott 7 mezd koziil (példaul) azt a 3-at, ahova a vilagosak.
Ekkor (674) . (;) alakban jon ki ismét csak ugyanaz az eredmény.

Mivel az el&szor mondott (6;) lehetGség mindegyike (

valasztéassal, ezért az Osszes lehetségek szama ( (3 pont)



