Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2025. oktober 31.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutatod célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az utmutatonak nem
célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éro
megoldés vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy 4ttekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szereplo ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatdskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, gondolatért, amely egy megoldasban érdemi szerephez juthat
és amelybol a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna
kaphat6. Ha egy megoldé egy feladatra tobb, egymastél 1ényegesen kiillonb6z6 megoldast is elkezd, akkor
legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy
helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré megoldéskezdeményt értékeljiitk. Ha azonban tobb
megoldasi kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazé is, tovabba a dolgozatbdl nem dertl ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az atmutatoban szerepl6 részpontszamok szitkség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Adjuk meg az Osszes olyan n szamot 1-t6l 2025-ig, amire teljesiil, hogy ha n-hez 38-at adunk, akkor
42-vel oszthatd szamot kapunk, ha viszont n-hez 42-t adunk, akkor 38-cal oszthato szamot kapunk.
X k% ok x %

A feladatbeli 42 | n + 38 és 38 | n + 42 feltételek n = —38 =4 (mod42) és n = —42 = —4  (mod 38)

alakban irhatok. (1 pont)
A kapott kongruenciarendszert a tanult médszerrel oldjuk meg. Az elsé kongruenciabdl n = 42k + 4 vala-
milyen k egészre. Ezt a masodikba helyettesitve: 42k +4 = —4  (mod 38). (1 pont)

Atrendezés utén és 42 =4 (mod 38) miatt a 4k = —8 (mod 38) linedris kongruenciat kapjuk. (1 pont)
Mivel (4, 38) = 2 és 2 | —8, ezért a tanult tételt szerint a linedris kongruencia megoldhato (és két megoldésa

van modulo 38). (1 pont)
A kongruencia mindkét oldalat 4-gyel osztva: k = —2 (mod 19), ahol a modulust (2,38) = 2 miatt osz-
tottuk 2-vel. (2 pont)
Mivel az elvégzett 1épéseink (atrendezés és osztds) ekvivalensek voltak, ezért ezzel valoban a lineéris kong-
ruencia megoldashalmazat kaptuk meg. (0 pont)
Ebbdl tehat k = 19¢ — 2 valamely ¢ egészre. Ezt visszahelyettesitve:

n =42k + 4 = 42(19¢ — 2) + 4 = 798¢ — 80. (2 pont)
Mivel ez az £ = 1,2 értékre esik 1 és 2025 kozé, ezért n = 718 és n = 1516 a feladat feltételeinek megfeleld
egész szamok. (2 pont)

A megoldas kozben el6allt linearis kongruencia természetesen mashogyan, igy példaul az Euklideszi algorit-
mussal is megoldhaté. A tanult eljaras (4, 38) = 2 miatt az els6 fazisban 2-vel osztja a lineédris kongruenciét,
majd a kapott 2k = —4 (mod 19) linearis kongruenciaval inditja a mésodik fazist. Ebben pedig sorra a
19k =0 (mod19),2k=—4 (mod19), majd rogtén a k =36 =17 (mod 19) kongruencidk keletkeznek.
Ha egy megoldé az elsé fazis elhagyédsdval probalja alkalmazni az algoritmust (és igy a 2k = 36 (mod 38)
alakra jut, amit végil 2-vel oszt), az — tovabbi, a kapott eredmény helyességére vonatkozd, meggy6z6 in-
doklas hijan — elvesziti a tétel alkalmazasaért és a linearis kongruencia megoldasaért jaré 142 pontot. (Igaz
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ez abban az esetben is, ha a tétel alkalmazasa egyébként szerepel a megoldésban, mert ez az algoritmus
helyes futtatasa esetén nem jutna szerephez.)

Megjegyzés. A feladat megoldhaté elemi, altalanos iskolas eszkozokkel is: konnyli végiggondolni, hogy n-re
pontosan akkor teljestilnek a feladat feltételei, ha n + 38 4+ 42 = n + 80 oszthatd 38-cal és 42-vel is; més
szoval, ha n + 80 oszthatd 38 és 42 legkisebb kozos tobbszorosével, 798-cal. Természetesen egy ezen a
megkozelitésen alapulé megoldas is maximalis pontszamot ér.

2. Milyen maradékot ad 140-nel osztva 19'? . 15927
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Elsd megoldas. A 159 = 19 (mod 140) kongruenciat 29-edikre emelve: 159?? = 19%  (mod 140).(2 pont)
Ebbél 191 - 159% = 191 . 19?9  (mod 140) (a kongruencidkkal végezheté miiveletekrdl tanultak sze-
rint). (1 pont
Igy a feladat 19" - 192 = 19%8 140-es maradékdnak a meghatarozésa. (
©(140) = (22 -5-7) = (22 — 21) (5! — 5%)(7! — 7°) = 48 a tanult tétel szerint. (
(19,140) = 1 (mert 19 prim és nem osztéja 140-nek), igy alkalmazhat6 az Euler-Fermat tétel: (2 pont
1990140) — 194 =1 (mod 140). (
fgy a feladat kérdésére a valasz: 19 - 1592° maradéka 140-nel osztva 1. (
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Masodik megoldas. A ismételt négyzetre emelések médszerével kiszamitjuk kiilon-kiilon 1919, illetve
159%° maradékat 140-nel osztva. (1 pont)
Ehhez el8szor meghatdrozzuk a 191,192, 19% 1981916 hatvanyok 140-es maradékéat (mindig az el6z6 négy-
zetre emelésével és a kapott eredmény 140-es maradékat véve). FEzek sorra: 19, 81, 121, 81, 121. (1 pont)
Mivel 19 =1+ 2 + 16, (1 pont)
ezért kiszamitjuk el8szor a 193 = 19' - 192 majd a 19 = 193 - 196 hatvanyok 140-es maradékait (a ko-
rabban kiszamolt megfelel6 maradékokkal valo szorzassal és a kapott eredmények 140-es maradékat véve).

Ezek sorra: 139 és 19. (1 pont)
A fentihez hasonléan a 159!, 1592, 1594, 1598, 15916 hatvanyok 140-es maradékai szintén 19, 81, 121, 81 és
121. (1 pont)
Mivel 29 =1+ 4 + 8 + 16, (1 pont)
ezért a 159° = 159' - 159%, majd a 15913 = 159° - 1598, végiil a 159% = 159'3 . 15916 hatvanyok 140-es
maradékai kovetkeznek: 59, 19 és 59. (2 pont)
Mindezekbdl 1919 - 15929 = 19 - 59 = 1121 = 1 (mod 140) (a kongruencidkkal végezhetd miiveletekrdl
tanultak szerint). (1 pont)
Igy a feladat kérdésére a vélasz: 1919 - 159%° maradéka 140-nel osztva 1. (1 pont)

A szamolasi hibak darabonként 1 pont levonast jelentenek. Egy teljes értékii megoldashoz nem sziikséges
a fenti részletességgel leirni az elvégzett miiveletek mogotti szandékot, elegendo a helyes szamitasok koz-
lése. A fenti pontozas szerinti elsé 1 pont annak jar, aki felismeri, hogy a feladat az ismételt négyzetre
emelések mddszerével megoldhaté (és ezt legalabb azzal jelzi, hogy az algoritmus alkalmazasat megkezdi).
Mivel azonban a feladat nem kéri a tanult algoritmus alkalmazaséat, ezért barmilyen, helyes eredményre
vezetO és elvileg helyes szamolds maximalis pontszamot ér — akkor is, ha az foloslegesen komplikalt vagy
nem felel meg az algoritmus pontos alkalmazasanak. Ha azonban egy megoldds nem (pontosan) kéveti az
algoritmust, akkor a szamitdsok helyessége és az azokbdl levont kovetkeztetések indoklésra szorulnak. Igy
ha egy megold6 pusztan egy, az algoritmus pontos alkalmazasanak nem megfeleld szamitast magyarazat
nélkiil kozol, az nem érhet maximalis pontszamot; az ilyen megoldasokra az algoritmus alkalmazasaért jard
Osszesen 8 pontbol legfoljebb 5 pont adhato.



3.AC:xw— 2# (modb55) kodold fiiggvénnyel a 0,1, ..., 54 ,iizeneteket” lehet kédolni. A C' fiiggvényt
egy To Uzenetre alkalmazva a C(zg) = 2 eredményt kaptuk. Hatarozzuk meg a C-hez tartozé D dekédold
figgvényt és adjuk meg x( értékét.
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©(55) = p(5-11) = (5 —1)(11 — 1) = 40 a tanult tétel szerint. (1 pont)
Igy az RSA algoritmusrél tanultak szerint a D : y — y? (mod 55) fiiggvény j6 dekddoléfiiggvény lesz, ha
d megoldasa a 23d =1 (mod40) linearis kongruencianak. (1 pont)

(23,40) = 1 | 1 miatt a tanult tétel szerint a linedris kongruencia megoldhaté és egy megoldasa van modulo
40. (Ezt ellenérzés nélkiil is tudhatjuk, kilénben a C' kddolofiiggvény hibasan generdlt volna.) (1 pont)
A kongruencia mindkét oldalat 2-vel szorozva: 46d =2 (mod 40), vagyis 6d =2 (mod 40). (1 pont)
(Ez az atalakitds nem volt ekvivalens 1épés, mert (40,2) = 2 és igy a 46d = 2 (mod 40) kongruenciat

2-vel osztva nem az eredeti alakot kapnank vissza.) (0 pont)
Ez 2=42 (mod40) miatt 6d =42 (mod40) alakban is irhat6. Ezt 6-tal osztva: d =7 (mod 20), ahol
a modulust (6,40) = 2 miatt osztottuk 2-vel. (1 pont)
Ebbdl tehdt d =7  (mod 40) vagy d =27 (mod 40). (1 pont)

Ezek kozill d = 7 (mod 40) megolddsa a linearis kongruencianak, mert 23 -7 = 161 = 1 (mod 40). Igy
d =27 (mod40) hamis gyok (ami a nem ekvivalens 1épés miatt keletkezett), hiszen a fentiek szerint a
linearis kongruencidnak egyetlen megoldasa van modulo 40. (1 pont)
Mindezek alapjdn a C-hez tartozé dekodolofiiggvény: D :y — 37 (mod 55). (1 pont)
Ezt y = 2-re alkalmazva: D(2) =27 = 128 (mod 55) = 18. Igy a feladatbeli z( értéke: x5 = 18. (2 pont)
A megoldhatdsagra és a megoldasok szamara vonatkozo tétel alkalmazasa kivalthaté a d = 27 (mod 40)
megoldas ellendrzésével is (vagy akar arra valé hivatkozassal is, hogy elég a linearis kongruencia egy helyes
megoldasat is megadnunk a dekédoléfiiggvényhez). A megoldas kozben eléallt linedris kongruencia termé-
szetesen mas tanult moédszerekkel, igy példaul az Euklideszi algoritmussal is megoldhaté; ezzel dolgozva sor-
raad0 =0 (mod40),23d=1 (mod40), 17d=—-1 (mod40),6d=2 (mod40),5d= -5 (mod40),
véglilad =7 (mod40) kongruencidk keletkeznek. Ekkor a linedris kongruencia megoldasaért jar6 5 pont-
bél 1 pontot ér az a tény, hogy a megoldé az algoritmust alkalmazza (amit nem kell feltétlen megneveznie,
elég, ha az alkalmazdsa révén ezt egyértelmiien demonstralja); tovabbi 1 pontot ér annak az ellenérzése,
hogy az eljards a tanultak szerint leosztas nélkil (vagyis az els6 fazis kihagyasaval) alkalmazhat6, mert
(23,40) = 1; végil 3 pontot ér maga a szamolds.

4. A P(17;12;0) pontban 1évé fényforrastél indulé fénysugar épp derékszogben esik be az bz +3y — 5z = 3
egyenletii siktiikorre, majd onnan merdélegesen visszaverddik. Hatdrozzuk meg a beesési pontot és dontsiik
el, hogy a fénysugar az ttja sordn athalad-e a @Q(—3;0;20) ponton. (Feltehetjiik, hogy a fény egyenes
vonalban terjed.)
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Jelolje e a P-n atmeno és a titkkor S sikjara merdleges egyenest. (0 pont)
Mivel e merdleges S-re, ezért S normalvektorai iranyvektorai e-nek. (1 pont)
S egy normalvektora kiolvashat6 az egyenletébdl: (5;3; —5). (1 pont)
A v = (5;3; —5) irdnyvektori, P ponton atmend e egyenes paraméteres egyenlete: x = 17+ 5¢t, y = 12+ 3t,
z = =5t (t € R). (1 pont)
e és S metszéspontjanak meghatarozasahoz a t paraméternek azt az értékét keressiik, aminek megfelel6
pont teljesiti S egyenletét. (1 pont)

Ebbdl az 5(17 + 5t) + 3(12 + 3t) — 5(—5t) = 3 egyenletet kapjuk. Ennek a megoldésa: t = —2. (1 pont)
lgy a keresett beesési pont koordinatéi: x = 17+5-(=2) =7,y =12+3-(—-2) =6 és z = —5- (—2) = 10.

Vagyis a beesési pont: B(7;6;10). (2 pont)
e paraméteres egyenletrendszerébe (t = —4)-et helyettesitve épp a ) pont koordinatait kapjuk, igy @ rajta
van e-n. (1 pont)

Mivel B-t, illetve Q-t a t = —2, illetve ¢ = —4 paraméter értékekre kaptuk, ezért b = p — 2u, illetve
q = p—4v (ahol p, b és ¢ a pontoknak megfelel helyvektorokat jelolik). Ebbél az kovetkezik, hogy a P, B
és () pontok ebben a sorrendben helyezkednek el az e egyenes mentén, igy a () pont P-hez képest a tiikkor
tilsé oldaldn helyezkedik el. Kovetkezésképp a fénysugdr nem halad 4t a ) ponton. (2 pont)
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A feladat megoldasahoz természetesen hasznalhatjuk az e egyenes nem paraméteres egyenletrendszerét

is: ”_T” = y%u = Z. A megoldas utols6 allitdsat indokolhatjuk tgy is, hogy meghatarozzuk a BP =

p—b = (10;6;—10) és az B-Cj = ¢ — b= (—10; —6;10) vektorokat és megfigyeljiik, hogy ezek ellentettjei
egymasnak; ez szintén azt mutatja, hogy P és @) a tiikkor ellentétes oldalain helyezkednek el. A feladat
hianytalan megoldasahoz elvileg nem sziikséges ellendrizni, hogy @) rajta van e-n, mert ha megindokoljuk,
hogy P és Q a tiikor ellentétes oldalain vannak, akkor a fénysugar semmiképp nem haladhat at Q-n. Igy
egy ezt a lépést kihagyd megoldas is érhet maximalis pontszamot. Ha azonban egy megoldd gy probalja
indokolni, hogy P és (@) ellentétes oldalakon vannak, hogy ezeket az S egyenletének atrendezésével kapott
b +3y— 5z —3 kifejezésbe helyettesitve kiillonbozé eléjell szamokat kapunk, az (tovabbi, ennél részletesebb
indoklas hijan) az utols6 3 pontot elvesziti, mert az anyagban nem szerepl6 ismeretre hivatkozik.

5. A V C R* halmaz azokbdl az R*-beli vektorokbdl all, amiknek az elsé hdrom koordinitéja 7

(folulrdl lefelé) szamtani sorozatot alkot és ennek a szadmtani sorozatnak a differencidja a 11
vektor utolsd, negyedik koordinataja. (Igy példaul a jobbra lathat6 vektor V-beli.) Altér-e V 145
R*-ben?
Xk ok x %

Els6 megoldas. Legyenek u,v € V tetszoleges vektorok és A € R tetszoleges skalar. (0 pont)
Mivel u € V éswv € V, ezért u = (a,a + c,a + 2¢,c)t és v = (b,b+ d,b+ 2d,d)T valamilyen a,b,c,d € R
szamokra. (1 pont)
Ekkor u+v = (a+ba+b+c+d,a+b+2c+2d,c+d?T, (1 pont)
igy u+ v € V, mert a szadmtani sorozat elsé tagjat (a + b)-nek, a differencidjat (¢ + d)-nek valasztva épp
ezt a vektort kapjuk. (2 pont)
Au= (Aa,ANa+ c), \a+ 2¢), \e)T, (1 pont)
ami szintén V-ben van, mert a szamtani sorozat elsé tagjat Aa-nak, a differenciajat Ac-nek valasztva épp
ezt a vektort kapjuk. (2 pont)

Mivel a tanult definicié szerint V' akkor és csak akkor altér, ha (nem tires és) barmely két V-beli vektor
Osszege, tovabba barmely V-beli vektor barmely skalarszorosa is V-beli, a fentiek szerint V' altér.(3 pont)
(A vT jelélés a v sorvektorbol oszlopvektort készit, illetve forditva; itt a T a transzpondlds roviditése, ezt a
targyban késobb altalanosabban is definialjuk, itt csak helytakarékossag céljabél hasznéltuk.) Az utolsé 3
pont természetesen csak akkor jar a megoldénak, ha gy teszi a vonatkozd megallapitast, hogy korabban
valéban foglalkozott V-beli vektorok osszegének és skalarszorosanak vizsgalatdval. Bar egy hianytalan
megolddshoz elvileg hozzdtartozik annak indoklésa is, hogy V' # (), ennek hidnydért nem vonunk le pontot;
ha viszont egy megoldé mégis megemliti (és megindokolja) ezt az allitést is, az kaphat érte 1 pontot — de
persze csak akkor, ha ezzel a feladatért jard osszpontszama nem haladja meg a 10-et.
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Masodik megoldas. Ha egy v € V vektor elsé harom koordinataja alkotta szdmtani sorozat els6 tagja

a, a differencidja pedig d, akkor a feladat szévegébdl v = (a,a + d,a + 2d,d)*. (1 pont)
Ezért minden v € V felirhat6 {gy: v =a- (1,1,1,0)7 +d - (0,1,2,1)7. (3 pont)
Més megfogalmazasban: az z = (1,1,1,0) és y = (0,1,2,1)7 jeloléseket bevezetve V = (z,y) (vagyis V
az x, y vektorok generdlt altere). (3 pont)

Mivel a tanult tétel szerint barmely vektorrendszer generalt altere valéban altér, ezért V' is altér.(3 pont)

6*. A vy,v,,...,019 € R¥ vektorokra teljesiil, hogy barhogyan vélasztunk ki koziilitk kettét, a maradék
nyolc vektor altal generalt altér legfoljebb az egyiket tartalmazza a két kivalasztott vektor kozil. (fgy
példaul a (v;,v,,...,vg) generalt altér vy és vy, kozil legfoljebb az egyiket tartalmazhatja.) Mutassuk
meg, hogy ekkor a v;,v,, ..., v,y vektorok koziil kivalaszthaté egy gy, hogy az ennek elhagyasaval kapott,
kilenc vektorbol allé rendszer linedrisan fliiggetlen legyen.
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Els6 megoldas. Ha vy, ...,v;, linedrisan fliggetlen, akkor koziiliik barmelyik vektort elhagyva linearisan
fuggetlen rendszert kapunk, igy a bizonyitandé &llitas igaz. (Valéban, ha a maradék 9 vektor koziil
barmelyik kifejezhetd lenne a tobbibdl linearis kombinécioval, akkor az elhagyott vektort 0 egytitthatoval
a linedris kombinécidhoz fiizve azt kapnank, hogy az eredeti 10 vektor sem linedrisan fiiggetlen.) (1 pont)
Igy a tovabbiakban feltehetjik, hogy vy, ..., v, linedrisan Gsszefiiggd, vagyis valamelyikiik kifejezhetd a
tobbibdl linearis kombinécidval. Mivel a vektorok sorszamozasa érdektelen, feltehetjik, hogy ez wv,y-re
teljesiil: v,y = Q1] + QVy + ... + Qgug. (1 pont)
Allitjuk, hogy ekkor v,y-re teljesill a feladat allitdsa, vagyis vy, ..., v, linedrisan fiiggetlen. (1 pont)
Indirekt tegytik fel, hogy nem igy van. Ekkor valamelyikiik kifejezhet6 a tobbi 8-bdl linearis kombinacioval.
Megint feltehetjiik, hogy példaul vy ilyen: vg = S1v; + Bovg + . . . + Syus. (1 pont)
Ekkor ezt a kifejezést vg helyére helyettesitve a fenti, v,4-et kifejez6 linearis kombinéciéban, majd elvégezve
a beszorzasokat és az Osszevonasokat a kovetkezot kapjuk: vy = (aq + agfr)v; + (g + agfa)uy + ... +

(g + o Bs)vg. (2 pont)
A fentiekbdl tehat azt kaptuk, hogy vy és v, is kifejezhetd a vy, . . ., vg vektorokbdl linedris kombinacioval,
vagyis vg € (vq,...,0g) és vyy € (vy,...,0s). (2 pont)
Ezzel ellentmondasra jutottunk a feladat feltevésével (ami szerint (vy,...,vs) legfdljebb az egyiket
tartalmazhatja vy és v, kozill). Ez az ellentmondas mutatja, hogy az indirekt feltevésiink hamis volt,
amivel tehat a bizonyitandé allitast belattuk. (2 pont)
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Masodik megoldas. Jelolje k azt a legnagyobb szamot, ahany darab vektor kivalaszthatd a vy, ..., v
vektorok koziil gy, hogy ezzel linedrisan fiiggetlen rendszert kapjunk. (1 pont)
Ha most k£ > 9, akkor a bizonyitandé allitast belattuk. Valoban, ez a kK = 9 esetben azonnal adodik, a
k = 10 esetben pedig a fenti, elsé megoldas els6é bekezdésében irtak miatt kovetkezik. (1 pont)
Tegyiik fel ezért indirekt, hogy k < 8. Mivel a vektorok sorszamozasa érdektelen, feltehetjiik, hogy
vq,...,0; linedrisan fliggetlenek. (0 pont)
Ha most & < i < 10 (vagyis v; nem a vy, ...,v; vektorok kozil vald), akkor k megvilasztidsa miatt
Uy, ...,V v; MAr linedrisan Osszefliggd. (2 pont)
Igy az Gjonnan érkezd vektor lemmaja miatt v; € (v, ..., vy). (2 pont)
Ezek szerint a V' = (vy,...,v;) generdlt altér a vy, ...,v;, vektorok mindegyikét tartalmazza. (1 pont)
Mivel feltettiik, hogy k < 8, adédik, hogy vy € V és vy € V. (1 pont)
Ebbdl nyilvan kovetkezik vg € (v, ..., vg) és vy € (v, ..., vg) is (ismét k < 8 miatt). (1 pont)
Ezzel ellentmondasra jutottunk a feladat feltevésével, igy a bizonyitando allitast belattuk. (1 pont)



