
Bevezetés a számításelméletbe I.
Zárthelyi feladatok — pontozási útmutató

2025. október 31.

Általános alapelvek.
A pontozási útmutató célja, hogy a javítók a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az útmutatónak nem
célja a feladatok teljes értékű megoldásának részletes leírása; a leírt lépések egy maximális pontszámot érő
megoldás vázlatának tekinthetők.

Az útmutatóban feltüntetett részpontszámok csak akkor járnak a megoldónak, ha a kapcsolódó gon-
dolat egy áttekinthető, világosan leírt és megindokolt megoldás egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Így
például az anyagban szereplő ismeretek, definíciók, tételek puszta leírása azok alkalmazása nélkül nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leírt tény a megoldásban valóban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az útmutatóban feltüntetett pontszám a fentiek figyelembevételével a megoldónak
(részben vagy egészében) jár-e, teljes mértékben a javító hatásköre.

Részpontszám jár minden olyan ötletért, gondolatért, amely egy megoldásban érdemi szerephez juthat
és amelyből a dolgozatban leírt gondolatmenet alkalmas kiegészítésével a feladat hibátlan megoldása volna
kapható. Ha egy megoldó egy feladatra több, egymástól lényegesen különböző megoldást is elkezd, akkor
legfeljebb az egyikre adható pontszám. Ha mindegyik leírt megoldás vagy megoldásrészlet helyes vagy
helyessé kiegészíthető, akkor a legtöbb részpontot érő megoldáskezdeményt értékeljük. Ha azonban több
megoldási kísérlet között van helyes és (lényeges) hibát tartalmazó is, továbbá a dolgozatból nem derül ki,
hogy a megoldó melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot érő megoldáskezdeményt értékeljük
(akkor is, ha ez a pontszám 0).

Az útmutatóban szereplő részpontszámok szükség esetén tovább is oszthatók. Az útmutatóban leírttól
eltérő jó megoldás természetesen maximális pontot ér, de bizonyítás nélkül csak az előadáson szereplő
tételekre és állításokra lehet hivatkozni.

1. Adjuk meg az összes olyan n számot 1-től 2025-ig, amire teljesül, hogy ha n-hez 38-at adunk, akkor
42-vel osztható számot kapunk, ha viszont n-hez 42-t adunk, akkor 38-cal osztható számot kapunk.

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
A feladatbeli 42 | n + 38 és 38 | n + 42 feltételek n ≡ −38 ≡ 4 (mod 42) és n ≡ −42 ≡ −4 (mod 38)
alakban írhatók. (1 pont)
A kapott kongruenciarendszert a tanult módszerrel oldjuk meg. Az első kongruenciából n = 42k + 4 vala-
milyen k egészre. Ezt a másodikba helyettesítve: 42k + 4 ≡ −4 (mod 38). (1 pont)
Átrendezés után és 42 ≡ 4 (mod 38) miatt a 4k ≡ −8 (mod 38) lineáris kongruenciát kapjuk. (1 pont)
Mivel (4, 38) = 2 és 2 | −8, ezért a tanult tételt szerint a lineáris kongruencia megoldható (és két megoldása
van modulo 38). (1 pont)
A kongruencia mindkét oldalát 4-gyel osztva: k ≡ −2 (mod 19), ahol a modulust (2, 38) = 2 miatt osz-
tottuk 2-vel. (2 pont)
Mivel az elvégzett lépéseink (átrendezés és osztás) ekvivalensek voltak, ezért ezzel valóban a lineáris kong-
ruencia megoldáshalmazát kaptuk meg. (0 pont)
Ebből tehát k = 19ℓ − 2 valamely ℓ egészre. Ezt visszahelyettesítve:
n = 42k + 4 = 42(19ℓ − 2) + 4 = 798ℓ − 80. (2 pont)
Mivel ez az ℓ = 1, 2 értékre esik 1 és 2025 közé, ezért n = 718 és n = 1516 a feladat feltételeinek megfelelő
egész számok. (2 pont)
A megoldás közben előállt lineáris kongruencia természetesen máshogyan, így például az Euklideszi algorit-
mussal is megoldható. A tanult eljárás (4, 38) = 2 miatt az első fázisban 2-vel osztja a lineáris kongruenciát,
majd a kapott 2k ≡ −4 (mod 19) lineáris kongruenciával indítja a második fázist. Ebben pedig sorra a
19k ≡ 0 (mod 19), 2k ≡ −4 (mod 19), majd rögtön a k ≡ 36 ≡ 17 (mod 19) kongruenciák keletkeznek.
Ha egy megoldó az első fázis elhagyásával próbálja alkalmazni az algoritmust (és így a 2k ≡ 36 (mod 38)
alakra jut, amit végül 2-vel oszt), az – további, a kapott eredmény helyességére vonatkozó, meggyőző in-
doklás híján – elveszíti a tétel alkalmazásáért és a lineáris kongruencia megoldásáért járó 1+2 pontot. (Igaz
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ez abban az esetben is, ha a tétel alkalmazása egyébként szerepel a megoldásban, mert ez az algoritmus
helyes futtatása esetén nem jutna szerephez.)
Megjegyzés. A feladat megoldható elemi, általános iskolás eszközökkel is: könnyű végiggondolni, hogy n-re
pontosan akkor teljesülnek a feladat feltételei, ha n + 38 + 42 = n + 80 osztható 38-cal és 42-vel is; más
szóval, ha n + 80 osztható 38 és 42 legkisebb közös többszörösével, 798-cal. Természetesen egy ezen a
megközelítésen alapuló megoldás is maximális pontszámot ér.
2. Milyen maradékot ad 140-nel osztva 1919 · 15929?

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Első megoldás. A 159 ≡ 19 (mod 140) kongruenciát 29-edikre emelve: 15929 ≡ 1929 (mod 140).(2 pont)
Ebből 1919 · 15929 ≡ 1919 · 1929 (mod 140) (a kongruenciákkal végezhető műveletekről tanultak sze-
rint). (1 pont)
Így a feladat 1919 · 1929 = 1948 140-es maradékának a meghatározása. (1 pont)
φ(140) = φ(22 · 5 · 7) = (22 − 21)(51 − 50)(71 − 70) = 48 a tanult tétel szerint. (1 pont)
(19, 140) = 1 (mert 19 prím és nem osztója 140-nek), így alkalmazható az Euler-Fermat tétel: (2 pont)
19φ(140) = 1948 ≡ 1 (mod 140). (2 pont)
Így a feladat kérdésére a válasz: 1919 · 15929 maradéka 140-nel osztva 1. (1 pont)

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Második megoldás. A ismételt négyzetre emelések módszerével kiszámítjuk külön-külön 1919, illetve
15929 maradékát 140-nel osztva. (1 pont)
Ehhez először meghatározzuk a 191, 192, 194, 198, 1916 hatványok 140-es maradékát (mindig az előző négy-
zetre emelésével és a kapott eredmény 140-es maradékát véve). Ezek sorra: 19, 81, 121, 81, 121. (1 pont)
Mivel 19 = 1 + 2 + 16, (1 pont)
ezért kiszámítjuk először a 193 = 191 · 192, majd a 1919 = 193 · 1916 hatványok 140-es maradékait (a ko-
rábban kiszámolt megfelelő maradékokkal való szorzással és a kapott eredmények 140-es maradékát véve).
Ezek sorra: 139 és 19. (1 pont)
A fentihez hasonlóan a 1591, 1592, 1594, 1598, 15916 hatványok 140-es maradékai szintén 19, 81, 121, 81 és
121. (1 pont)
Mivel 29 = 1 + 4 + 8 + 16, (1 pont)
ezért a 1595 = 1591 · 1594, majd a 15913 = 1595 · 1598, végül a 15929 = 15913 · 15916 hatványok 140-es
maradékai következnek: 59, 19 és 59. (2 pont)
Mindezekből 1919 · 15929 ≡ 19 · 59 = 1121 ≡ 1 (mod 140) (a kongruenciákkal végezhető műveletekről
tanultak szerint). (1 pont)
Így a feladat kérdésére a válasz: 1919 · 15929 maradéka 140-nel osztva 1. (1 pont)
A számolási hibák darabonként 1 pont levonást jelentenek. Egy teljes értékű megoldáshoz nem szükséges
a fenti részletességgel leírni az elvégzett műveletek mögötti szándékot, elegendő a helyes számítások köz-
lése. A fenti pontozás szerinti első 1 pont annak jár, aki felismeri, hogy a feladat az ismételt négyzetre
emelések módszerével megoldható (és ezt legalább azzal jelzi, hogy az algoritmus alkalmazását megkezdi).
Mivel azonban a feladat nem kéri a tanult algoritmus alkalmazását, ezért bármilyen, helyes eredményre
vezető és elvileg helyes számolás maximális pontszámot ér – akkor is, ha az fölöslegesen komplikált vagy
nem felel meg az algoritmus pontos alkalmazásának. Ha azonban egy megoldás nem (pontosan) követi az
algoritmust, akkor a számítások helyessége és az azokból levont következtetések indoklásra szorulnak. Így
ha egy megoldó pusztán egy, az algoritmus pontos alkalmazásának nem megfelelő számítást magyarázat
nélkül közöl, az nem érhet maximális pontszámot; az ilyen megoldásokra az algoritmus alkalmazásáért járó
összesen 8 pontból legföljebb 5 pont adható.
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3. A C : x 7→ x23 (mod 55) kódoló függvénnyel a 0, 1, . . . , 54 „üzeneteket” lehet kódolni. A C függvényt
egy x0 üzenetre alkalmazva a C(x0) = 2 eredményt kaptuk. Határozzuk meg a C-hez tartozó D dekódoló
függvényt és adjuk meg x0 értékét.

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
φ(55) = φ(5 · 11) = (5 − 1)(11 − 1) = 40 a tanult tétel szerint. (1 pont)
Így az RSA algoritmusról tanultak szerint a D : y 7→ yd (mod 55) függvény jó dekódolófüggvény lesz, ha
d megoldása a 23d ≡ 1 (mod 40) lineáris kongruenciának. (1 pont)
(23, 40) = 1 | 1 miatt a tanult tétel szerint a lineáris kongruencia megoldható és egy megoldása van modulo
40. (Ezt ellenőrzés nélkül is tudhatjuk, különben a C kódolófüggvény hibásan generált volna.) (1 pont)
A kongruencia mindkét oldalát 2-vel szorozva: 46d ≡ 2 (mod 40), vagyis 6d ≡ 2 (mod 40). (1 pont)
(Ez az átalakítás nem volt ekvivalens lépés, mert (40, 2) = 2 és így a 46d ≡ 2 (mod 40) kongruenciát
2-vel osztva nem az eredeti alakot kapnánk vissza.) (0 pont)
Ez 2 ≡ 42 (mod 40) miatt 6d ≡ 42 (mod 40) alakban is írható. Ezt 6-tal osztva: d ≡ 7 (mod 20), ahol
a modulust (6, 40) = 2 miatt osztottuk 2-vel. (1 pont)
Ebből tehát d ≡ 7 (mod 40) vagy d ≡ 27 (mod 40). (1 pont)
Ezek közül d ≡ 7 (mod 40) megoldása a lineáris kongruenciának, mert 23 · 7 = 161 ≡ 1 (mod 40). Így
d ≡ 27 (mod 40) hamis gyök (ami a nem ekvivalens lépés miatt keletkezett), hiszen a fentiek szerint a
lineáris kongruenciának egyetlen megoldása van modulo 40. (1 pont)
Mindezek alapján a C-hez tartozó dekódolófüggvény: D : y 7→ y7 (mod 55). (1 pont)
Ezt y = 2-re alkalmazva: D(2) = 27 = 128 (mod 55) = 18. Így a feladatbeli x0 értéke: x0 = 18. (2 pont)
A megoldhatóságra és a megoldások számára vonatkozó tétel alkalmazása kiváltható a d ≡ 27 (mod 40)
megoldás ellenőrzésével is (vagy akár arra való hivatkozással is, hogy elég a lineáris kongruencia egy helyes
megoldását is megadnunk a dekódolófüggvényhez). A megoldás közben előállt lineáris kongruencia termé-
szetesen más tanult módszerekkel, így például az Euklideszi algoritmussal is megoldható; ezzel dolgozva sor-
ra a 40 ≡ 0 (mod 40), 23d ≡ 1 (mod 40), 17d ≡ −1 (mod 40), 6d ≡ 2 (mod 40), 5d ≡ −5 (mod 40),
végül a d ≡ 7 (mod 40) kongruenciák keletkeznek. Ekkor a lineáris kongruencia megoldásáért járó 5 pont-
ból 1 pontot ér az a tény, hogy a megoldó az algoritmust alkalmazza (amit nem kell feltétlen megneveznie,
elég, ha az alkalmazása révén ezt egyértelműen demonstrálja); további 1 pontot ér annak az ellenőrzése,
hogy az eljárás a tanultak szerint leosztás nélkül (vagyis az első fázis kihagyásával) alkalmazható, mert
(23, 40) = 1; végül 3 pontot ér maga a számolás.
4. A P (17; 12; 0) pontban lévő fényforrástól induló fénysugár épp derékszögben esik be az 5x+3y −5z = 3
egyenletű síktükörre, majd onnan merőlegesen visszaverődik. Határozzuk meg a beesési pontot és döntsük
el, hogy a fénysugár az útja során áthalad-e a Q(−3; 0; 20) ponton. (Feltehetjük, hogy a fény egyenes
vonalban terjed.)

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
Jelölje e a P -n átmenő és a tükör S síkjára merőleges egyenest. (0 pont)
Mivel e merőleges S-re, ezért S normálvektorai irányvektorai e-nek. (1 pont)
S egy normálvektora kiolvasható az egyenletéből: (5; 3; −5). (1 pont)
A v = (5; 3; −5) irányvektorú, P ponton átmenő e egyenes paraméteres egyenlete: x = 17+5t, y = 12+3t,
z = −5t (t ∈ R). (1 pont)
e és S metszéspontjának meghatározásához a t paraméternek azt az értékét keressük, aminek megfelelő
pont teljesíti S egyenletét. (1 pont)
Ebből az 5(17 + 5t) + 3(12 + 3t) − 5(−5t) = 3 egyenletet kapjuk. Ennek a megoldása: t = −2. (1 pont)
Így a keresett beesési pont koordinátái: x = 17 + 5 · (−2) = 7, y = 12 + 3 · (−2) = 6 és z = −5 · (−2) = 10.
Vagyis a beesési pont: B(7; 6; 10). (2 pont)
e paraméteres egyenletrendszerébe (t = −4)-et helyettesítve épp a Q pont koordinátáit kapjuk, így Q rajta
van e-n. (1 pont)
Mivel B-t, illetve Q-t a t = −2, illetve t = −4 paraméter értékekre kaptuk, ezért b = p − 2v, illetve
q = p − 4v (ahol p, b és q a pontoknak megfelelő helyvektorokat jelölik). Ebből az következik, hogy a P , B
és Q pontok ebben a sorrendben helyezkednek el az e egyenes mentén, így a Q pont P -hez képest a tükör
túlsó oldalán helyezkedik el. Következésképp a fénysugár nem halad át a Q ponton. (2 pont)
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A feladat megoldásához természetesen használhatjuk az e egyenes nem paraméteres egyenletrendszerét
is: x−17

5 = y−12
3 = z

−5 . A megoldás utolsó állítását indokolhatjuk úgy is, hogy meghatározzuk a −−→
BP =

p − b = (10; 6; −10) és az −−→
BQ = q − b = (−10; −6; 10) vektorokat és megfigyeljük, hogy ezek ellentettjei

egymásnak; ez szintén azt mutatja, hogy P és Q a tükör ellentétes oldalain helyezkednek el. A feladat
hiánytalan megoldásához elvileg nem szükséges ellenőrizni, hogy Q rajta van e-n, mert ha megindokoljuk,
hogy P és Q a tükör ellentétes oldalain vannak, akkor a fénysugár semmiképp nem haladhat át Q-n. Így
egy ezt a lépést kihagyó megoldás is érhet maximális pontszámot. Ha azonban egy megoldó úgy próbálja
indokolni, hogy P és Q ellentétes oldalakon vannak, hogy ezeket az S egyenletének átrendezésével kapott
5x+3y−5z−3 kifejezésbe helyettesítve különböző előjelű számokat kapunk, az (további, ennél részletesebb
indoklás híján) az utolsó 3 pontot elveszíti, mert az anyagban nem szereplő ismeretre hivatkozik.
5. A V ⊆ R4 halmaz azokból az R4-beli vektorokból áll, amiknek az első három koordinátája
(fölülről lefelé) számtani sorozatot alkot és ennek a számtani sorozatnak a differenciája a
vektor utolsó, negyedik koordinátája. (Így például a jobbra látható vektor V -beli.) Altér-e V
R4-ben?


7
11
15
4


∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Első megoldás. Legyenek u, v ∈ V tetszőleges vektorok és λ ∈ R tetszőleges skalár. (0 pont)
Mivel u ∈ V és v ∈ V , ezért u = (a, a + c, a + 2c, c)T és v = (b, b + d, b + 2d, d)T valamilyen a, b, c, d ∈ R
számokra. (1 pont)
Ekkor u + v = (a + b, a + b + c + d, a + b + 2c + 2d, c + d)T , (1 pont)
így u + v ∈ V , mert a számtani sorozat első tagját (a + b)-nek, a differenciáját (c + d)-nek választva épp
ezt a vektort kapjuk. (2 pont)
λ · u = (λa, λ(a + c), λ(a + 2c), λc)T , (1 pont)
ami szintén V -ben van, mert a számtani sorozat első tagját λa-nak, a differenciáját λc-nek választva épp
ezt a vektort kapjuk. (2 pont)
Mivel a tanult definíció szerint V akkor és csak akkor altér, ha (nem üres és) bármely két V -beli vektor
összege, továbbá bármely V -beli vektor bármely skalárszorosa is V -beli, a fentiek szerint V altér.(3 pont)
(A vT jelölés a v sorvektorból oszlopvektort készít, illetve fordítva; itt a T a transzponálás rövidítése, ezt a
tárgyban később általánosabban is definiáljuk, itt csak helytakarékosság céljából használtuk.) Az utolsó 3
pont természetesen csak akkor jár a megoldónak, ha úgy teszi a vonatkozó megállapítást, hogy korábban
valóban foglalkozott V -beli vektorok összegének és skalárszorosának vizsgálatával. Bár egy hiánytalan
megoldáshoz elvileg hozzátartozik annak indoklása is, hogy V ̸= ∅, ennek hiányáért nem vonunk le pontot;
ha viszont egy megoldó mégis megemlíti (és megindokolja) ezt az állítást is, az kaphat érte 1 pontot – de
persze csak akkor, ha ezzel a feladatért járó összpontszáma nem haladja meg a 10-et.

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Második megoldás. Ha egy v ∈ V vektor első három koordinátája alkotta számtani sorozat első tagja
a, a differenciája pedig d, akkor a feladat szövegéből v = (a, a + d, a + 2d, d)T . (1 pont)
Ezért minden v ∈ V felírható így: v = a · (1, 1, 1, 0)T + d · (0, 1, 2, 1)T . (3 pont)
Más megfogalmazásban: az x = (1, 1, 1, 0)T és y = (0, 1, 2, 1)T jelöléseket bevezetve V = ⟨x, y⟩ (vagyis V
az x, y vektorok generált altere). (3 pont)
Mivel a tanult tétel szerint bármely vektorrendszer generált altere valóban altér, ezért V is altér.(3 pont)
6*. A v1, v2, . . . , v10 ∈ R20 vektorokra teljesül, hogy bárhogyan választunk ki közülük kettőt, a maradék
nyolc vektor által generált altér legföljebb az egyiket tartalmazza a két kiválasztott vektor közül. (Így
például a ⟨v1, v2, . . . , v8⟩ generált altér v9 és v10 közül legföljebb az egyiket tartalmazhatja.) Mutassuk
meg, hogy ekkor a v1, v2, . . . , v10 vektorok közül kiválasztható egy úgy, hogy az ennek elhagyásával kapott,
kilenc vektorból álló rendszer lineárisan független legyen.

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
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Első megoldás. Ha v1, . . . , v10 lineárisan független, akkor közülük bármelyik vektort elhagyva lineárisan
független rendszert kapunk, így a bizonyítandó állítás igaz. (Valóban, ha a maradék 9 vektor közül
bármelyik kifejezhető lenne a többiből lineáris kombinációval, akkor az elhagyott vektort 0 együtthatóval
a lineáris kombinációhoz fűzve azt kapnánk, hogy az eredeti 10 vektor sem lineárisan független.) (1 pont)
Így a továbbiakban feltehetjük, hogy v1, . . . , v10 lineárisan összefüggő, vagyis valamelyikük kifejezhető a
többiből lineáris kombinációval. Mivel a vektorok sorszámozása érdektelen, feltehetjük, hogy ez v10-re
teljesül: v10 = α1v1 + α2v2 + . . . + α9v9. (1 pont)
Állítjuk, hogy ekkor v10-re teljesül a feladat állítása, vagyis v1, . . . , v9 lineárisan független. (1 pont)
Indirekt tegyük fel, hogy nem így van. Ekkor valamelyikük kifejezhető a többi 8-ból lineáris kombinációval.
Megint feltehetjük, hogy például v9 ilyen: v9 = β1v1 + β2v2 + . . . + β8v8. (1 pont)
Ekkor ezt a kifejezést v9 helyére helyettesítve a fenti, v10-et kifejező lineáris kombinációban, majd elvégezve
a beszorzásokat és az összevonásokat a következőt kapjuk: v10 = (α1 + α9β1)v1 + (α2 + α9β2)v2 + . . . +
(α8 + α9β8)v8. (2 pont)
A fentiekből tehát azt kaptuk, hogy v9 és v10 is kifejezhető a v1, . . . , v8 vektorokból lineáris kombinációval,
vagyis v9 ∈ ⟨v1, . . . , v8⟩ és v10 ∈ ⟨v1, . . . , v8⟩. (2 pont)
Ezzel ellentmondásra jutottunk a feladat feltevésével (ami szerint ⟨v1, . . . , v8⟩ legföljebb az egyiket
tartalmazhatja v9 és v10 közül). Ez az ellentmondás mutatja, hogy az indirekt feltevésünk hamis volt,
amivel tehát a bizonyítandó állítást beláttuk. (2 pont)

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Második megoldás. Jelölje k azt a legnagyobb számot, ahány darab vektor kiválasztható a v1, . . . , v10
vektorok közül úgy, hogy ezzel lineárisan független rendszert kapjunk. (1 pont)
Ha most k ≥ 9, akkor a bizonyítandó állítást beláttuk. Valóban, ez a k = 9 esetben azonnal adódik, a
k = 10 esetben pedig a fenti, első megoldás első bekezdésében írtak miatt következik. (1 pont)
Tegyük fel ezért indirekt, hogy k ≤ 8. Mivel a vektorok sorszámozása érdektelen, feltehetjük, hogy
v1, . . . , vk lineárisan függetlenek. (0 pont)
Ha most k < i ≤ 10 (vagyis vi nem a v1, . . . , vk vektorok közül való), akkor k megválasztása miatt
v1, . . . , vk, vi már lineárisan összefüggő. (2 pont)
Így az újonnan érkező vektor lemmája miatt vi ∈ ⟨v1, . . . , vk⟩. (2 pont)
Ezek szerint a V = ⟨v1, . . . , vk⟩ generált altér a vk+1, . . . , v10 vektorok mindegyikét tartalmazza. (1 pont)
Mivel feltettük, hogy k ≤ 8, adódik, hogy v9 ∈ V és v10 ∈ V . (1 pont)
Ebből nyilván következik v9 ∈ ⟨v1, . . . , v8⟩ és v10 ∈ ⟨v1, . . . , v8⟩ is (ismét k ≤ 8 miatt). (1 pont)
Ezzel ellentmondásra jutottunk a feladat feltevésével, így a bizonyítandó állítást beláttuk. (1 pont)
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