Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2018. oktober 18.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
taté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékli megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd
gondolat egy attekintheto, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy példdul az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazésa
nélkill nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembe-
vételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatdskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphat6. Ha egy megold6 egy
feladatra tobb, egymastdl lényegesen kiillonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre ad-
hat6 pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisér-
let kozott van helyes és (lényeges) hibét tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a
megoldod melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az Gtmutatéban szereplo részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthaték. Az ttmutatoban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximélis pontot ér.

1. Mennyi maradékot ad 363-mal osztva 4417
X ok ok x %

363 primtényezés felbontésa: 363 = 3 - 112 ( )
Ezért a tanult képlet szerint »(363) = (3 —1)(11% — 11) = 220. ( )
Mivel (4,363) = 1 (hiszen 363 péaratlan), ( )
ezért az Euler-Fermat tételbdl 420 =1 (mod 363) kovetkezik. (2 pont)
Mindkét oldalt négyzetre emelve: 4% =12 =1 (mod 363). ( )
Mindkét oldalt 4% = 256-tal szorozva: 411 = 256 (mod 363). ( )
gy 4% 256 maradékot ad 363-mal osztva.

A feladat elvileg megoldhat6 az ismételt négyzetre emelések médszerével is, de az (kiilonosen szamo-
16gép nélkiil) sokkal kellemetlenebb és hosszabb megoldasra vezet; ha egy hallgaté ilyen megoldassal
probalkozik (és az ahhoz szitkséges szamitasokat legalabb elkezdi), akkor 1 pontot kaphat pusztan
annak felismeréséért, hogy ez az algoritmus elvileg alkalmas a kérdés megvalaszolasara. A tovabbi
9 pont a helyes szamitasokért jarhat: a 42" hatvanyok 363-as maradékai a k£ = 0,...,8 értékekre
(ezek sorra: 4, 16, 256, 196, 301, 214, 58, 97, 334) darabonként fél-fél pontot érjenek, a 444 felirdsa
2-es szamrendszerben (444 = 22 + 23 4 21 + 25 4 27 + 28%) 1 pontot, majd a 4%, 412 428 460 4188
44 hatvanyok maradékai (ezek sorra: 256, 82, 361, 298, 229, 256) ismét darabonként fél-fél pontot
érjenek, végiil a végeredmény megadasa is fél pontot.



2. Az alédbbi C kéd a bemenetként (10-es szamrendszerben) kapott n pozitiv egész négyzetét szamitja
ki. Tegyiik fel, hogy a kod végrehajtasakor a gép az alapmiiveleteket az ,irasbeli” 6sszeadas és kivonas
segitségével végzi el. Dontsiik el, hogy az eljaras polinomialis-e.

x=mn; y=0;
while (x > 0) {
x = x-1;
y = ytn;

printf ("Eredmény: %d", y);
% k% %

Jelolje n szémjegyeinek szdmat (a 10-es szamrendszerben) k. Ekkor az eljards bemenetének mérete

k (hiszen szémjegyenként egy béjt sziikséges a bemenet tarolasahoz). (2 pont)
Ekkor tehat n > 10*~! (hiszen a k jegy(l szamok 10571 és 10* — 1 kézott vannak). (2 pont)
Az eljaras a ciklusmagot n-szer hajtja végre, hiszen az x valtozo értéke n-tél 1-ig csokken, miel6tt a
ciklus megall. (1 pont)
Ezért az algoritmus lépésszama legalabb 10! (hiszen ez még akkor is igaz volna, ha a ciklusmag
végrehajtasdhoz mindig egyetlen 1épés elég volna). (2 pont)
Mivel az eljaras k méretli inputon legaldbb 10*~! 1épést tesz, ezért exponencialis 1épésszdmii(2 pont)
és igy nem polinomiélis futdsideji. (1 pont)

Mivel az el6adason az exponencialis algoritmus definicidja az volt, hogy minden k£ > 1 esetén van
olyan k méretii input, amelyre az eljards legalabb a”* 1épést tesz, ahol a > 1 fix konstans, ezért a
fenti megoldast valdjaban még ki kellene egésziteni példaul azzal, hogy 10¥~1 > 3* igaz, ha k > 2.
Ezért a hidnyossidgért azonban ne vonjunk le pontot, a 10 !-es alsé becslés is legyen elegendd egy
teljes értékli megoldashoz. Ha egy megold6 nem tudja ugyan precizen indokolni, hogy az eljaras nem
polinomidlis, de a megolddsabdl vildgosan kidertl, hogy latja, hogy az nem hatékony (példaul: ,egy
100 jegyti input esetén legaldbb 109 Gsszeaddst és kivondst végez, ami egy szuperszamitégépnek
is évmillidrdokig tartana”), az ezért legfoljebb 4 pontot kaphat. (Ebben az esetben azonban ehhez
mér nem adhaték a fenti pontozés szerinti tovabbi részpontok. Igy minden ilyen megoldast tgy kell
értékelni, hogy a preciz megoldasbdl szarmazé részpontszam, illetve a nem preciz megoldasért adhato
legfoljebb 4 pont kozil a nagyobbat adjuk.)

3. Atmegy-e az origbn az az S sik, amely tartalmazza a P(2; —1;4) pontot és az 2 = 124 — 223

4 5 6
egyenletrendszer e egyenest?

¥ ok ok ok
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Az e egyenletrendszerébdl (a kozépsd tort yf_; alakba vald atirasa utdn) kiolvashaté, hogy e dtmegy

a Q(1;1;3) ponton és egy irdanyvektora v = (4; —5;6). (2 pont)
S-sel parhuzamos a QP = p — ¢ = (2;—1;4) — (1;1;3) = (1;—2; 1) vektor, ahol p és ¢ a megfelels
pontokba mutaté helyvektorokat jeloli. (1 pont)
S-nek normélvektora lesz az n # 0 vektor, ha az merdleges Cﬁ’—re és v-re is. (1 pont)
Az n = (a,b,c) # 0 pontosan akkor ilyen, ha az n- QP és az n - v skaldris szorzatok értéke 0.(1 pont)
A skalaris szorzat képletébdl: a — 2b+ ¢ =0 és 4a — 5b + 6¢ = 0. (1 pont)
A mésodik egyenletbdl az elsd 4-szeresét kivonva: 3b+2¢ = 0. Igy példdul a b = 2, ¢ = —3 valasztéssal
mindkét egyenletbél a = 7 adédik, vagyis n = (7;2; —3) normélvektora S-nek. (1 pont)
Ebbél (példaul) P-t hasznalva felirhaté S egyenlete: 7x + 2y — 3z = 0. (2 pont)
Mivel a (0;0;0) pont ezt kielégiti, ezért S dtmegy az origbn. (1 pont)

A hidnytalan megoldashoz val6jaban hozzétartozna annak ellenérzése is, hogy P ¢ e (ésigy QP } v).
Mivel azonban a feladat szovege implicite éllitja S egyértelmiiségét és ezaltal a P ¢ e alitast, ezért
ennek a hianyaért ne vonjunk le pontot.



4. Generatorrendszert alkotnak-e R3-ben az aldbbi a, b, ¢ vektorok?

() (3) = (1)

* ok ok ok %

Els6 megoldas. Az a és b vektorok nem parhuzamosak, mert nem skalarszorosai egyméasnak.(1 pont)

Mivel két nem parhuzamos vektorbél (1 pont)
az ket tartalmazo sik minden vektora kifejezhetd linedris kombinécidval, (1 pont)
ezért ha a ¢ benne volna az a és b altal kifeszitett, origon atmend sikban, akkor 1éteznének olyan «
és [ egyiitthaték, amelyekre aa + Sb = c. (2 pont)
EbbSl a+28 =3, a+ 25 =4 (és = 2) adédna. Mivel ezek az egyenletek ellentmondésra vezetnek,
ezért ilyen « és 3 nincs. (2 pont)

Tehét az a, b és ¢ vektorok nem esnek egy (origon atmend) sikba, igy az eléaddson tanultak
szerint generatorrendszert alkotnak R3-ben (mert R® minden vektora kifejezhetd belSliik linedris

kombinaciéval). (3 pont)
Masodik megoldas. a és b nem parhuzamosak, mert nem skalarszorosai egymasnak. (1 pont)
Az a és b altal kifeszitett, origon atmend S siknak normalvektora lesz az n # 0 vektor, ha az mero-
leges a-ra és b-re is. (1 pont)
Az n = (a,b,c) # 0 pontosan akkor ilyen, ha az n - a és az n - b skalaris szorzatok értéke 0. (1 pont)
A skalaris szorzat képletébol: a +b =0 és 2a +2b+ ¢ = 0. (1 pont)
Ezeknek megfelel példdul az n = (1; —1;0) vektor, igy az normélvektora S-nek. (1 pont)
Ebbdl (felhasznélva, hogy dtmegy az origbn) felirhaté S egyenlete: © — y = 0. (1 pont)
Mivel ¢ ezt nem elégiti ki, ezért nem fekszik S-ben. (1 pont)

Tehat az a, b és ¢ vektorok nem esnek egy (origén dtmend) sikba, igy az eldaddson tanultak szerint
generdtorrendszert alkotnak R3-ben (mert R® minden vektora kifejezhetd beléliik linedris kombina-

ciéval). (3 pont)
p

Harmadik megoldas. A v = ( q ) vektor pontosan akkor van az (a, b, c) generalt altérben, ha v
r

kifejezheté a-bol, b-bdl és ¢-bdl linearis kombinéaciéval; vagyis ha léteznek olyan «, 3, egyiitthatok,

hogy a-a+f3-b+~v-c=w. (1 pont)

Behelyettesitve a, b, ¢ konkrét értékét és elvégezve a miiveleteket a kovetkezd linedris egyenletrend-
szerre jutunk:
a+28+3y =p
a+2B8+4y = ¢ (2 pont)
B+2y =1
Az els6 két egyenlet kiillonbségébdl: v = ¢ — p. Ebbdl és a harmadik egyenletbdl: 5 =r —2(¢ — p) =
2p — 2q + r. Ezeket az els6 két egyenlet koziil barmelyikbe visszahelyettesitve: « = ¢ — 2r. (1 pon
A kapott a = ¢ —2r, 5 =2p—2q+ 7, v = q — p valéban megoldasa az egyenletrendszernek.(1 pon
(
(
(

ct+

Ebbol kovetkezik, hogy a fenti egyenletrendszer minden p, q és r esetén megoldhato, 1 pon
vagyis minden v € R? benne van az (a, b, c) generalt altérben. 2 pont
Ezért a, b, ¢ generdtorrendszert alkot R3-ben. 2 pont
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5. Linedrisan fiiggetlenek-e az alabbi, R*-beli vektorok?
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Tegyiik fel, hogy az «, 3, v skalarokra a-u+ - v+ v -w = 0 teljesiil. (1 pont)

Behelyettesitve u, v, w konkrét értékét és elvégezve a miiveleteket a kovetkezo linearis egyenletrend-
szerre jutunk:

204+38+v = 0

da+68+2y = 0

3a+28 =0

6a+48 = 0

Lathaté, hogy a masodik egyenlet duplaja az elsonek, a negyedik pedig dupldja a harmadiknak; ezért

a masodik és negyedik egyenletek elhagyhatdk (a megoldashalmaz valtoztatasa nélkiil). (1 pont)

Ekkor példaul az a = 2, f = —3 valasztas a harmadik egyenletet kielégiti, amibdl az els6 egyenletbol

(2 pont)

v = 5 adddik. (1 pont)
Mindezekbél tehat 2u — 3v + 5w = 0. (2 pont)
Mivel tehat az u, v, w vektorokbdl a 0 kifejezheté nem csupa 0 egyiitthatoju linearis kombinacidval,
ezért a tanultak szerint u, v, w linedrisan Osszefiiggd (és igy a valasz: nem). (3 pont)

Ha egy megoldo felirja és meggyézden (ellenérzéssel) indokolja a 2u — 3v+ 5w = 0 Osszefliggést, azért
természetesen akkor is jar az ezért adhaté maximadlis részpontszam (7 pont), ha az ehhez vezetd
példaul a fentiekhez hasonl6 szamolassal kihozhatd, hogy w = —%g + %y, amibdl definicié szerint
szintén kovetkezik w, v, w linearis Osszefiiggosége.

6*. Legyen n egy 8-cal oszthatd, de 3-mal nem oszthatd pozitiv egész szam. Mutassuk meg, hogy a
3 aruléja n-nek (vagyis a Fermat-teszt végrehajtasakor a 3 tantsitja n Osszetett voltat).

X ok ok ok ok

Mivel 31 n (és 3 prim), ezért (3,n) = 1. (1 pont)
Igy a feladat &llitdsa azt jelenti, hogy 3”1 # 1 (modn), ezt kell tehdt megmutatni. (2 pont)
Tegyiik fel ezért indirekt, hogy 3"' =1 (modn).

Ebbél 8n miatt 3"7! = 1 (mod8) is kovetkezik. Valoban: 3"' = 1 (modn) azt jelenti, hogy

n‘?)”’l — 1; ebbdl 8|n miatt 8‘3”’1 — 1, ami ekvivalens a 3""' =1 (mod 8) allitdssal. (2 pont)
Mivel 32 = 9 = 1 (mod8), ebbdl (k-adik hatvanyra emeléssel) 3%* = 1 (mod8), amibél pedig
(3-mal szorzéssal) 32**1 =3 (mod8) minden k > 1 egészre. (2 pont)
Ebbél és a 3771 =1 (mod 8) allitdsbol kovetkezik, hogy n — 1 paros, vagyis n paratlan. (1 pont)
Ez pedig 8|n miatt ellentmondés, amivel 3"~ £ 1 (modn) indokldsa teljes. (2 pont)



