Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi utmutato
2015. oktober 22.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatoé célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirésa;
a leirt lépések egy maximélis pontszamot éré megoldés vazlatanak tekintheték.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodd gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldésért, amelybdél a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az atmutatoban szerepls
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérs j6 megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit bele, igy a dolgozatokra
osztalyzatot nem adunk.

1. Hatarozzuk meg az v —4 = y4i5 = 2%"‘ egyenletrendszeri e egyenes minden olyan P pontjat, amelyre

a P-t a Q(7;12;4) ponttal dsszekots f egyenes merdleges e-re.
X k% x % %

Els6 megoldas. A PQ egyenes akkor és csak akkor mer6leges e-re, ha P rajta van azon az S sikon,
amely (-t tartalmazza és a norméalvektora azonos e iranyvektoraval. P-t tehat e és .S metszéspontja-
ként kereshetjiik. (2 pont)
e egyenletrendszerébdl kiolvashat6 egy iranyvektora: v, = (1;4; —3). (2 pont)
A v, normélvektori, Q-n atmend S sik egyenlete: x +4y —32=1-7+4-12—-3-4=43. (2 pont)
S M e meghatarozasdhoz tehat megoldjuk az e egyenletrendszerébdl és S egyenletébdl allo egyenlet-
rendszert. (1 pont)
e egyenletrendszerébsl y = 4x — 21, z = 14 — 3x. Ezekb6l az © + 4 - (4o — 21) — 3(14 — 3z) = 43
egyenletet kapjuk S egyenletébe valé helyettesités utan. Ebbsl o = 2, igy y =5 és z = =% (2 pont)
A keresett P pont tehat csak a P(%2;5; —11) lehet. (1 pont)
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Masodik megoldas. Az e egyenes v, = (1;4; —3) iranyvektora és R(4; —5;2) pontja kiolvashat6 az
egyenletrendszerébdl. (2 pont)
Ebbdl felirhato e paraméteres egyenletrendszere: © = 4+, y = —5+4t, z = 2— 3¢, ahol t € R.(1 pont)
Rogzitett t-re az igy kapott P, € e pontbol a (Q-ba mutato vektort a megfelel§ helyvektorok kiilonbsé-
geként kaphatjuk: P,Q = (7 — (441);12 — (=5 +4t);4 — (2 — 3t)) = (3 — #; 17 — 4¢;2 + 3¢). (2 pont)
Az f = PQ) egyenes pontosan akkor meréleges e-re, ha P;() meréleges v -re. Ez pedig pontosan akkor
igaz, ha P,Q) - v, = 0. (2 pont)
Meghatarozva a skalaris szorzatot: ]@ v, =1-(3—=1t)+4-(17—4t) —3- (24 3t) = 65 — 26¢.(1 pont)

gy @-ye =0at= g értekre teljesiil. Ezt P, koordinatéaiba helyettesitve kapjuk, hogy a P(%; 5; —1—21)

az e egyetlen megfelel pontja. (2 pont)
2. Legyenek vy,v,,...,v,w € R" tetsz6leges vektorok. Tegyiik fel, hogy w # 0 és a
Vs Vg, ooy U1V + AW, 0,4, . .., U, vektorrendszer linedrisan fiiggetlen a A € Rskaldrésaz 1 <i <k
egész barmely megvalasztasa esetén. Kovetkezik-e ebbdl, hogy a vy, v,, ..., v, w rendszer is linedrisan
fliggetlen?



* ko ok ok Xk

A valasz igen, a v, v,, ..., v, w rendszer linedrisan fiiggetlen.

A X =0 (és tetszoleges 1 < i < k) valasztassal kapjuk, hogy vy, v,, ..., v, linearisan fiiggetlen.(1 pont)
Ezért indirekt feltéve, hogy vy, v,, ..., v, w linearisan Osszefiiggd, az ,jijonnan érkezd vektor” lemma-
jabol kapjuk, hogy létezik a w = v + agv,y + ... + g, linearis kombinacio. (2 pont)
w # 0 miatt az «; egylitthatok kozott kell legyen 0-t61 kiilonb6z6. Mivel a v,-k szdmozasa tetszéleges,
az egyszertiség kedvéért feltehetjiik, hogy oy # 0. (2 pont)
Igy a w-t kifejezd linearis kombinacio atrendezésével az ag (v, — a%w) + vy + ... + oy, = 0 alakot
kapjuk. (2 pont)
Ezazi=1¢é \ = —ail valasztassal ellentmond a feladatban irt feltételnek (a lineéaris fiiggetlenség
ekvivalens definicioja szerint), mert a fenti 0-t ado linearis kombinacié a; # 0 miatt nem trivialis. Ez
az ellentmondés tehat bizonyitja a vy, v,,...,v,, w rendszer linearis fiiggetlenségét. (3 pont)

3. Alljon a V < R* altér azokbdl az x € R* oszlopvektorokbol, amelyekre fennallnak az 1 —xo+1z5 = 0
és a 2x1+3xy—x3+x4 = 0 egyenletek (ahol x; az x vektor i-edik koordinatajat jeloli minden ¢ = 1,2,3,4
esetén). Hatarozzuk meg a V' altér dimenziojat. (A feladat teljes értékd megoldasahoz nem sziikséges
megmutatni, hogy V' valoban altér.)
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Legyen b, = (1,0,—1,—-3)" és b, = (0,1,1,—2)". Ekkor b;,b, € V, mert a vektorok koordinatai kielé-
gitik a feladatbeli egyenleteket. (1 pont)
by, b, nyilvan linearisan fiiggetlen, mert a két vektor koziil egyik sem skalarszorosa a masiknak.(2 pont)
Megmutatjuk, hogy b, b, generatorrendszer V-ben.

Legyen v = (x1,9,23,14)7 € V egy tetszéleges V-beli vektor. Ekkor a V-t leird egyenletekbdl
T3 = —X1 + X 68 x4 = =221 — 329 + 3 = =31, — 225 adddik. (2 pont)
A by és b, egy tetszlleges linearis kombinéciojat véeve: Aby + pby = (A, i, —A + g, =3\ — 2u). (1 pont)
Ebbdl kévetkezik, hogy a fenti linearis kombinacioban a A = xy és yu = x5 valasztassal épp v-t kapjuk.

Igy (b,,b,) = V valoban igaz. (2 pont)
Megmutattuk, hogy b, b, linearisan fiiggetlen és generatorrendszer V-ben. Kévetkezésképp b,, b, bazis
V-ben, igy dim V' = 2. (2 pont)

4. Talaltunk egy lapot, amin valaki a (linearis egyenletrendszerek megoldasara szolgalo) Gauss-
eliminaciot gyakorolta. A papir sajnos erdsen megrongalodott, ezért csak a kiindulo feladat részletei
és a néhany lépés utan kapott lépcsds alak olvashato:

o 6 0O O O 1 2 =2 1]-3

2 4 -4 7 0]~...~10 0 1 —1|11

510 0O O|—4 0O 0 0 1| 2
A kiindulo feladatban a O-val jelolt szamok olvashatatlanok. (Ezek persze egymastol kiilonbo6z6 értékek
is lehetnek.) Rekonstrualjuk a lap elveszett részeit: adjuk meg a O-kban 4llo értékeket, majd futtassuk
le a Gauss-eliminéaciot és adjuk meg az egyenletrendszer megoldasait.
(Feltételezhetjiik, hogy a lap tulajdonosa helyesen ismerte a Gauss-eliminéci6 tanult algoritmusat és
szamolasi hibat sem ejtett. Egy teljes értékd megoldasnak természetesen része annak az indoklasa is,
hogy a O-k helyes kitoltésére miért nincs mas lehetdség.)
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Ha a kiindul6 feladatban a bal fels6 sarokban 0 allna, akkor az algoritmus elGszor felcserélné az els6
sort a masodikkal (illetve esetleg a harmadikkal), majd az j els6 sort leosztana 2-vel (illetve 5-tel). Ez
azonban lehetetlen: az igy kapott elsé soron az eljaras a lépcsds alak eléréséig mar nem véltoztatna,
igy a lépcsGs alak els soraban a negyedik helyen £ (illetve az 6t6dik helyen —32) allna. (1 pont)
Ebbdl kovetkezik, hogy a lépcsds alak elsé sora az eredeti elsé sor skalarral szorzasabol keletkezik.
Ujra felhasznalva, hogy az a lépcsés alak eléréséig mar nem valtozhat és a masodik helyen 4116 6-ost a
lépcesds alak megfelels helyén allo 2-essel 6sszevetve kapjuk, hogy az eljaras az elsé sort 3-mal osztotta.
Kovetkezik, hogy az els6 sor kezdetben (3 6 —6 3 ‘ —9 ) kellett legyen. (2 pont)



A kiindulé feladatbeli tovabbi harom ismeretlen értéket a p, q, illetve r paraméterekkel jelolve végre-
hajtjuk a Gauss-eliminaciot (annak a lépcsés alakig tarto elss fazisat):

3 6 -6 3|-9 1 2 =2 1 -3
2 4 -4 7 p|~([0 0 0 5 |p+6 | ~ (1 pont)
510 ¢q r|—4 0 0 ¢g+10 r—5| 11

Ha itt ¢+ 10 = 0 volna, akkor az eljaras a harmadik oszlopban nem hozna létre vezéregyest, a masodik
sorban maradva tovabb lépne a negyedik oszlopba. Mivel azonban a lépcsGs alak tartalmaz a harmadik
oszlopban vezéregyest, ¢ + 10 # 0. (1 pont)
Ezért az eljarés sorcserével, majd a masodik sor (¢ + 10)-zel vald, végiil a harmadik sor 5-tel vald
osztaséval folytatodik:

1 2 =2 1 -3 1 2 -2 1 -3 1 2 -2 1 |-3
0 0q+10 7=5 11 |~ [0 0 1 IG5 | ~0 0 1 J= % | (2pont)
00 0 5 |p+6 000 0 5 |p+6 000 1 |2°

Ezzel megkaptuk a 1épcs6s alakot, amit a feladatban megadottal Osszevetve a ]‘%6 = 2, qur_lm = 11,

q:f)o = —1 egyenleteket kapjuk. Ezekbdl sorban p =4, ¢ = —9, illetve r = 4 adédik.(1 pont)

A Gauss-eliminéciot tehat a lépests alak eléréséig (a p, g és r kapott értékeinek behelyettesitése utén)
méar lefuttattuk, onnan pedig a redukalt 1épcsés alakig a harom darab, vezéregyes folotti nemnulla
érték nullava valtoztatasaval vezet az t:

illetve az

1 2 -2 05 1 2 0 0]21
~10 0 1 013 ~10 0 1 013 (1 pont)
0O 0 0 1] 2 0 0 0 1|2

A redukalt 1épcsds alakbol kiolvasva az egyenletrendszer megoldésait: 7o = a € R szabad paraméter,
x4 =2, x3 =13 és 1 =21 — 2a. (1 pont)

Minden, a megoldast érdemben nem befolyasold szdmolési hiba 1 pont levonast jelent. A 1épcsés alaktol
a redukalt 1épcsds alakig tarto eliminécioért, illetve az egyenletrendszer megoldasainak megadasart jaro
pontszam természetesen akkor is megadhato, ha a megoldas els6 fele részben vagy teljesen hidnyzik.
(Az ttmutatoé elején irtaknak megfelelGen viszont a lépcesds alakig vezetd eliminacidért jardé pontszam
nem adhaté meg akkor, ha a megoldo oOtletszertien, vagy minden kévethetd gondolatmenet hijan tolti
ki a hidnyzo értékeket.) A fenti megoldasban p-vel jelolt hianyzo érték megkaphato a kévetkezs gon-
dolatmenettel is: a lépcsds alakbol azonnal kiolvashato, hogy x4 = 2, x3 = 13, x5 = 0 és xy = 21
megoldésa az egyenletrendszernek; ezt behelyettesitve az eredeti feladat masodik egyenletébe p = 4
adodik. Ha egy megoldd ezen az tuton csak p értékét tudja meghatarozni, akkor ezért a fenti pontozas
szerint a p, q és v meghatarozasaért jard, osszesen 5 pontbdl 2 adhato.

5. Szamitsuk ki az alabbi determinanst a p valés paraméter minden értékére.

p 0 5 »p
6 p 4 0
7T 2 p 0
6 p 4 3
* % X * %
Jeloljiik a determinans keresett értékét D-vel. A kifejtési tételt az utolso oszlopra alkalmazva:
6 p 4 p 0 5
D=—p-|7 2 p|+3-16 p 4 (3 pont)
6 p 4 7T 2 p

(Itt a 0-val szorzott tagokat mar elhagytuk.) Az els6, (—p)-vel szorzott determinéans két sora azonos,
igy az értéke 0 (hiszen az egyikbdl a méasik sort kivonva csupa 0 sort kapnank). (2 pont)



A masodik, 3-mal szorzott determinansra ismét a kifejtési tételt alkalmazzuk, most az els6 sora szerint:

s

Ebbél a (2 x 2)-es determinansok kiszamitasara vonatkozo ismert szabéllyal fejezhetjiik be a megoldast:
D=3 -(p-(p*—=8)+5-(12—7p)) = 3p*> — 129p + 180 (2 pont)

Természetesen a determinédns értéke sok mas tton is megkaphatd. Alkalmazhat6 a Gauss-eliminaciéd
is, de paramétert tartalmazo kifejezéssel leosztva meg kell kiilonboztetni azt az esetet, amikor annak
az értéke 0. Minden, a megoldast érdemben nem befolyasold szamolési hiba 1 pont levonast jelent. A
determinansra vonatkozo egyes alapismeretek teljes vagy részleges hidnyabol fakado elvi hibak viszont
darabonként 4 pont levonast jelentenek. Ilyenek példaul: a kifejtési tételben a sakktablaszabalybol
szarmazo6 elGjel elhagyasa, vagy helytelen megallapitasa; paramétert tartalmazo kifejezéssel valo osztas
a sziikséges esetvizsgalat nélkiil; egy sor konstanssal szorzasa, vagy sorok cseréje utan a determinans ér-
tékvaltozasanak figyelmen kiviil hagyasa vagy hibas kovetése. Kétes esetekben elvi hibanak tekintendo
minden olyan hiba, amikor nincs nyoma annak, hogy a megold6 a széban forgd ismeretet helyesen
kor minden szorzat (helyes) kiszamitasa és elGjelezése darabonként 1-1 pontot ér (de t6bb kiilonb6z6
megoldasi kisérlet esetén nyilvan legf6ljebb csak az egyikre adhato pont).

6. a) Szamitsuk ki az A?°'® métrixot az alabbi A matrixra.
b) Szamitsuk ki det (B2°'®) értékét az alabbi B matrixra.

3 =5 7 5
=(3 3) s=(4 1)
(X015 azt a 2015 tényezds szorzatot jeloli, amelynek minden tényezgje X.)

b SR S S

a) Az A? matrixot a matrixszorzas definicioja szerint meghatéarozva:

(5 05 )-4
a=(3 S) (0 )=

Mivel A2 = —F, ezért A= A%- A= (—E)-A= —A. Hasonloan: A* =A% A= (-A)-A=-A>=F

A5 =AY A=FE-A= Aés Ahatvanyai innen nyilvan ciklikusan ismétlédnek. (2 pont)

Mivel a 2015 4-gyel osztva 3 maradékot ad, ezért A2 = A3 = — A, (1 pont)

vagyis A2015 = S0, (1 pont)
-2 3

b) det B=7-2—-3-5=—1a (2 x 2)-es determinansokra vonatkozé szabaly szerint. (1 pont)

A determinansok szorzastételéebdl kovetkezik, hogy det (B2°®) = (det B)2015' (2 pont)

Igy det (B¥1%) = (—1)%15 = —1. (1 pont)

Az a) feladatban elfogadhato az A?9° = (A%)1907. A = (=E)107. A = (—F) - A = — A szamitas is
(akkor is, ha a megoldo6 az (A™)™ = A™™ azonossagot indoklas nélkiil hasznalja fel). A b) feladatban
sem elvards, hogy a megoldo a det (B*°®) = (det B)2015 allitast a determinansok szorzastételére
vald hivatkozésnal részletesebben indokolja (vagyis példaul annak 2014-szeri ismételt alkalmazasarol
szoljon).



