Bevezetés a szamitaselmeéletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2012. oktober 18.

Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
tato minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirésa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdk.

Az ttmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldés egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok al-
kalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban
valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek fi-
gyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan Gtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphat6. Az utmutatéban szerepl
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérs jo megoldas ter-
mészetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Hatarozzuk meg annak a siknak az egyenletét, amely atmegy a P(1;3;4) és a Q(3;6; 10) pontokon
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és parhuzamos az =y+4= = egyenletrendszeri egyenessel!
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Jelolje a megadott egyenest e, a keresett sikot S, annak egy normalvektorat pedig n.

e iranyvektora v(3;1;5). (1 pont)
Mivel S parhuzamos e-vel, ezért n merdleges v-re. (1 pont)
n ugyancsak meréleges a ]@ vektorra (hiszen ez a két pont a sikban fekszik). (1 pont)
PQ =q—p=1(2;3;6) (ahol p és g a két pontba mutaté helyvektorokat jeldlik). (1 pont)
A fentiek miatt a @ x v vektorialis szorzat jo valasztas n-re. (2 pont)
Ezt a tanult képlettel meghatarozva:
Loj k
POxv=|2 3 6|=(3-5-6-1—(2-5-6-3)j+(2-1—3-3)k=(9;8-7). (2 pont)
3 1 5 -
A kapott normalvektor és P (vagy Q) segitségével a sik egyenlete mar a tanult képlettel felirhato:
92 + 8y — 7z = 5. (2 pont)

Megjegyezziik, hogy a normalvektor meghatarozéasahoz nem sziikséges a vektoriélis szorzat fogalma:
valamivel tobb szamolassal a v -n = 0, PQ) - n = 0 Osszefiiggéseket felhasznalva is megkaphat6 egy
alkalmas n normalvektor.

2. Nevezziink egy R5-beli vektort Fibonacci tipustinak, ha a (foliilrél szdmitva) har-
madiktol kezdve mindegyik eleme a folétte allo két elem Osszege. Igy példaul a jobbra

lathato vektor Fibonacci tipusu. Igaz-e, hogy a Fibonacci tipusi vektorok alteret al-
kotnak R°-ben?
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Legyen a Fibonacci tipust, R5-beli vektorok halmaza F és legyen v = (xy, 9, 23,74, 25)7 és
w = (Y1,Y2, Y3, Ys, y5)" két F-beli elem és \ € R tetsz6leges skalar.

El6szor megmutatjuk, hogy v + w szintén F-beli. Ugyanis v + w harmadik eleme x3 4 y3, ahol
T3 =T, + T3 65 Y3 = y1 + 1o (mert v és w F-beliek). Igy v+ w harmadik eleme (z1 4+ y1) + (22 + 12),
vagyis valoban v + w elsé két elemének Osszege. Teljesen hasonloan lathaté be, hogy v + w negyedik
és 6todik eleme is a folotte allo ketts osszegével egyenls. (4 pont)
Most megmutatjuk, hogy A-v is F-beli. Ugyanis A-v harmadik eleme A-x3 = \(x1+22) = Az + Aza,
vagyis a A - v harmadik eleme az els6 ketts Osszegével egyenls. Ugyanigy indokolhato, hogy A - v
negyedik és 6todik eleme is a folotte allo ketts osszege. (4 pont)
A fentiekbdl kévetkezik, hogy F olyan nemiires részhalmaza R%-nek, amely zart az dsszeadasra és a
skalarral szorzasra, igy a tanult tétel értelmében altér. (F' valoban nemiires, hiszen példaul benne
van a nullvektor vagy a feladatban megadott konkrét vektor.) (2 pont)

3. Legyen B = {by,by,...,b,} és C = {c¢;,¢y,...,C,} két béazis a (tetszdleges) V' vektortérben.
Bizonyitsuk be, hogy minden b; € B esetén talalhato olyan ¢; € C, hogy B\{b,;}U{c;} és C\{c;}U{b;}
egyarant béazisok V-ben!

* %k x kX

A feladat allitasat az egyszertiség kedvéért b,-re mutatjuk meg (hiszen B elemeinek szamozésa
tetszbleges). Legyen W = (by, bs,...,b,). Ekkor C-ben van W-hez nem tartozd elem, kiilénben

W-ben C' n elemi linearisan fiiggetlen rendszert, B \ {b;} pedig (n — 1) elemi generatorrendszert
alkotna szemben a tanult tétel allitasaval. Legyen tehat C'\ W = {¢, ¢y, ..., ¢} (C elemeinek

szamozasa szintén tetszoéleges). (1 pont)
Mivel C' bazis, ezért (a tanultak miatt) b, pontosan egyféleképp éllithato el C' elemeibdl linearis
kombinacioval: by = y1¢; + Y2y + - . + VG- (1 pont)
Allitjuk, hogy a ~1,72,...,7 egyiitthatok kozott van nemnulla. Ellenkezé esetben ugyanis
by = Vk+1Cpyq + - - + g, adoddna, amibél ¢, ¢, ..., ¢, € W miatt b € W is kovetkezne ellentmon-
dasban a B linearis fiiggetlenségével. (2 pont)

Legyen tehat v; # 0, 1 < 5 < k tetszéleges. Allitjuk, hogy ¢; megfelel a feladat allitdsanak.

El6sz6r megmutatjuk, hogy B\ {b;} U {c,;} bazis V-ben. ¢; ¢ W-bdl az ,ijonnan érkezs vektor”
el6addson tanult lemmaja miatt adodik, hogy B\ {b;} U {c;} linearisan fiiggetlen rendszer.(1 pont)
Ha B\ {b,} U{c,;} nem volna generatorrendszer, akkor létezne egy, az elemeibdl linedris kombina-
cioval ki nem fejezheté w vektor. Ekkor azonban, ismét csak az ,jijonnan érkezd vektor” lemmaéja
miatt B\ {b;} U {¢;,w} is linearisan fiiggetlen volna, ami ellentmond annak, hogy V-ben van n
clemif generétorrendszer (barmelyik bazis). Igy tehat B\ {b,} U {c,} valoban bézis. (2 pont)
Most megmutatjuk, hogy C'\ {c¢;} U {b;} is bazis V-ben. b, biztosan nem fejezhets ki C'\ {c;}
elemeibdl lineéris kombindcioval, mert a by egyetlen, C' elemeibdl val6 kifejezésében a ¢; egyiitthatoja
(nevezetesen ;) nem nulla. (2 pont)
Ha C'\ {¢;} U{b;} nem volna generdtorrendszer, akkor — a fentiekkel analog médon — hozzévehets
volna egy tovabbi vektor a linearis fliggetlenség megtartasaval, ellentmondasban azzal, hogy V-ben
van n elemi generatorrendszer. Igy tehdt C'\ {¢;} U {b,} is bézis, az allitast belattuk. (1 pont)



4. Dontsiik el, hogy a p és ¢ valés paraméterek milyen értékeire van megoldasa az aldbbi egyenlet-
rendszernek! Ha van megoldas, adjuk is meg az Osszeset!

r1 + 3z + brs + x4 — 4as =3
2[E1+11l‘2+121‘4—3l‘5 =11

4xy + 929 4+ 2623 — 224 +p- 25 =9
3x1+ 1329 + T3+ 1lays+q - x5 = 13
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A Gauss-eliminéciot alkalmazva a kovetkezdket kapjuk:

1 3 5 1 -4] 3 1 3 5 1 4| 3
2 11 0 12 -3|11 0 5 —10 10 50 5
49 2 -2 pl| 9 0 -3 6 —6 p+16| -3
3 13 7 11 ¢|13 0 4 -8 8 q+12] 4
1 3 5 1 —4 3
0 1 -2 2 11
1o o0 0 0 p+r19]o0 (2 pont)

0 0 0 0 ¢+810
Ha p = —19 és ¢ = —8, akkor az utolsd két sor csupa 0, igy ezek elhagyhatok. Ekkor a Gauss-
eliminécio folytatasaval az alabbi redukalt lépcsds alakot kapjuk (egyetlen tovabbi, vezéregyes f6lotti
elem , kinullazasaval”):

1 0 11 -5 =710

0 1 =2 2 111
Ekkor tehat végtelen sok megoldas van: z3 =a € R, 24 = € R, x5 = v € R ,szabad paraméterek”,
r1=Ty+ 58— 1la, o =1 —v — 26+ 2a. (2 pont)
Ha p # —19 vagy q # —8 (vagy mindkettd), akkor az eliminaciot folytatva az alabbi alakot kapjuk.
Valoban, ha példaul p # —19, akkor a harmadik sor (p + 19)-cel osztasa, majd a negyedik sorbdl a
harmadik (g + 8)-szorosénak a kivonasa és a kapott csupa nulla sor elhagyasa utéan jutunk az alabbi
alakhoz (és analog a helyzet a ¢ # —8 esetben is).

1 3 5 1 —-413

01 -2 2 1|1 (2 pont)

0 0 0 0 110

(1 pont)

Innen a vezéregyesek folotti nemnulla elemek (3 darab) ,kinullazasaval” kapjuk a redukalt 1épcss
alakot:

1 0 11 -5 010
0 1 -2 2 011 (1 pont)
0 0 0 0 110
Ekkor is végtelen sok megoldas van: x3 = a € R, x4y = € R, 1 =508 — 1la, x5 = 1 + 2a — 2,
x5 = 0. (2 pont)

Ha valaki szamolési hibat vét, de egyébként a megoldés elvileg jo, az szamolési hibanként 1 pont
levonast jelentsen. Ha a szédmoléasi hiba kovetkeztében a megoldas konnyebbé valik, akkor sajnos
csak a fenti gondolatmenetnek lényegében megfeleltethets részekért adhaté pont. Ha egy megoldo
(akar helyes) szamolasokat végez (példaul egy ismeretlent kifejez, behelyettesit, stb.), de ezek a
szamitasok nem célratoréek, nem mutatjik egy helyes megoldas iranyat, azért csak nagyon kevés
pont (maximum 2-3) adhaté az elvégzett munka hasznossagatol fliggden.



5. Szamitsuk ki az alabbi determinéns értékét a determindns definicidja szerint! (A megoldasban
tehat ne hasznaljunk semmilyen, a determinansra vonatkozd tételt vagy azonossdgot, pusztan a
definiciora alapozva hatarozzuk meg az értékeét!)
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A definicioban Osszeadandoként szerepld szorzatok koziil csak azokat kell figyelembe venni, amelyek
nem tartalmaznak 0 tényezét, mert a tobbi szorzat a determinans értékét nem befolyasolja.(1 pont)
Egy ilyen szorzatban tehat a harmadik sorbol csak a /5 valaszthato. (1 pont)
Az els6 sorbol 3 vagy 8 valaszthato. Az elébbi esetben az 6tédik sorbol mér csak a 2-est valaszt-
hatjuk (mert a harmadik oszlopbdl mér vettiink elemet), emiatt a masodik sorbdl csak 2-est, igy
a negyedikbdl csak a 4-est valaszthatjuk. Hasonléan, ha az els§ sorbol a 8-ast vessziik, akkor a
negyedikbdl mar csak a 2-est, a méasodikbol az 1-est és az 6t6dikbdl a 3-ast valaszthatjuk. (2 pont)
Tgy osszesen csak két nemnulla szorzat keletkezik: 3-2-v/5-4-2¢és8-1-/5-2-3. (1 pont)
A determinans értékének kiszamitasdhoz mar csak az ehhez a két szorzathoz tartozo elGjelet kell
meghatarozni. Az els§ szorzathoz tartozoé permutécio 3,1,4,5,2 (mert az els6 sorbol a harmadik
elemet vettiik ki, a masodikbol az els6t, stb). Ennek a permutacionak az inverzidszama 4 (az
inverzioban allo elempéarok (3,1), (3,2), (4,2) és (5,2)). Mivel az inverzioszam paros, a szorzat

elgjele +. (2 pont)
Hasonléan, a masodik szorzathoz tartozé permutacio 5,2, 4,1, 3, ennek az inverzidészama 7, az elGjel
—. (1 pont)
Amint lathato, a két nemnulla szorzat abszoltt értékben egyenls (mindketts 48 - v/5), de az elgjeliik
ellentétes, igy a determinans értéke 0. (2 pont)

6. Dontsiik el, hogy az alabbi allitasok koziil melyik/melyek igaz(ak) tetszéleges A négyzetes mat-
rixral (E-vel jeloltiik az egységmatrixot, A* pedig azt a k tényezss szorzatot jeldli, amelynek minden
tagja A.)

a) Ha van olyan k > 1 egész szam, amelyre A* = E, akkor det A = 1 vagy det A = —1.

b) Ha det A = 1 vagy det A = —1, akkor van olyan k > 1 egész szam, amelyre A* = E.
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a) Az allitas igaz. Ugyanis A* = E miatt det(A*) = 1 adodik (mert det £ = 1). (1 pont)
A determinansok szorzastételébdl kovetkezik, hogy det(AF) = (det A)*. (2 pont)
Igy (det A)* =1, amibél det A = +1 valéban igaz. (2 pont)
b) Az &llitas hamis; ennek igazolasara mutatunk egy ellenpéldat.
Legyen példaul A = ( 065 (2) ) (2 pont)
Ekkor det A=0,5-2—-0-0=1, (1 pont)
k
de a matrixszorzas definici6jabol azonnal adodik, hogy A* = ( 0’05 ok ) minden £ > 1
egészre, vagyis A¥ = E semmilyen k-ra nem teljesiil. (2 pont)



