Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok
2024. oktéber 25.

1. Adjuk meg az Osszes olyan n egész szamot 1 és 500 kozott, aminek a
48-szorosa 1-gyel nagyobb maradékot ad 277-tel osztva, mint maga az n szam.

2. Adjuk meg az Osszes olyan n egész szamot 1 és 2024 kozott, aminek az
utolsé két szamjegye a 6-0s és a 8-as szamrendszerben is 11.

3. Az S sik tartalmazza a P(8;1;6) pontot és az v — 3 = 2 = 3 — 2

egyenletrendszerli e egyenest. Metszi-e az S sik az y-tengelyt? Ha igen, hol?

4. Az R"-beli a,b, ¢, d vektorokrdl tudjuk, hogy d € (a,b,c) és a ¢ (b,c,d).
Dontstik el, hogy az alabbi allitasokra melyik all fenn a kévetkezo lehetdségek
kozl:

(i) az allitas biztosan igaz;

(ii) az allitas biztosan hamis;
(7ii) az allitas lehet igaz és hamis is (a, b, ¢ és d valasztasatol fiiggden).

a) d € (b, c) b) b e {cd)
)

(Déntéseinket természetesen indokoljuk is.

5. Linearisan fiiggetlenek-e az alabbi, R*-beli vektorok?

1 —2 0
U = -3 UV = 0 w = 0
. 1|~ 17~ |4

1 4 9

6*. Hany olyan n egész szdm van 1 és 275 kozott, amire teljesil az

n?' =n  (mod275) kongruencia?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kévetkezd adatokat: név, Neptun-kéd, Neptun
szerinti gyakorlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidd 90 perc. A 100%-os eredményhez elegendd 50 pontot
elérni a 60-bdl, az 6sszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljiik el. Az alairas
megszerzéséhez mindkét zarthelyin legalabb 24 pontot kell elérni.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat
megirdsa kozben szamolégép (vagy mas segédeszkéz) nem hasznédlhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok
2024. november 26.

1. Legyen V = (by, by) az alabbi, Ri-beli b;, by vektorok generélt altere.

a) Mutassuk meg, hogy B = {by, by} bazis V-ben.

b) Létezik-e olyan v € V vektor, amire [v]p = a? Ha igen, adjuk meg v-t. ([u]p a v
vektor B bazis szerinti koordinatavektorat jeloli.)

3 6
7 14 2
8 15

2. A p valdés paraméter minden értékére dontsiik el, hogy az alabbi egyenletrendszer
megoldhaté-e és ha igen, adjuk is meg az 0sszes megoldasat.
1 — 45(33 =3
2x1 — 8xrz + d5xry — 1025 = 26
51’1 — 2%‘2 — 261’3 + 2%‘4 =13
—3r1 — 322+ 323+ 6x4+p-x5 = 0

3. Futtassuk a Gauss-eliminaciénak a determinans kisza- 9 _6 —-10 0
mitasara szolgalo valtozatat a jobbra lathatd bemenetre és 1 3 9 0
adjuk meg a determindns értékét. (A feladat tehat nem csu- 3 _9 _14 —9
pan a determinans értékének a kiszamitasa, hanem a tanult 4 13 922 —1
algoritmus futtatasa és annak dokumentalésa.)

4. Létezik-e a p valos paraméternek olyan értéke, amire a jobbra p 5
lathaté A métrixnak van inverze és A~' = A? Ha igen, adjuk A= ( 3 —p )

meg p minden ilyen értékét.

5. A 10 x 20-as A matrix elsé tiz oszlopa altal alkotott 10 x 10-es matrixot jelolje Ay,
az A utolsé tiz oszlopa altal alkotott 10 x 10-es matrixot pedig jelolje A,. Tudjuk, hogy
r(A;) =2 és1(Ag) = 3. Dontsiik el, hogy az alabbi allitdsokra melyik all fenn a kovetkezo6
lehet6ségek koziul: az allitas biztosan igaz; vagy az allitas biztosan hamis; vagy az allitas
lehet igaz és hamis is (A valasztasatol fiiggden). (Dontéseinket természetesen indokoljuk.)

a) r(A) >6 b) r(A) >4

6*. Jelolje M € RI9%10 azt a 10 x 10-es matrixot, aminek a mellékatldjaban — vagyis a
jobb fels6 sarkatol a bal alsé sarkaig vezeto atléjaban — minden elem 2-es, M Osszes tobbi
eleme pedig 1-es. Adjuk meg az Osszes olyan A € R*1Y matrixot, amire A - AT = M.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatdan felirni a kovetkez6 adatokat: név, Neptun-kéd, Neptun szerinti gya-
korlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc. A 100%-os eredményhez elegendd 50 pontot elérni a
60-bol, az 6sszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljilk el. Az aldirdas megszerzéséhez
mindkét zarthelyin legalabb 24 pontot kell elérni.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa kézben
szamologép (vagy mas segédeszkéz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Poétzarthelyi feladatok
2024. november 15.

1. Hany olyan szam van 1 és 10000 kozott, mely oszthatod 7-tel és 8-cal is, a
22-vel vett osztasi maradéka pedig 107

2. Legyen n = 1122334455667788. Az eloaddson tanult megfelel6 algoritmus
alkalmazasaval hatarozzuk meg 48n+12 és 33n+8 legnagyobb kozos osztojat.

3. A p valés paraméter minden lehetséges értékére dontstik el, hogy az alabbi

egyenletrendszerti e és f egyenesek

a) parhuzamosak-e; b) merélegesek-e.
2—x y—T7 2—6 z+9 5— 2z
e: = = f: =2y =
4 P 3 2 3

4. Legyenek u és v az aldbbi R*-beli vektorok. Hatdrozzuk meg az (u,v)
generalt altér osszes olyan elemét, aminek az elsd és a harmadik koordinataja

azonos, a negyedik koordinataja pedig 5-tel nagyobb a masodiknal.

2 —1

B 1 - 0
U= ol Y= 1
—1 3

5. Legyenek a, b, ¢, d olyan R"-beli vektorok, melyekre az a, b, c rendszer linea-
risan fiiggetlen, de az a, b, d linearisan 6sszefliggé. Dontsiik el, hogy az alabbi
harom allitas kozil melyik teljestl.
— Az a, b, ¢ + d rendszer biztosan linearisan fliggetlen.
— Az a, b, ¢ + d rendszer biztosan linearisan 6sszefiiggo.
— Az a, b, ¢+ d rendszer lehet linearisan fliggetlen és lehet linedrisan 6ssze-
fliggo is az a, b, ¢, d vektorok valasztasatol fliiggoen.

6*. Legyenek a és b egymashoz relativ prim, pozitiv egész szamok. Mennyi

maradékot ad az a?® + b2 szdm ab-vel osztva?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkezé adatokat: név, Neptun-kéd, Neptun
szerinti gyakorlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidd 90 perc. A 100%-os eredményhez elegendd 50 pontot
elérni a 60-bdl, az 6sszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljiik el. Az alairas
megszerzéséhez mindkét zarthelyin legalabb 24 pontot kell elérni.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat
megirdsa kozben szamolégép (vagy mas segédeszkéz) nem hasznédlhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Poétzarthelyi feladatok
2024. december 9.

1. Az R*beli V altér &alljon azokbdl a vektorok-
bél, melyeknek x1, x9, x3, x4 koordinataira teljesiil, hogy
r1 — 2o + x3 — x4 = 0. Hozza lehet-e venni a jobbra lat-
hato vektorokhoz néhany tovabbi vektort igy, hogy bazist
kapjunk V-ben? Ha igen, akkor hanyat? (Azt nem sziik-
séges bebizonyitani egy teljes értékli megoldashoz, hogy
V' valéban altér.)

IS
I
— = =
-
I
O = = O

2. a) A p és ¢ valos paraméterek minden értékére adjuk meg az aldbbi egyenletrend-
szer megoldasainak szamat.

b) Ha p-nek és g-nak van olyan értéke, amelyre az egyenletrendszernek végtelen
sok megoldasa van, akkor a p és q ezen értékeire adjuk meg az 6sszes megoldast.

Ty —2x9 +5xr3 = —4

2x1 — 4x9 + 1523 + 524 = —13

Ty + 923 — 224 = 2

1 — 0Ty +2x3+p- 14 = q
3. Szamitsuk ki a jobbra lathaté determinans értékét a determinans —1010
definiciéja szerint. (A megolddsban tehat ne hasznaljunk semmi- 7385
lyen, a determinansra vonatkozo6 tételt vagy azonossagot, pusztan a -9 00 2
definiciora alapozva hatarozzuk meg az értékét.) 4050

4. A 2x4-es A matrixrél tudjuk, hogy A-AT = 0. Hatdrozzuk meg az A" - A métrixot.
(Itt a 0 a nullmatrixot jeloli, vagyis azt a matrixot, aminek minden eleme nulla.)

-3 -6 0 3 6

5. Legfeljebb hanyat lehet kivalasztani a jobbra lathato 9 5 1 -9 _1
matrix oszlopai koziil gy, hogy a kivalasztott oszlopok 4 9 1 0 -9
linearisan fliggetlenek legyenek? 9 6 -2 —1 1

6*. Legyen A egy (2n) x (2n)-es matrix, ahol n > 2 tetsz6leges. Jelolje rendre Ay,
Ag, Az és Ay az A matrix bal felso, jobb felso, bal alsé, illetve jobb alsé n X n-es rész-
matrixat. Dontsiik el, hogy igazak-e az alabbi allitdsok (minden széba j6vo esetben).
a) Ha az Ay, As, A3, Ay méatrixok mindegyikének létezik inverze, akkor A-nak is
létezik inverze.
b) Ha A3 a nullmatrix, az A; és A4 matrixoknak pedig létezik inverze, akkor A-nak
is 1étezik inverze.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatdan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kdéd, Neptun szerinti
gyakorlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidd 90 perc. A 100%-o0s eredményhez elegendd 50 pontot elérni a
60-bol, az 6sszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljiik el. Az alairds megszerzéséhez
mindkét zarthelyin legalabb 24 pontot kell elérni.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kozben szamologép (vagy mas segédeszkéz) nem hasznédlhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

144
Pétpétzarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara
2024. december 16.

1. Hany olyan n szam van 1 és 10000 kozott, mely 32-vel osztva 15 maradékot
ad, 38-cal osztva pedig 11-et? Adjuk meg ezen szamok koziil nagysagrend szerint
a kozépsot.

2. Legyenek a, by, by, m egész szamok és m > 1. Dontsiik el, hogy az aldbbi al-
litasokra melyik all fenn a kovetkezo lehet6ségek kozil: az allitas biztosan igaz;
vagy az allitds biztosan hamis; vagy az allitds lehet igaz és hamis is (a, by, by, m
valasztasatol fliggben). (Dontéseinket természetesen indokoljuk.)

a) Ha az ax = by (modm) és az axr = by (modm) linedris kongruenciak
megoldhatdak, akkor az ax = by + by (modm) linearis kongruencia is.

b) Ha az ax = by - by (modm) linearis kongruencia megoldhato, akkor az
ar =b; (modm) és az axr = by (modm) linedris kongruencidk is.

3. Metszi-e a z-tengelyt az A(1;0;2), B(2;1;1) és C(5; —2; —4) pontok altal meg-
hatarozott sik? Ha igen, hol?

4. Alljon V azon R*-beli v vektorokbdl, amikre teljesiil, hogy a v, wy,wy vektor-
rendszer linedrisan 6sszefiiggd, ahol w; és ws az aldbbi vektorok. Igy példaul az
alabbi u vektor V-beli. Déntsiik el, hogy V alteret alkot-e R*-ben.

|
O O ==
|
——_= O O
— = = =

5. Generatorrendszert alkotnak-e R3-ban az alabbi vektorok?

1 0 —9
ofl, | -1], 1
2 1 4

6*. Hany olyan a szdm van 1 és 2024 kozott (az 1-et és a 2024-et megengedve),
melyre a?1%2) =1 (mod 2024) teljesiil?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoéan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kdd.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc. A 100%-os eredményhez elegendd 50 pontot
elérni a 60-bol, az 6sszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljik el. Az alairas
megszerzéséhez mindkét zarthelyin legalabb 24 pontot kell elérni.

A feladatok megoldédsat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kozben szamoldgép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Poétpotzarthelyi feladatok — a MAS ODIK zarthelyi pétlasara
2024. december 16.

1. Létezik-e a jobbra lathaté by, v € R* és
a € R? vektorokhoz olyan b, € R* vektor,
amire B = {b;, by} bazist alkot a V' = (by, by) b, =
generalt altérben, v € V és [v]p = a? Ha

igen, adjuk meg bo-t. ([v]p a v vektor B bazis
szerinti koordinatavektorat jeldli.)

\
J Ot W =
I
I
o O O =
IQ
I
/)~
—
N———

2. a) Dontsiik el, hogy az alabbi egyenletrendszer megoldhaté-e és ha igen, adjuk
is meg az 6sszes megoldasat.

b) Cseréljiik ki mindharom egyenletben az egyenléség jobb oldalan allé szamot
nullara és oldjuk meg a feladatot a kapott egyenletrendszerre is.

105(71 + 40$2 + 30%3 + 100.%4 = 170
4x1 + 1629 + 923 + 3124 56
2x1 + 819 + 11x3 + 3524 = 50

pOS5p
3. A p valés paraméter minden értékére hatarozzuk meg a jobbra Op31
lathaté métrix determindnsat. 70p9

ppop
4. Hatarozzuk meg az (A + E)~! és a B matrixokat, ha az A és a B- A+ B

méatrixok az aldbbiak (és E a 3 X 3-as egységmatrixot jeloli).

—1
A= 1
1

—_ =

1
) B-A+B=
2

O O W
S = Ot
W B =

5. A k x 5-0s (vagyis k sorti és 5 oszlopti) A matrixrél és a b € R* vektorrdl tudjuk,
hogy az A - x = b matrixegyenletnek végtelen sok x megoldasa van, de mindegyik
x megoldasnak az els6 négy koordinataja egyenlé egymassal.

a) El6fordulhat-e, hogy k = 47

b) Eléfordulhat-e, hogy k = 37

c¢) El6fordulhat-e, hogy k = 27

6*. A 10 x 10-es A matrixrdl tudjuk, hogy A elsé 6t sora linedrisan fuggetlen és
A elsé négy oszlopa is linedrisan fiiggetlen. Kovetkezik-e ebbdl (minden széba jovo
esetben), hogy A utolsé hat oszlopa k6zott van olyan, amit az els6 négy oszlopahoz
hozzavéve linearisan fiiggetlen rendszert kapunk?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kdd.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc. A 100%-os eredményhez elegendd 50 pontot
elérni a 60-bol, az Gsszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljik el. Az alairas
megszerzéséhez mindkét zarthelyin legalabb 24 pontot kell elérni.

A feladatok megoldédsat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kozben szamoldgép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2024. oktéber 25.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutatoé célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az utmutaténak nem
célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré
megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy 4ttekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szereplo ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, gondolatért, amely egy megoldasban érdemi szerephez juthat
és amelybol a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna
kaphaté. Ha egy megoldo egy feladatra tobb, egymastél lényegesen kiillonb6zo megoldast is elkezd, akkor
legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy
helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré megoldéskezdeményt értékeljiitk. Ha azonban tobb
megoldasi kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazé is, tovabba a dolgozatbd6l nem dertl ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az utmutatéban szereplo részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az dtmutatoban leirttol
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Adjuk meg az 6sszes olyan n egész szamot 1 és 500 kozott, aminek a 48-szorosa 1-gyel nagyobb maradékot
ad 277-tel osztva, mint maga az n szam.

* ok ok ok ok

A feladat feltételeibdl 48n = n+1 (mod 277). Atrendezve: 47n =1 (mod 277). (1 pont)
Mivel (47,277) = 1 (mert 47 prim és 47 1 277), ezért a kapott linedris kongruencia a tanult tétel szerint
megoldhaté és 1 megolddsa van modulo 277. (1 pont)

Mindkét oldalt 6-tal szorozva: 282n =6 (mod 277), vagyis bn =6 (mod 277).

Mindkét oldalt 5-tel osztva: n = 112 (mod 277),
ahol a modulus (277,5) = 1 miatt nem valtozott.
Mivel minden megtett 1épés ekvivalens volt, igy a kapott n = 112 (mod 277) valéban megoldésa a lined-
ris kongruencidnak. (Itt a 1épések ekvivalencidja helyett hivatkozhatunk arra is, hogy mivel a megoldasok
szama 1 modulo 277, ezért ez csak a 112 lehet, igy az valéban megoldés; illetve természetesen ellenérzéssel
is meggy6ézédhetiink a 112 helyességérdl.) (2 pont)
Igy az 1 és 500 kozotti szamok kozill n = 112 és n = 389 felel meg a feladat feltételeinek. (1 pont)
Ha a fenti megoldasban a kapott eredmény helyességérol a lépések ekvivalencidjaval vagy ellenorzéssel gyo-
z6diink meg, akkor a megoldhatosag tényének, illetve a megoldasok szamanak az el6zetes megallapitasara
nincs feltétlen szitkség; igy a fenti pontozas szerinti masodik 1 pont az ilyen (egyébként teljes értékil) meg-
oldasokra is jar. A linearis kongruenciat természetesen a tanult Euklideszi algoritmussal is megoldhatjuk.
Ezzel sorra a 277n = 0 (mod 277), 47n = 1 (mod277), 42n = =5 (mod 277), 5n = 6 (mod 277),
2n = —53 (mod277),n =112 (mod 277) kongruencidk keletkeznek. Ekkor 1 pontot ér az a tény, hogy a

( )
( )
Ez 6 =560 (mod277) miatt ekvivalens ezzel: 5n = 560 (mod 277). (1 pont)
( )
( )



megoldé az algoritmust alkalmazza (amit nem kell feltétlen megneveznie, elég, ha az alkalmazasa révén ezt
egyértelmilen demonstrélja); tovabbi 2 pontot ér annak az ellenérzése, hogy az eljards a tanultak szerint
kozvetlentl, az els6 fazisbeli leosztas nélkiil alkalmazhat6, mert (47,277) = 1; végil 5 pontot ér maga a
szamolas. A hianyzé 2 pont a fenti pontozas szerinti elsé, illetve utolsé 1 + 1 pont.

2. Adjuk meg az 6sszes olyan n egész szamot 1 és 2024 kozott, aminek az utolsé két szamjegye a 6-os és a
8-as szamrendszerben is 11.

X ok ok ok ok

A feladat feltételeib6l n =7 (mod36) ésn=9 (mod64) adodik. (3 pont)
A kapott kongruenciarendszert a tanult modszerrel oldjuk meg. Az els6 kongruenciabél n = 36k + 7
valamilyen k egészre. Ezt a masodikba helyettesitve: 36k +7 =9 (mod 64). (2 pont)
Mindkét oldalbdl 7-et levonva a 36k =2 (mod 64) lineéris kongruenciat kapjuk. (1 pont)
Mivel azonban (36,64) = 4 1 2, ezért ennek a tanult tétel szerint nincs megoldésa. (3 pont)
Igy nincs megolddsa a kongruenciarendszernek sem, vagyis nem létezik a feltételeknek megfelels n egész
(1 és 2024 kozott sem). (1 pont)
Ha egy megoldé a feladat szovegébdl adddo kongruenciarendszert nem tudja helyesen felirni és ezért egy
masik kongruenciarendszert old meg, akkor az els6 3 pont elvesztése utan maradé 7 pontbdl is csak annyit
kaphat meg, amennyi a fenti megolddsnak megfeleltethetd. Igy a hibds kongruenciarendszerbél adédé
helyes szamolasért megadhatd a pontozas szerint kdvetkezo 2 4+ 1 pont. Ha azonban az igy kapott linearis
kongruencia megoldhaté, akkor annak az (akar hibatlan) megoldasért mar nem adhaté meg a pontozés
szerinti utolsé 3 4+ 1 pont.

3. Az S sik tartalmazza a P(8; 1;6) pontot és az x —3 = %4 = 3—z egyenletrendszerii e egyenest. Metszi-e
az S sik az y-tengelyt? Ha igen, hol?

* ok ok ok ok

Az e egyenes egyenletrendszerét “T_S = yT_‘l = _; alakba irva kiolvashat6, hogy e atmegy a Q(3;4;3)
ponton és iranyvektora a v = (1;5; —1) vektor. (2 pont)
Mivel S tartalmazza e-t, ezért v parhuzamos S-sel. (1 pont)
Ugyancsak parhuzamos S-sel a Cﬁ’ vektor is, vagyis a p — ¢ = (5;—3;3) vektor (ahol p és ¢ a megfelel6
pontokba mutaté helyvektorokat jeldli). (1 pont)
Igy az n vektor akkor lesz normalvektora S-nek, ha merdleges v-re és Q? reis (ésn #0). Ebb6lv-n =0
és v - QP = 0 kovetkezik (a skalaris szorzat definici6ja szerint). (1 pont)
Ha n = (a,b,c), akkor ebbél (a skaldris szorzat kiszdmitdsdra tanultak miatt) a + 56 — ¢ = 0 és
5a — 3b + 3¢ = 0 addédik. (1 pont)
Ebbol példaul a ¢ = 1 valasztassal az a + 5b = 1, 5a —3b = -3 egyenletrendszert kapjuk. Az elso
5-szorosébél a masodikat levonva 28b = 8, vagyis b = 2; amibdl pedig a = —2. A kapott (— ‘3, ?, 1) vektor
helyett annak a (—7)-szeresét valasztva normalvektornak n=(3;-2;-7). (1 pont)
Ebbdl és (példaul) P-bél méar felirhatjuk S egyenletét: 3z — 2y — 7z = —20. (1 pont)

Az y-tengelyen azok a pontok vannak, amiknek az x és z koordinatdja 0. Ebbol S és az y-tengely metszés-
pontjara a —2y = —20 egyenletet kapjuk. Igy S metszi az y-tengelyt, mégpedig a (0; 10; 0) pontban.(2 pont)

4. Az R™beli a,b, c,d vektorokrdl tudjuk, hogy d € (a,b,c) és a ¢ (b,c,d). Dontsiik el, hogy az alabbi
allitasokra melyik all fenn a kévetkezo lehetoségek koziil:
(i) az allitas biztosan igaz;
(i) az allitds biztosan hamis;
(7i) az allités lehet igaz és hamis is (g, b, ¢ és d valasztasatol figgden).
2) d € (bc) b) be (c,d)

(Dontéseinket természetesen indokoljuk is.)



a) Az allitas (biztosan) igaz. (0 pont)

Ugyanis d € (a, b, ¢) miatt 1éteznek olyan «, 3,y skalarok, amikre d = aa + b + ~c. (1 pont)
Megmutatjuk, hogy itt o = 0. Ha ugyanis o # 0 volna, akkor atrendezéssel az a = —gb— e+ éd egyenletet
kapnank. (1 pont)
Ebbdl viszont a € (b, ¢, d) kovetkezne, szemben a feladat &llitasaval. fgy a = 0 val6ban kévetkezik.(2 pont)
Ebbdl és a fenti egyenletbdl tehat d = Sb + ¢, ami valéban bizonyitja a d € (b, ¢) allitast. (1 pont)

b) Az allités lehet igaz és hamis is. (0 pont)

Ennek megmutatasahoz el6szor olyan példat mutatunk, amikor az allitas igaz. Legyen példaul a és b két,
egymdssal nem parhuzamos sfkvektor (vagyis R%-beli vektor) és legyen b = ¢ = d. (Péld4ul lehet a = (1;0)

ésb=c=d=(0;1).) (0 pont)
Ekkor a ¢ (b, ¢, d) igaz, hiszen a b = ¢ = d vektorokbdl csak a velitkk parhuzamos sikvektorok fejezheték ki
linearis kombinacioval és a nem ilyen. (1 pont)

Masrészt a d € {(a,b,c) és b € (c,d) allitasok is igazak, mert d =0-a+1-04+0-césb=1-c+0-d.(1 pont)
Most olyan példat mutatunk, amikor az allitds hamis. Legyen példaul a, b és ¢ harom olyan térvektor
(vagyis R3-beli vektor), amik nem esnek egy sikba és legyen d = ¢. (Példaul lehet a = (1;0;0), b = (0;1;0)

ésc=d=(0;0;1).) (0 pont)
Ekkor d € (a,b,c) igaz, mert d=0-a+0-b+1-c. (1 pont)
Igaz tovabba a ¢ (b, c,d) is, mert a b és ¢ = d vektorokbdl csak az altaluk meghatéarozott (origdn dtmend)
sik vektorai fejezhetok ki linedris kombinacioval és @ nem ilyen. (1 pont)
Viszont most nem igaz a b € (¢, d) &llitds, mert a ¢ = d vektorbdl csak a vele parhuzamos vektorok fejez-
het6k ki linedris kombinacioval és b nem ilyen (kilénben a, b és ¢ egy sikba esnének). (1 pont)

Természetesen szamtalan mas j6 példa mutathat6 arra is, hogy b € (c,d) igaz és arra is, hogy nem az.
Ezeknek a pontozdsa minden esetben ugy alakul, hogy a konkrét példak megadasa onmagaban nem ér
pontot, a helyességiiknek az indoklasa pedig 2, illetve 3 pontot ér az igaz, illetve a hamis esetben. Rész-
pontszam mindkét esetben csak akkor adhatd, ha a megoldd vilagossa tette a célkitiizését — vagyis hogy
az allitas igaz vagy hamis voltara kivan példat mutatni — és a példaja ennek a célkitlizésnek valoban meg-
felel. Igy teh4t nem adhaté részpontszam arra, ha a megoldd négy, altala megadott vektorra dtletszertien
ellen6rzi bizonyosak teljesiilését a d € (a,b,c), a ¢ (b,c,d) és b € (c,d) allitasok koziil. (Ha viszont ilyen
ellendrzésekbol csak utdlag veszi észre, hogy sikeriilt példat mutatnia valamelyik esetre, az természetesen
nem baj, a megfelel§ részpontszam jar.)

5. Linedrisan fiiggetlenek-e az alabbi, R*-beli vektorok?

1 —2 0
| -3 - 6 |0
Q - 1 9 Q - 1 L) w - 4
1 4 9
X * * * *
Tegytik fel, hogy a-u+ 3 -v+ v -w = 0 teljestil valamilyen «, 5,7 € R skalarokra. (2 pont)

Behelyettesitve az u, v, w vektorokat és elvégezve a miiveleteket a kovetkezd linedris egyenletrendszerre
jutunk:

a—28 =

—3a+68 =

a+B+4y =

a+48+9y =

Az els6 egyenletbél a = 23. Ezt a harmadikba és a negyedikbe beirva: 3544~ = 0 és 65+ 9y = 0.(1 pont)

Az utébbi egyenletbdl az el6bbi dupldjat kivonva: v = 0. Ezt (példdul) a 35 + 4y = 0 egyenletbe vissza-

(2 pont)

(e N el anlan]

helyettesitve 5 = 0 is adodik, amibdl o = 25 miatt o = 0. (2 pont)
gy a tanultak szerint u, v, w linedrisan fiiggetlenek (mert au+ fv+~yw = 0 csak az a = f = v = 0 esetben
lehetséges). (3 pont)
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megmutatasaval, hogy w,v és w kozil egyik sem kifejezheté a masik kettd linedris kombindcidjaként).
Ekkor az u ¢ (v,w) és v ¢ (u,w) allitdsok indoklasaért 2-2 pont, a w ¢ (u,v) allitds indoklasaért pedig
3 pont jar; a hidnyz6 3 pont pedig a definicié helyes alkalmazdséért jar (beleértve tehét ebbe annak az
ismeretét is, hogy ezt az utat jarva mindharom allitas igazolasa sziikséges a linedris fliggetlenség megmu-
tatasdhoz). A megoldas sordn ad6do linedris egyenletrendszer Gauss-elimindciéval is megoldhat6 (annak
ellenére is, hogy ez nem az els6 zarthelyi anyagaban szerepel). Ha valaki igy dolgozik, akkor az eliminécié-
ért a fenti pontozas szerinti harmadiknak és negyediknek irt 1+2 pont jar, a t6bbi rész pontozasa megfelel
a fentieknek.

6*. Hany olyan n egész szam van 1 és 275 kozott, amire teljesiil az n?°' =n  (mod 275) kongruencia?

X ok ok ok ok

n?' =n  (mod275) pontosan akkor teljesiil, ha igazak az n?*' =n (mod11) és az n**' =n  (mod 25)
kongruencidk. Valoban: n**' =n  (mod 275) a kongruencia (méasodik, ekvivalens) definici6ja szerint azt
jelenti, hogy 275 | n?"! — n; marpedig egy szdm pontosan akkor oszthat6 275-tel, ha 11-gyel és 25-tel is
oszthatd (5% - 11 = 275, (25,11) = 1, valamint a szdmelmélet alaptétele miatt). (1 pont)
Igy kiilon-kiilén fogjuk megvizsgalni, hogy ez a két kongruencia milyen n-ckre teljesiil. E18szér megmutat-
juk, hogy n?! =n  (mod 11) minden n egészre igaz. (0 pont)
Ha 11 | n, akkor 11 | n®*! is nyilvan igaz, igy az n**! =n (mod11) kongruencia fennall (mert mindkét
oldala 0 maradékot ad 11-gyel osztva). (1 pont)
Ha viszont 11 { n, akkor (n,11) = 1 (mert 11 prim). Igy n#1) = 1 (mod11) adédik az Euler-Fermat
tételbdl. Itt ¢(11) = 10, ismét mert 11 prim. (1 pont)
A kapott kongruenciat 20-adik hatvinyra emelve, majd mindkét oldalt n-nel szorozva n?%° = (mod 11),
majd n?*! =n  (mod 11) valdban kovetkezik a 111 n esetben is. (1 pont)

Az n*™ =n  (mod 25) kongruencia viszont mar nem minden n-re teljesiil. Valéban, ha 5 | n, akkor n?%!

nyilvan oszthat6 25-tel (s6t, még 5**'-nel is). Igy ha 5 | n, de 25 f n, akkor n®*' #n  (mod25). (1 pont)

Megmutatjuk, hogy n?®' =n (mod 25) minden mds n egészre teljesiil; vagyis igaz az 5-tel nem oszthato
és a 25-tel oszthaté n-ekre is. (0 pont)
Ha 25 | n, akkor a fentihez hasonléan 25 | n?! is igaz, {gy n**' =n  (mod 25) fennéll. (0 pont)
Ha viszont 5 t n, akkor (25,n) = 1, mert 25-nek és n-nek nincs kozos primosztéja. (1 pont)
©0(25) = p(5%) = 5% — 5! = 20 a tanultak szerint. (1 pont)
Igy az Euler-Fermat tételt n-re és 25-re alkalmazva: n?® =1 (mod 25). (1 pont)
A kapott kongruenciat 10-edik hatvanyra emelve, majd mindkét oldalt n-nel szorozva n?*® =1 (mod 25),
majd n*' =n  (mod 25) valoban kovetkezik minden 5t n esetben. (1 pont)

A fentieket 6sszegezve tehdt azt kaptuk, hogy n*™' =n (mod 275) pontosan azokra az n egészekre nem

teljesiil, amikre 5 | n és 25 { n. Ezeknek a szama 1 és 275 kozott 55 — 11 = 44 (mert az 5-tel oszthato n-ek
szdma 55, a 25-tel oszthatoké pedig 11). Igy azon n-ek szama 1 és 275 kozott, amikre a n?*' =n  (mod 275)
fennall: 275 — 44 = 231. (1 pont)
Ha egy megoldé csak addig jut el, hogy az Euler-Fermat tétel kozvetlen alkalmazasaval (és a kapott kong-
ruencia n-nel valé beszorzasdval) kideriti, hogy n** =n (mod 275) teljesiil minden olyan n-re, amire
(n,275) = 1, akkor ezért a részeredményért 2 pontot kaphat (annak ellenére is, hogy ez a gondolat énma-
gaban nem tekinthetd egy teljes értékii megoldas elsé érdemi 1épésének). Természetesen ez a 2 pont sem jar
akkor, ha a megoldo elfelejtkezik az (n,275) = 1 feltételrdl és igy azt hiszi, hogy a kongruencia minden n-re
igaz. Ha pedig egy megold6 abban az értelemben hasznélja rosszul az Euler-Fermat tételt, hogy tévesen
azt hiszi, hogy (n,275) = 1 sziikséges és elégséges feltétele a feladatbeli kongruencia teljesiilésének (és igy
példaul ¢(275)-6t gondolja a megfelelé n-ek szaméanak), az ebbdl a 2 pontbdl csak 1-et kaphat meg.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi itmutato
2024. november 26.

Altaladnos alapelvek.

A pontozéasi utmutatod célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az utmutaténak nem
célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré
megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szerepld ismeretek, definicidok, tételek puszta leirdasa azok alkalmazéasa nélkil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan Otletért, gondolatért, amely egy megoldasban érdemi szerephez juthat
és amelybol a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldéasa volna
kaphaté. Ha egy megoldé egy feladatra tobb, egymastdl 1ényegesen kiillonb6z6 megoldast is elkezd, akkor
legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy
helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiitk. Ha azonban tobb
megoldasi kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazé is, tovabba a dolgozatbo6l nem dertl ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszdm 0).

Az atmutatoban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttdl
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Legyen V = (b, by) az alabbi, R-beli by, b, vektorok generélt altere.

a) Mutassuk meg, hogy B = {b;, by} bazis V-ben.

b) Létezik-e olyan v € V vektor, amire [v]p = a? Ha igen, adjuk meg v-t. ([v]p a v vektor B bazis
szerinti koordindtavektorat jeldli.)

a) A by, by rendszer linedrisan fiiggetlen, mert nem létezik olyan A skalar, amivel az egyikiiket megszorozva
a masikat kapnank. (Val6ban: példaul A\b; = b, esetén az els6 harom koordinata ésszehasonlitasabol A = 2

ad6dna, ami viszont az utols6 koordindtakra nem miikodik.) (2 pont)
by, by nyilvan generdtorrendszert alkot V-ben, mert V' = (by, by). (1 pont)
Igy definicié szerint by, b, valéban bazis V-ben. (1 pont)
b) A koordinatavektor definicidja szerint [v|p = a azt jelenti, hogy v = 2b; — b,. (3 pont)
Ezt kiszémitva: v = (0,0,0,1)7. Igy erre a v-re [v]p = a valéban igaz (és v az egyetlen ilyen). (3 pont)

« sz

akkor ezért a meglatasért 1 pont adhaté — de persze csak akkor, ha ezzel a feladatra adott 6sszpontszam
nem haladja meg a 10-et.

2. A p valés paraméter minden értékére dontsiik el, hogy az aldbbi egyenletrendszer megoldhaté-e és ha
igen, adjuk is meg az Gsszes megoldasat.

Try — 4$3 =3

QZEI — 81’3 + 51‘4 - 101‘5 = 26

51‘1 - 2!172 - 26I3 + 2!174 = 13
—3:81—35132+3£E3+6334 +p-xr5 = 0

1
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A Gauss-eliminaciét alkalmazva a kovetkezoket kapjuk:

1 0 —4 0 01 3 1 0 —4 0 0 3
2 0 -8 5-10126 0O 0 0 5-10] 20
5 -2 -2 2 0131710 -2 -6 2 o0|-2|"
-3 -3 3 6 p |0 0 -3 -9 6 p 9
1 0 —4 0 0 3 1 0 -4 0 0] 3
0 -2 —6 2 0| =2 0 1 3 -1 01
0 0 0 5-10] 20 |~ 0 o 0 5 -10 120 |~
0 -3 -9 6 »p 9 00 0 3 p|12
1 0 -4 0 0 3
0 1 3 -1 0 1
0o0 0 1 -2 |4 |~ (2 pont)
00 0 0 p+6]0

Ha p # —6, akkor a negyedik sort (p+ 6)-tal osztva kapjuk a lépcsés alakot, majd az elimindciét a masodik
fazissal folytatva (tovabbi két elemi sorekvivalens 1épés utdn) a redukalt 1épesds alakot:

1 0 —4 0 013 1 0 -4 0 013

0 1 3 -1 011 0 1 3 0 0|5

00 o0 1 24| oo 01 04 (1+1 pont)

0 0 0 0 110 0 0 0 0 1|0
gy a p # —6 esetben végtelen sok megoldds van: z3 = a € R szabad paraméter és z; = 3+4a, 5 = 5—3a,
Ty =4 és x5 = 0. (2 pont)
Ha viszont p = —6, akkor a negyedik sor csupa nulla sor, igy ezt elhagyva kapjuk a 1épcsos alakot, majd
(tovabbi egy elemi sorekvivalens 1épés utan) a redukalt 1épcsés alakot:

1 0 —4 0 013 1 0 -4 0 03

0 1 3 -1 0|1 |~ 0 1 3 0 —-215 (141 pont)

0 0 0 1 -2 |4 0 0 0 1 —-2|4
Igy a p = —6 esetben is végtelen sok megoldds van: 3 = o € R és 25 = 8 € R szabad paraméterek és
1 =3+4a, 20 =5—3a+ 20 és xy =4+ 20. (2 pont)

A szamolasi hibak — egyébként elvileg j6 megoldés esetén — darabonként 1 pont levonast jelentenek. Ha a
hiba kévetkeztében a megoldds konnyebbé valik, akkor csak a fentieknek 1ényegében megfeleltethetd része-
kért adhaté pont. Igy példdul, ha egy elszdmolds kovetkeztében az elsé 2 pontot (persze helyes szamolas
esetén) éré rész végén a negyedik sorban a jobb oldalon egy nemnulla érték jelenik meg és ezért a megoldd
arra az (ez alapjan helyes) kévetkeztetésre jut, hogy a p = —6 esetben nincs megoldas, az a pontozas
szerinti utolsé 1+ 1 + 2 pontbdl csak 1-et kaphat meg (az elsét). Ha egy megoldé (akar helyes) szamité-
sokat végez (példaul egy ismeretlent kifejez, behelyettesit, stb.), de ezek nem célratoréek, nem mutatjak
egy helyes megoldas irdnyét, azért csak nagyon kevés pont (maximum 2-3) adhat6 az elvégzett munka
hasznossagatol fiiggden.

3. Futtassuk a Gauss-eliminaciénak a determinéns kiszamitasara szolgalo -2 -6 -10 0
valtozatat a jobbra lathaté bemenetre és adjuk meg a determinans érté- 1 3 2 0
két. (A feladat tehat nem csupén a determinans értékének a kiszamitasa, -3 -9 -l =2
hanem a tanult algoritmus futtatdsa és annak dokumentalasa.) ¢ 13 22—l

X ok ok ok ok

Az algoritmust a tanultak szerint futtatva:

-2 —6 —-10 O 13 5 0 13 5 0 135 0
1 3 2 0 00 -3 0 01 2 -1 01 2 -1
3 =9 —14 2|~ o0 1 27200 1 —2|=%|00 1 —2| (Tront)
4 13 22 -1 01 2 -1 00 -3 0 000 -6
A kapott fels6haromszog-matrix determindnsa (a féatlébeli elemek szorzata, vagyis) —6 (2 pont)
gy az eredeti métrix determindnsa (vagyis az algoritmus kimenete): —12. (1 pont)

Minden, a megoldast érdemben nem befolyasolé szamolasi hiba 1 pont levonast jelent. A determinansra
vonatkozo egyes alapismeretek teljes vagy részleges hianyaboél fakadoé elvi hibak viszont darabonként 4
2



pont levonast jelentenek. Ilyen példaul, ha a megold6 egy sor konstanssal szorzasa, vagy sorok cseréje utan
nem, vagy hibasan koveti a determindns megvaltozasat. Ha egy megoldé nem pontosan koveti a tanult
algoritmust (példaul leosztéas helyett az els6 két sor cseréjével kezdi a szamoldst), az — helyesen végigvitt
szamolast feltételezve is — ugyanilyen elvi hibdnak mindsiil, igy (darabonként) 4 pont levondst jelent
alkalmazdsa nem ér pontot (még hibatlan szamolds esetén sem). Ha esetleg egy megold6 a kifejtési tétel
alkalmazdsa utédn a kapott 3 x 3-as matrixok determinansat Gauss-eliminaciéval (vagy annak a lépéseivel)
hatarozza meg (és ezaltal demonstralja a feladat megolddsahoz sziikséges ismeretek meglétének legalabb
egy részét), az — helyes szdmolast és eredményt feltételezve is — legfljebb 4 pontot kaphat.

4. Létezik-e a p valos paraméternek olyan értéke, amire a jobbra lathatdo A mat- A= ( p 5 >

rixnak van inverze és A~! = A? Ha igen, adjuk meg p minden ilyen értékét. -3 -p
Xk % %k

Els6 megoldas. A~! = A az inverz métrix definiciéja szerint azt jelenti, hogy A- A = E. (3 pont)
2 _

Elvégezve a métrixszorzdst: A> = A- A = < b 0 o P2 9 15 ) (3 pont)

Igy A2 = E (vagyis A~' = A) pontosan akkor teljesiil, ha p*> — 15 = 1, (3 pont)

azaz p = 4 vagy p = —4. (1 pont)

Masodik megoldas. A 2 x 2-es méatrixok determindnsarél tanultak szerint det A = 15 — p?. (1 pont)

Igy a tanult tétel szerint A~! pontosan akkor létezik, ha 15 — p? # 0, vagyis ha p # 4+/15. (1 pont)

A~ let a tanult médon, Gauss-elimindciéval szamitjuk ki, elészor a p # 0 esetben:

(5 218 0~Ch ol =5 Pl i)

3/p 1 0 1 3/157;)2 10/15*])2
1 0| —Plis—p> —B/15-p?
< 0 1 3/15_]; p//15_pz > (3 pont)
A tanultak szerint A~! a fenti, a vonaltél jobbra esé méatrix. (1 pont)
Igy az A~! = A feltételbél sorra a —p/15-p> = p, ~5/15-p2 = 5, 3/15-p> = —3, végiil a p/15-p> = —p egyenletek
adodnak. (1 pont)
Ezeket rendezve (tovabbra is a p # 0 feltétel mellett) mind a négy esetben a p? = 16 egyenletet kapjuk.
fgya A" = A ap=4vagy p= —4 esetekben teljesil. (1 pont)

A p = 0 esetre kiilon elvégezve a szamolast:

0510N—3001N100—1/3 (1 pont)
-3 0|0 1 0 5/1 0 0 1]Ys 0 pon
A és A1 bsszevetésébdl 1athaté, hogy p = 0-ra A~! = A nem 4ll fenn, (1 pont)
figy végiil is A™' = A pontosan a p = 4 vagy p = —4 esetekben teljesiil. (0 pont)

A fenti pontozas szerinti els6 1+ 1 pont megszerezhetd gy is, ha A~! létezésének a feltételét az elimindcid
futtatasabol nyeri a megoldé. (Sét, p # 4+/15 konkrét kiszdmitésa helyett elegendé az eliminécié megfeleld
pontjan azt mondani, hogy —p+ 15/p = 0 esetén A~! nem létezik, igy ezzel az esettel nem kell foglalkozni.)
Ha azonban egy megoldas az inverz létezésének a kérdésével egyaltalan nem foglalkozik, az az els6 1 + 1
pontot elvesziti. Hasonldéan, a pontozéas szerinti utolsé 1 4+ 1 pont megszerezhetd tgy is, ha a megoldd a
p = 0 eset kiilon targyaldsa helyett az inverz meghatarozasara szolgald eliminaciét a két sor cseréjével
kezdi (akkor is, ha ezt minden kiilon indoklds nélkiil teszi) és ezzel elkertili az esetszétvalasztast.

5. A 10 x 20-as A matrix elsé tiz oszlopa altal alkotott 10 x 10-es matrixot jelolje A, az A utolsé tiz
oszlopa altal alkotott 10 x 10-es métrixot pedig jelolje As. Tudjuk, hogy r(A;) = 2 és r(Ay) = 3. Dontsiik
el, hogy az aldbbi allitdsokra melyik all fenn a kovetkezo lehetoségek koziil: az allitas biztosan igaz; vagy
az allitds biztosan hamis; vagy az allitas lehet igaz és hamis is (A vélasztasatél figgden). (Dontéseinket
természetesen indokoljuk.)

a) 1(A) > 6 b) r(4) > 4

* ook ok ok X

a) Az 4llitas (biztosan) hamis. Tegyiik fel ugyanis indirekt, hogy r(A) > 6. (0 pont)
Ekkor (az oszloprang definiciéja szerint) A oszlopai koziil kivalaszthatunk 6 darabot tigy, hogy ezek line-
arisan fliggetlen rendszert alkotnak. (1 pont)

3



Mivel 6 > 2+ 3, ezért a kivalasztott 6 oszlop koziil vagy legalabb 3 tartozik A; oszlopai k6zé, vagy legalabb
4 tartozik As oszlopai kozé. (1 pont)
Mivel egy linearisan fliggetlen rendszer minden része is az, ezért mindkét esetben ellentmondasra jutunk:
vagy azért, mert A; oszlopai kozil kivalaszthat6 legaldbb 3 linedrisan fiiggetlen (ellentmondésban azzal,
hogy 1(A;) = 2); vagy pedig azért, mert A oszlopai koziil kivdlaszthat6 legaldbb 4 linedrisan fiiggetlen

(ellentmondésban azzal, hogy 1(A4s) = 3). (2 pont)
Ez az ellentmondas tehat bizonyitja, hogy r(A) > 6 hamis. (0 pont)
b) Az allitas lehet igaz és hamis is. (0 pont)

Ennek megmutatasdhoz elészor olyan példat mutatunk, amikor az allitas igaz. Legyen példaul A az a
matrix, aminek az elso nyolc és utols6 hét oszlopat csupa 0-kkal toltjiik ki, a 9-13. oszlopaiban pedig sorra az
R-beli standard bazis ey, . . ., e5 vektorai allnak (vagyis a 10 x 10-es egységmatrix els6 5 oszlopa).(0 pont)
Megmutatjuk, hogy ekkor r(A;) = 2 és 1(Ay) = 3 valéban igaz, emellett 1(A) = 5. Ez mindhdrom esetben
belathato példaul tgy, hogy a matrixoknak elhagyjuk a csupa nulla oszlopait, majd a kapott matrixnak
elhagyjuk a csupa nulla sorait. Ezek a lépések a tanultak szerint a rangot nem valtoztatjak. (1 pont)
Mivel ezzel mindhdrom esetben egy-egy egységmatrixot kapunk eredményiil (sorra 2 X 2-es, 3 X 3-as,
illetve 5 x 5-0s méretben), vagyis egy 1épcsés alaki méatrixot, ezeknek a rangja valéban a soraiknak (avagy
a vezéregyeseiknek) a szama (vagyis sorra 2, 3, illetve 5). (2 pont)
Most olyan példat mutatunk, amikor az allitas hamis. Ilyet nyerhetiink példaul az imént leirt matrixbol
tigy, hogy annak a 11-13. oszlopaiban e, ey, e5 € RV helyett az R'%beli standard bazis e;, ey, e5 vektorait
szerepeltetjik, de a matrix 0sszes tobbi oszlopat valtozatlanul hagyjuk. (0 pont)
Ekkor 1(A;) = 2 és r(Ay) = 3 az iméntivel azonos médon indokolhatd. (1 pont)
r(A) kiszamitdsdhoz pedig ismét hagyjuk el a csupa nulla oszlopokat és a keletkezé matrix csupa nulla
sorait. A kapott 3 x 5-6s matrix ismét 1épcsés alaku (aminek a vezéregyesei sorra az elsé, masodik, illetve
az 6todik oszlopaban vannak). Igy a korabbiakhoz hasonléan r(A) = 3. (2 pont)
Természetesen szamtalan mas j6 példa mutathaté arra is, hogy r(A) > 4 igaz és arra is, hogy nem az.
Ezeknek a pontozdsa minden esetben ugy alakul, hogy a konkrét példak megadasa onmagaban nem ér
pontot, a helyességiiknek az indoklasa pedig 3—3 pontot ér. Részpontszam csak akkor adhaté, ha a megoldd
vilagossa tette a célkitiizését — vagyis hogy az allitas igaz vagy hamis voltara kivan példat mutatni — és a
példaja ennek a célkit{izésnek valéban megfelel. Igy tehdt nem adhaté részpontszdm énmagéban arra, ha
a megoldé egy altala megadott 10 x 20-as A métrixra meghatdrozza r(A;), r(As) vagy r(A) értékét. (Ha
viszont ilyen ellendrzésekbol csak utdlag veszi észre, hogy sikeriilt példat mutatnia valamelyik esetre, az
természetesen nem baj, a megfelels részpontszam jar.)

6*. Jelolje M € RY*10 a7t a 10 x 10-es matrixot, aminek a mellékatléjdban — vagyis a jobb felsé sarkatol
a bal alsé sarkaig vezetd atlojaban — minden elem 2-es, M Osszes tobbi eleme pedig 1-es. Adjuk meg az
osszes olyan A € R0 matrixot, amire A - AT = M.

* ok ok ok X

A megoldést det M meghatarozasaval kezdjiik:

11 ... 1 2 211 ...1 211 ...1 1111 ...1
11... 2 1 121 ...1 -1 10 ...0 0 10...0
_ 112 ...1|_ (—1)- -1 01 ... 0] (—1)- 001 ...0=-_171.

L0 TS O N

21 ... 1 1 111 ... 2 -1 00 ... 1 0 00 ...1
Itt elOszor Ot sorcserét végeztiink: az els6t az utolsoval, a maésodikat a 9-edikkel, stb. Ez minden
alkalommal az ellentettjére valtoztatta a determinanst. Majd az elso sort kivontuk a tobbi kilenchbol, végiil
az elso oszlophoz hozzdadtuk a tobbi kilencet. Az utébbi 1épések a determinans értékét nem befolyasoltédk,
gy det M = —11. (3 pont
A determinénsok szorzastétele szerint M = A - AT-bol det M = det A - det AT kévetkezik. (

Mivel egy szintén tanult tétel szerint det A = det A7, (
mindezekb6l —11 = det M = (det A)? adddik. (3 pont
Ez nyilvan ellentmondas (hiszen det A valés szam), gy ilyen A métrix nem létezik. (



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Pétzarthelyi feladatok — pontozasi utmutatéd
2024. november 15.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutatod célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az utmutaténak nem
célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot ér6
megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy 4ttekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szereplo ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, gondolatért, amely egy megoldasban érdemi szerephez juthat
és amelybol a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna
kaphaté. Ha egy megoldo egy feladatra tobb, egymastél lényegesen kiillonb6zo megoldast is elkezd, akkor
legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy
helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré megoldéskezdeményt értékeljiitk. Ha azonban tobb
megoldasi kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazé is, tovabba a dolgozatbd6l nem dertil ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az ttmutatéban szereplo részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az dtmutatoban leirttol
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Hany olyan szam van 1 és 10000 kozott, mely oszthatd 7-tel és 8-cal is, a 22-vel vett osztasi maradéka
pedig 107

* ok ok ok ok

Mivel (7,8) = 1, ezért egy szam akkor és csak akkor oszthatd 7-tel és 8-cal is, ha oszthat6 56-tal. (1 pont)
Vagyis a feladat feltételeib6l n =0 (mod 56) és n = 10 (mod 22) adédik. (1 pont)
A kapott kongruenciarendszert a tanult modszerrel oldjuk meg. Az elsé kongruenciabdl n = 56k kovetkezik
valamilyen k egészre. Ezt a masodikba helyettesitve: 56k = 10 (mod 22), vagyis 12k = 10 (mod 22).

(2 pont)
Mivel (12,22) = 2 | 10, ezért a kongruencia a tanult tétel szerint megoldhat6 (és két megoldésa lesz
modulo 10). (1 pont)

Mindkét oldalt 2-vel osztva: 6k =5 (mod 11), ahol a modulust le kellett osztani (22,2) = 2-vel. Mindkét
oldalt 2-vel szorozva: 12k = 10 (mod 11), vagyis k = 10 (mod 11). A 2-vel val6 szorzas (2,11) = 1 miatt
ekvivalens 1épés volt (vagyis a megoldashalmaz nem véltozott). Tehdt k = 11¢ + 10 valamilyen ¢ egészre.

(3 pont)
Ezt visszahelyettesitve: n = 56(11¢ + 10) = 616¢ + 560. (1 pont)
Mivel ez a szam pontosan akkor esik 0 és 10000 koézé, ha ¢ € {0,1,...,15}, ezért 16 darab olyan szam
van, ami megfelel a feladat feltételeinek. (1 pont)

A linearis kongruencia megoldasakor a lépések ekvivalencidaja helyett hivatkozhatunk arra is, hogy két
megoldast kaptunk modulo 22, nevezetesen a 10-et és a 21-et, és mivel a megoldasok szama kettd mo-
dulo 22, ezért csak ezek lehetnek a megoldasok; illetve természetesen ellenorzéssel is meggyézédhetiink
a kapott megoldasok helyességérol. Ha a fenti megoldasban a kapott eredmény helyességérol a 1épések



ekvivalencidjaval vagy ellendrzéssel gy6zodiink meg, akkor a megoldhatosag tényének, illetve a megoldasok
szamanak az elézetes megallapitasara nincs feltétlen sziikség; igy a fenti pontozas szerinti els6 1 pont az
ilyen (egyébként teljes értékii) megoldasokra is jar.

A linearis kongruenciat természetesen a tanult euklideszi algoritmussal is megoldhatjuk. Ezzel a 2-vel
valé leosztds utén sorra a 11k = 0 (mod 11), 6k = 5 (mod 11), 5k = —5 (mod 11), k¥ = 10 (mod 11)
kongruencidk keletkeznek. Ekkor a 3 pontot éré blokkbdl 1 pontot ér, hogy az eljaras az elsé fazisban 2-vel
leoszt, és 2 pontot ér maga a szamolas. Ha egy megold6 az euklideszi algoritmus elején nem oszt le, akkor
az algoritmus végrehajtasaért legfeljebb 2 pontot kaphat.

2. Legyen n = 1122334455667788. Az eléadason tanult megfelel6 algoritmus alkalmazasaval hatdrozzuk
meg 48n + 12 és 33n + 8 legnagyobb ko6zos osztdjat.

X ok ok ok ok

Az euklideszi algoritmust alkalmazzuk. (Ez a pontszam tehat annak jar, aki felismeri, hogy ezt az algorit-
must kell alkalmazni — akkor is, ha ezt kilén nem irja le.) (2 pont)
A (48n + 12)-t (33n + 8)-cal maradékosan osztva: 48n + 12 =1-(33n + 8) + 15n + 4.

A (33n + 8)-at (15n + 4)-gyel maradékosan osztva: 33n + 8 =2 - (15n + 4) + 3n.

A (15n + 4)-et 3n-nel maradékosan osztva: 15n +4 = 5-3n + 4. (4 pont)
Mivel az n utols6é két szamjegyébol képzett szam 88, ami oszthatd 4-gyel, ezért n is, valamint 3n is
oszthaté 4-gyel. Igy 3n-et 4-gyel osztva a maradék 0. (2 pont)
fgy a legnagyobb kozos oszté (az utols6 nemnulla maradék, vagyis) 4. (2 pont)

3. A p valés paraméter minden lehetséges értékére dontsiik el, hogy az alabbi egyenletrendszerli e és f
egyenesek

a) parhuzamosak-e; b) merélegesek-e.
2—x y—T7 2z2—6 r+9 5—2z
e: = = f: =2y =
4 D 3 2 3

¥ ook ok ok X

a) Az e egyenletrendszerét atalakitva % = % = Zgﬁ adédik, amibol mar kiolvashato e iranyvektora:
ve = (—4;p; 3). (1 pont)
Hasonléan az f egyenletrendszerét atalakitva ‘%9 = % = 2:35/22 adddik, amibdl kiolvashato f iranyvekto-
ra: vy = (2;1/2;-3/2). (2 pont)
Két egyenes pontosan akkor parhuzamos, ha irdnyvektoraik parhuzamosak, vagyis ha v, és v, egymads
(nemnulla) konstansszorosai, azaz ha létezik olyan A € R szdm, hogy v, = A - v;. (1 pont)
Vagyis —4 =2\, p=1/2-\, 3= —-3/2- A, amib6l A = —2 adddik, és innen p = —1. (1 pont)
Tehat a két egyenes akkor és csak akkor parhuzamos, ha p = —1. (1 pont)

b) Két egyenes pontosan akkor meréleges, ha irdnyvektoraik merdlegesek, (
vagyis ha v, - vy = 0. (1 pont
Tehdt 0= —4-2+p-3+3- (=3) = -2 + 2, amibsl p = 25. (
Tehat a két egyenes akkor és csak akkor merdleges, ha p = 25. (

Ha egy megoldé helyteleniil irja fel az irdnyvektorokat, akkor az irdnyvektorok meghatarozasaért jaro
142 pont elvesztése utan a tovabbi részpontszamokat még megkaphatja. Ha azonban a hiba kovetkeztében
a megoldas konnyebbé valik, akkor csak a fentieknek lényegében megfeleltetheto részekért adhatéd pont.

4. Legyenek u és v az aldbbi R¥-beli vektorok. Hatdrozzuk meg az (u,v) generalt altér osszes olyan
elemét, aminek az elso és a harmadik koordinataja azonos, a negyedik koordinataja pedig 5-tel nagyobb a
masodiknal.
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Legyen z egy ilyen vektor. Ekkor z € (u,v) azt jelenti, hogy z kifejezheté u-bdl és v-b6l linedris kombind-
cidval, vagyis léteznek olyan «, 8 skalarok, hogy a-u+ v = 2. (3 pont)
Ekkor a miiveleteket elvégezve a kovetkezot kapjuk:

200 — 8
B a
== s
—a+ 30
(2 pont)
Vagyis a feladat feltételei szerint a kovetkez6 egyenletrendszert kapjuk.
20 -0 =0
—a+38=a+5 (2 pont)
Az elsd egyenletbdl o = 8 adddik. Ezt a mésodikba behelyettesitve o = 3 = 5. (1 pont)
Igy az (u,v) generdlt altérnek az egyetlen, a feltételeknek megfelelé eleme a z = (5;5:5;10)T vektor.
(2 pont)

5. Legyenek a, b, ¢, d olyan R™-beli vektorok, melyekre az a, b, ¢ rendszer linearisan fiiggetlen, de az a,b,d
linearisan o6sszefiiggd. Dontsiik el, hogy az alabbi harom allitas koziil melyik teljestl.
— Az a, b, ¢ + d rendszer biztosan linearisan fiiggetlen.
— Az a, b, ¢+ d rendszer biztosan linearisan Osszefliggo.
— Az a, b, c+d rendszer lehet linearisan fliggetlen és lehet linearisan 6sszefliggé is az a, b, ¢, d vektorok
valasztasatol fiiggden.

% * * * *
Megmutatjuk, hogy az a, b, ¢ + d rendszer biztosan linearisan fliggetlen.

1. megoldas.

Mivel az a, b, ¢ rendszer linearisan fiiggetlen, ezért az a, b rendszer is az. (1 pont)
Mivel azonban az a, b, d rendszer mar linedrisan 0sszefiiggd, ezért az ijonnan érkez6 vektor lemmaéja szerint
d € {(a,b), azaz léteznek olyan «,  skaldrok, hogy a-a+ 3 -b=d. (2 pont)
Tegytik fel, hogy A1 -a+ Ay - b+ A3+ (¢c+ d) = 0 teljestl valamilyen Aj, Ay, A3 skalarokra. (1 pont)

Behelyettesitve ebbe a d = - a + [ - b Osszefliggést, majd atrendezve az egyenletet

(M+X3-a)-a+N+A3-8)-b+A3-c=0

adodik. (2 pont)
Mivel az a,b,c vektorok linedrisan fiiggetlenek, ezért ez csak ugy lehetséges, ha (A + A3 - a) = 0 és
Aa+ A3 =046 A3 =0. (2 pont)
Ebbél azonnal adédik, hogy Ay = 0 és Ay = 0 is teljesiil. (1 pont)
Igy az a, b, ¢+ d vektorok egy linedris kombinaciéja akkor és csak akkor lehet a nullvektor, ha mindhdrom
egyiitthatd 0, igy az eléadason tanult tétel szerint a vektorok linearisan fiiggetlenek. (1 pont)

2. megoldas.
Indirekt tegyiik fel, hogy az a, b, ¢ + d rendszer Osszefliggo.



Mivel az a, b, ¢ rendszer linedrisan fiiggetlen, ezért az a, b rendszer is az. (1 pont)
Mivel azonban az a, b, ¢ + d rendszer mar linearisan Osszefliggd, ezért az jonnan érkezo vektor lemmaéja

szerint ¢ + d € (a, b). (2 pont)
Hasonléan, mivel az a, b, d rendszer is linearisan 6sszefiiggod, ezért az tjonnan érkezo vektor lemmaja szerint
d e (a,b). (2 pont)
Mivel minden altér zart az osszeadasra és a skaldrral valé szorzésra, ezért ekkor —d € (a,b), és igy
c=(c+d)+(-1)-d € (ab), (3 pont)
ami ellentmond annak, hogy az a, b, ¢ vektorok linearisan fiiggetlenek. (2 pont)

Tehat az a, b, ¢ + d rendszer valéban linearisan fliggetlen.

6%*. Legyenek a és b egymashoz relativ prim, pozitiv egész szamok. Mennyi maradékot ad az a¥#® 4 p#(@
szam ab-vel osztva?

X ok ok ok ok

Tekintsiik az a?® + b9@ szadm a-val, illetve b-vel vett osztdsi maradékat.

Nyilvdn a#® = 0 (mod a) és b*» =0 (mod b). (1 pont)
Mivel (a,b) = 1, ezért az Euler-Fermat-tétel szerint a¥® =1 (mod b) és b¥(*) =1 (mod a). (1 pont)
Vagyis a?® +b¥(4) =0+ 1 =1 (mod a) és a®?® + ¥ =14+ 0=1 (mod b). (2 pont)
Igy a kongruencia ekvivalens definiciéja szerint a®® + b#(®) — 1 oszthaté a-val és b-vel is, (3 pont)
tehét (a,b) = 1 miatt a®® + b9(@) — 1 oszthaté ab-vel is. (2 pont)
Vagyis a a?® + ¥ szam 1 maradékot ad ab-vel osztva. (1 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Pétzarthelyi feladatok — pontozasi utmutatéd
2024. december 9.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az utmutaténak nem
célja a feladatok teljes értékit megoldasanak részletes leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré
megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az atmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodd gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szereplo ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, gondolatért, amely egy megoldasban érdemi szerephez juthat
és amelybol a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldéasa volna
kaphaté. Ha egy megoldo egy feladatra tobb, egymastél lényegesen kiilonb6zo megoldast is elkezd, akkor
legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy
helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb
megoldasi kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazé is, tovabba a dolgozatbo6l nem dertl ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszédm 0).

Az atmutatoéban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Az R%-beli V altér alljon azokbdl a vektorokbdl, melyeknek @1, zs, 23, 24

koordinataira teljestil, hogy x; — x5 + x3 — x4 = 0. Hozza lehet-e venni a 1 (1)

jobbra lathato vektorokhoz néhany tovabbi vektort gy, hogy bazist kapjunk u=111p =11

V-ben? Ha igen, akkor hanyat? (Azt nem sziikséges bebizonyitani egy teljes 1 0

értékii megoldéashoz, hogy V' val6ban altér.)

X ok k% %

Nyilvdn u,v € V. (1 pont)

Az u,v vektorrendszer linearisan fliggetlen, mert a két vektor kozil egyik sem skalarszorosa a masiknak.
(1 pont)

Tehat a tanultak szerint az u, v rendszer kiegészithetd V' egy bazisava. (2 pont)

Tekintsiik a w = (0,0,1,1)" vektort. Megmutatjuk, hogy az u, v, w rendszer V egy bazisa. Ehhez azt kell

belatnunk, hogy ez a harom vektor linedrisan fliggetlen és V' egy generatorrendszerét alkotja. (0 pont)

Tegyiik fel, hogy a-u+ 3 -v+ v -w = 0 teljestl valamilyen «a, 5,7 € R skalarokra. Behelyettesitve az
u, v, w vektorokat és elvégezve a miiveleteket a kdvetkezo linedris egyenletrendszerre jutunk:

a =0

a+p =0

at+B+y =0

a+y =0
Az els6é egyenletbdl a = 0, amit a masodikba, illetve a negyedikbe beirva § = 0, illetve v = 0 adddik.
(1 pont)
fgy a tanultak szerint u, v, w linedrisan fiiggetlenek (mert au+ Sv+~yw = 0 csak az a« = f = = 0 esetben
lehetséges). (1 pont)

Ahhoz, hogy belassuk, hogy az u, v, w vektorok V' egy generatorrendszerét alkotjak, azt kell megmutatnunk,



hogy u, v, w € V, valamint tetszbéleges x € V' vektor kifejezheté az u, v, w vektorok linearis kombinacidja-
ként.

Nyilvan w,v,w € V.

Legyen x € V tetszbleges. Ekkor V lefrdsa alapjan z = (x1, 9,73, 71 — 9 + x3)' valamely x1, 7y, 73

szamokra. (1 pont)
Mivel z = 1 - u+ (2 — 1) - v + (x3 — x2) - w, ezért x valéban kifejezheté az w, v, w vektorok linedris
kombinacidjaként. (1 pont)

Tehat az u, v, w vektorok V egy béazisat alkotjak.

(Természetesen méas w vektor is lehet jo; ilyenkor az u, v, w rendszer lineéris fliggetlenségének megmutatésa
1 pontot, a generatorrendszerségének beldtasa pedig 2 pontot ér.)

Mivel egy altérben minden bazis azonos elemszamu, ezért az u,v rendszerhez tovabbi egy vektort kell
hozzavenni, hogy V egy béazisat kapjuk. (2 pont)

Az utolsé 2 pont tehat annak a kozléséért és megmutatdsaért jar, hogy csak pontosan 1 tovabbi vektor
hozzavételével kaphatd bazis és mas darabszam nem johet széba.

Az utolsé 6 pont természetesen gy is megszerezhetd, hogy belatjuk, hogy dimV = 3, példaul annak
megmutatasdval, hogy az (1,0,0,1)T, (0,1,0,—1)7, (0,0,1,1)" vektorok egy bazist alkotnak V-ben, majd
a fent leirt médon kovetkeztetiink arra, hogy egy vektorra van sziikség. Ekkor a dimenzié meghatarozasaért
4 pont, a bazis elemszamanak egyértelmiiségére vald hivatkozasért pedig 2 pont jar.

2. a) A p és ¢ valés paraméterek minden értékére adjuk meg az aldbbi egyenletrendszer megoldasainak
szamat.

b) Ha p-nek és g-nak van olyan értéke, amelyre az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa van,
akkor a p és g ezen értékeire adjuk meg az Osszes megoldast.

T — 25(]2 + 51’3 = —4
21’1 - 4l‘2 + 151’3 + 51’4 = —13
Ty + 913 — 2204 = 2
Ty —Oxp+2w3+p-ay = q

* ok ok kX

A Gauss-eliminéciot alkalmazva a kovetkezoket kapjuk.

1 -2 5 0] -4 1 -2 5 0| -4 1 -2 5 0| -4
2 —415 5 |—13 0 0 5 5| —5 0 2 4 -2 6
1 0 9 -2 21710 2 4 -2 61710 0 5 5 5|
1 =5 2 p q 0 -3 =3 p |qg+4 0 -3 =3 p |qg+4

1 -25 0 —4 1 =25 0 —4

0 12 -1 3 0 12 -1 3

~“1o0o 05 5 51710 01 1 -1
0 03 p—3|g+13 0 00 p—=6|g+16 (2 pont)

Ha p # 6, akkor az utolsé sort (p — 6)-tal osztva kapjuk a lépcsés alakot. Mivel minden oszlopban van
vezéregyes (és a redukalt 1épcsos alakig ez mar nem valtozhat meg), ezért ilyenkor a megoldas egyértelmi

(vagyis a megolddsok szdma 1). (2 pont)
Ha p = 6 és g # —16, akkor az utolso sor ,tilos sor”. Ezért ilyenkor nincs megoldés. (1 pont)
Ha p = 6 és ¢ = —16, akkor az utolsé sor csupa nulla sor, ezért ilyenkor a lépcsés alakot ennek az
elhagyasaval kapjuk. (1 pont)

Innen a Gauss-eliminaciét folytatva kapjuk a redukalt 1épcsos alakot.

1 =25 0|4 1 =20 =5| 1 100 —11
o 12 -1 3)]~10 10-3] 5]~1010 -3
-1 001 1

0 01 1| -1 0 01 1

11
5
-1



(1 pont)
gy ha p = 6 és ¢ = —16, akkor végtelen sok megoldés van: (1 pont)
x4 = a € R szabad paraméter és v1 = 11 + 1la, 20 =5+ 3a, x4 = —1 — a. (2 pont)

A szdmolasi hibak — egyébként elvileg j6 megoldas esetén — darabonként 1 pont levondst jelentenek. Ha
a hiba koévetkeztében a megoldas konnyebbé valik, akkor csak a fentieknek lényegében megfeleltethetd
részekért adhat6 pont. Ha egy megoldd (akar helyes) szamitdsokat végez (példaul egy ismeretlent kifejez,
behelyettesit, stb.), de ezek nem célratoréek, nem mutatjék egy helyes megoldds iranyét, azért csak nagyon
kevés pont (maximum 3) adhaté az elvégzett munka hasznossagatél fuggben.

-1 010
3. Szamitsuk ki a jobbra lathaté determindns értékét a determinans definicija szerint. 738 5
(A megolddsban tehét ne hasznéljunk semmilyen, a determindnsra vonatkozé tételt 900 2
vagy azonossagot, pusztan a definiciéra alapozva hatarozzuk meg az értékét.) 4050

* ok ok ok %

« /s

két nemnulla szorzat szerepel. (1 pont)
Ha ugyanis nemnulla szorzatot szeretnénk kivalasztani, akkor a mésodik oszlopbdl csak a 3-at valaszt-
hatjuk, igy a negyedik oszlopbdl a 2-t kell valasztanunk. Vagyis az elsé oszlopbdl vagy a (—1)-et, vagy a
4-et kell valasztanunk. Az el6bbi esetben a harmadik oszlopbdl az 5-6t, az utébbi esetben pedig az 1-et
kell valasztanunk, igy csakugyan két nemnulla szorzatunk lesz, mégpedig a (—1)-3-2-5ésaz 1-3-2-4.

(2 pont)
Az ezekhez tartozé permutiaciok rendre az 1,2,4, 3, illetve a 3,2,4, 1. (1 pont)
Ezek kozil az els6 inverzidszama 1, mivel ebben a permutdciéban csak a 4 és a 3 4ll inverziéban, (1 pont)
a masodiké 4, mivel ebben a permutédciéban az inverziéban &allé elemparok (3,2), (3,1), (2,1) és (4,1).

(1 pont)
A (—1)-3-2-5 szorzatot tehat negativ eléjellel kell figyelembe venntink, mivel a hozza tartozé permutacié
inverzidszama pératlan, (1 pont)
a l-3-2-4 szorzatot pedig pozitiv el6jellel, hiszen a hozzad tartozd permutéacié inverzidszama péaros.
(1 pont)
A determinans értéke tehat —(—1)-3-2-5+1-3-2-4 =30+ 24 = 54. (2 pont)

4. A 2 x 4-es A métrixrél tudjuk, hogy A - AT = 0. Hatdrozzuk meg az AT - A matrixot. (Itt a 0 a
nullmatrixot jeloli, vagyis azt a matrixot, aminek minden eleme nulla.)

* ok ok ok X

Legyen
a b cd
A= i)

Ekkor az A - AT métrix f64tlojaban all6 elemek a? + b% + c* + d? és e® + f2 + g> + h2. (3 pont)
Mivel A - AT a nullmatrix, ezért a®> + 0>+ 2+ d?> =0és e + f2+ ¢> + h? = 0, (2 pont)
ami csak ugy lehetséges, haa =b=c=d=e = f =g =h =0, azaz A éppen a 2 X 4-es nullmatrix.

(3 pont)
fgy AT - A a 4 x 4-es nullmétrix. (141 pont)

Ha egy megold6 paraméteresen kiszamolja az A - AT matrixot és azt egyenlévé teszi a nullmdatrixszal, de
a feladat megoldasahoz tovabbi érdemi lépéseket nem végez, akkor ezért legfeljebb 3 pontot kaphat.

-3 -6 0 3 6
5. Legfeljebb hanyat lehet kivilasztani a jobbra lathaté méatrix oszlopai 2 5 1 -2 -1

koziil igy, hogy a kivalasztott oszlopok linearisan fiiggetlenek legyenek? ;1 g % (1) _?



x ok ok ok ok

A keresett érték a matrix oszloprangja, azaz a matrix rangja. (3 pont)
A rangot a tanultak szerint Gauss-eliminacioval hatarozzuk meg.

-3 -6 0 3 6 1 2 0 -1 -2 120 -1 -2
2 5 1-2-1| [o 1 1 0 3| [o11 0 3]
4 9 1 097" l0o 1 1 417" 000 4 4]~
-2 -6 -2 -1 1 0 -2 -2 -3 -3 000 -3 3
120 =1 =2 120 -1 -2
011 0 3
=T =r| 011 0 3
000 1 —1 000 1 —1
000 0 O (4 pont)
A kapott matrix 1épcsos alaki, igy a rangja a sorainak (avagy a vezéregyeseinek) a szama: 3. (3 pont)

gy a matrix oszlopai koziil legfeljebb 3-at lehet kivdlasztani tgy, hogy a kivélasztott vektorok linedrisan
fiiggetlenek legyenek.

6*. Legyen A egy (2n) x (2n)-es matrix, ahol n > 2 tetsz6leges. Jelolje rendre Ay, Ay, A3 és Ay az A
matrix bal felsd, jobb felsd, bal also, illetve jobb alsé n x n-es részmatrixat. Dontsiik el, hogy igazak-e az
alabbi allitdsok (minden széba jovo esetben).

a) Ha az Ay, A, A3, Ay matrixok mindegyikének létezik inverze, akkor A-nak is létezik inverze.

b) Ha A3 a nullmatrix, az A; és A, métrixoknak pedig létezik inverze, akkor A-nak is létezik inverze.

* ok ok ok X

a) Az allitds nem igaz minden széba j6v6 esetben. Legyen Aj, Ay, Az és Ay is az n X n-es egységmatrix.

(0 pont)
Az Ay, As, Az és A, matrixoknak létezik inverze, hiszen az egységmatrix inverze 6nmaga. (1 pont)
Az A métrixnak azonban nem létezik inverze, mivel a determinansa O: (1 pont)
az (n + 1)-edik sordbdl az els6t levonva a determindnsa nem valtozik, és egy csupa 0 sort kapunk, igy a
tanultak szerint a determinéns 0. (2 pont)

b) Az allitas igaz. Ehhez elég megmutatni, hogy az A matrix determindnsa nem nulla, hiszen ekkor a
tanult tétel szerint az A matrixnak létezik inverze. (1 pont)
Gauss-eliminacio segitségével hozzuk 1épcsos alakra el6szor az A els6 n sorabol allo részmatrixot, azaz az
(A1 | Ag) részmétrixot. Mivel az A; matrixnak létezik inverze, azaz a determindnsa nem nulla, ezért a
1épcsos alak elsé n oszlopaban lesz vezéregyes. Most Gauss-eliminacio segitségével hozzuk 1épesds alakra az
A utols6 n sordbol allé részmatrixot, azaz a (0 | Ag) részmatrixot. Ekkor a 1épcsés alak els6 n oszlopaban
tovabbra is minden elem 0 lesz, és mivel az Ay matrixnak létezik inverze, azaz a determindnsa nem
nulla, ezért a lépcsos alak utolsdé n oszlopaban lesz vezéregyes. Ekkor az A matrixon a megfelel6 elemi
sorekvivalens 1épéseket elvégezve egy felsé haromszogmatrixot kapunk, aminek a féatlojaban minden elem
L. (3 pont)
Mivel az elemi sorekvivalens lépések nem valtoztatjak meg azt, hogy det A értéke 0 vagy sem, és a kapott
fels6 haromszogmatrix determindnsa a féatlébeli elemeknek a szorzata, ami 1 (vagyis nem 0), ezért det A #
0, (2 pont)
vagyis a tanult tétel értelmében A-nak valoban létezik inverze.

A b) részre jar6 6 pont természetesen megszerezheté annak (hidnytalan) megmutatasaval is, hogy az A
matrixnak az inverze az a (2n) x (2n)-es matrix, melynek bal felsé, jobb felsé, bal also, illetve jobb alsé
n X n-es részmétrixa rendre A7t —A7 A ALY, 0 é6s Ay, ahol 0 az n x n-es nullmétrixot jeloli.



