
Bevezetés a számításelméletbe I.
Zárthelyi feladatok

2024. október 25.

1. Adjuk meg az összes olyan n egész számot 1 és 500 között, aminek a
48-szorosa 1-gyel nagyobb maradékot ad 277-tel osztva, mint maga az n szám.

2. Adjuk meg az összes olyan n egész számot 1 és 2024 között, aminek az
utolsó két számjegye a 6-os és a 8-as számrendszerben is 11.

3. Az S sík tartalmazza a P (8; 1; 6) pontot és az x − 3 = y−4
5 = 3 − z

egyenletrendszerű e egyenest. Metszi-e az S sík az y-tengelyt? Ha igen, hol?

4. Az Rn-beli a, b, c, d vektorokról tudjuk, hogy d ∈ ⟨a, b, c⟩ és a /∈ ⟨b, c, d⟩.
Döntsük el, hogy az alábbi állításokra melyik áll fenn a következő lehetőségek
közül:
(i) az állítás biztosan igaz;

(ii) az állítás biztosan hamis;
(iii) az állítás lehet igaz és hamis is (a, b, c és d választásától függően).

a) d ∈ ⟨b, c⟩ b) b ∈ ⟨c, d⟩
(Döntéseinket természetesen indokoljuk is.)

5. Lineárisan függetlenek-e az alábbi, R4-beli vektorok?
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6*. Hány olyan n egész szám van 1 és 275 között, amire teljesül az
n201 ≡ n (mod 275) kongruencia?

A dolgozatra kérjük jól olvashatóan felírni a következő adatokat: név, Neptun-kód, Neptun
szerinti gyakorlatvezető neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidő 90 perc. A 100%-os eredményhez elegendő 50 pontot
elérni a 60-ból, az összpontszám 50 pont feletti részét IMSc pontként könyveljük el. Az aláírás
megszerzéséhez mindkét zárthelyin legalább 24 pontot kell elérni.

A feladatok megoldását indokolni kell, puszta eredményközlésért nem jár pont. A dolgozat
megírása közben számológép (vagy más segédeszköz) nem használható.



Bevezetés a számításelméletbe I.
Zárthelyi feladatok
2024. november 26.

1. Legyen V = ⟨b1, b2⟩ az alábbi, R4-beli b1, b2 vektorok generált altere.
a) Mutassuk meg, hogy B = {b1, b2} bázis V -ben.
b) Létezik-e olyan v ∈ V vektor, amire [v]B = a? Ha igen, adjuk meg v-t. ([v]B a v

vektor B bázis szerinti koordinátavektorát jelöli.)
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2. A p valós paraméter minden értékére döntsük el, hogy az alábbi egyenletrendszer
megoldható-e és ha igen, adjuk is meg az összes megoldását.

x1 − 4x3 = 3
2x1 − 8x3 + 5x4 − 10x5 = 26
5x1 − 2x2 − 26x3 + 2x4 = 13

−3x1 − 3x2 + 3x3 + 6x4 + p · x5 = 0

3. Futtassuk a Gauss-eliminációnak a determináns kiszá-
mítására szolgáló változatát a jobbra látható bemenetre és
adjuk meg a determináns értékét. (A feladat tehát nem csu-
pán a determináns értékének a kiszámítása, hanem a tanult
algoritmus futtatása és annak dokumentálása.)
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4. Létezik-e a p valós paraméternek olyan értéke, amire a jobbra
látható A mátrixnak van inverze és A−1 = A? Ha igen, adjuk
meg p minden ilyen értékét.
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5. A 10 × 20-as A mátrix első tíz oszlopa által alkotott 10 × 10-es mátrixot jelölje A1,
az A utolsó tíz oszlopa által alkotott 10 × 10-es mátrixot pedig jelölje A2. Tudjuk, hogy
r(A1) = 2 és r(A2) = 3. Döntsük el, hogy az alábbi állításokra melyik áll fenn a következő
lehetőségek közül: az állítás biztosan igaz; vagy az állítás biztosan hamis; vagy az állítás
lehet igaz és hamis is (A választásától függően). (Döntéseinket természetesen indokoljuk.)

a) r(A) ≥ 6 b) r(A) ≥ 4

6*. Jelölje M ∈ R10×10 azt a 10 × 10-es mátrixot, aminek a mellékátlójában – vagyis a
jobb felső sarkától a bal alsó sarkáig vezető átlójában – minden elem 2-es, M összes többi
eleme pedig 1-es. Adjuk meg az összes olyan A ∈ R10×10 mátrixot, amire A · AT = M .

A dolgozatra kérjük jól olvashatóan felírni a következő adatokat: név, Neptun-kód, Neptun szerinti gya-
korlatvezető neve.
Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidő 90 perc. A 100%-os eredményhez elegendő 50 pontot elérni a
60-ból, az összpontszám 50 pont feletti részét IMSc pontként könyveljük el. Az aláírás megszerzéséhez
mindkét zárthelyin legalább 24 pontot kell elérni.
A feladatok megoldását indokolni kell, puszta eredményközlésért nem jár pont. A dolgozat megírása közben
számológép (vagy más segédeszköz) nem használható.



Bevezetés a számításelméletbe I.
Pótzárthelyi feladatok

2024. november 15.

1. Hány olyan szám van 1 és 10000 között, mely osztható 7-tel és 8-cal is, a
22-vel vett osztási maradéka pedig 10?

2. Legyen n = 1122334455667788. Az előadáson tanult megfelelő algoritmus
alkalmazásával határozzuk meg 48n+12 és 33n+8 legnagyobb közös osztóját.

3. A p valós paraméter minden lehetséges értékére döntsük el, hogy az alábbi
egyenletrendszerű e és f egyenesek

a) párhuzamosak-e; b) merőlegesek-e.

e : 2 − x

4 = y − 7
p

= z − 6
3 f : x + 9

2 = 2y = 5 − 2z

3

4. Legyenek u és v az alábbi R4-beli vektorok. Határozzuk meg az ⟨u, v⟩
generált altér összes olyan elemét, aminek az első és a harmadik koordinátája
azonos, a negyedik koordinátája pedig 5-tel nagyobb a másodiknál.
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5. Legyenek a, b, c, d olyan Rn-beli vektorok, melyekre az a, b, c rendszer lineá-
risan független, de az a, b, d lineárisan összefüggő. Döntsük el, hogy az alábbi
három állítás közül melyik teljesül.

– Az a, b, c + d rendszer biztosan lineárisan független.
– Az a, b, c + d rendszer biztosan lineárisan összefüggő.
– Az a, b, c+d rendszer lehet lineárisan független és lehet lineárisan össze-

függő is az a, b, c, d vektorok választásától függően.

6*. Legyenek a és b egymáshoz relatív prím, pozitív egész számok. Mennyi
maradékot ad az aφ(b) + bφ(a) szám ab-vel osztva?

A dolgozatra kérjük jól olvashatóan felírni a következő adatokat: név, Neptun-kód, Neptun
szerinti gyakorlatvezető neve.
Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidő 90 perc. A 100%-os eredményhez elegendő 50 pontot
elérni a 60-ból, az összpontszám 50 pont feletti részét IMSc pontként könyveljük el. Az aláírás
megszerzéséhez mindkét zárthelyin legalább 24 pontot kell elérni.
A feladatok megoldását indokolni kell, puszta eredményközlésért nem jár pont. A dolgozat
megírása közben számológép (vagy más segédeszköz) nem használható.



Bevezetés a számításelméletbe I.
Pótzárthelyi feladatok

2024. december 9.
1. Az R4-beli V altér álljon azokból a vektorok-
ból, melyeknek x1, x2, x3, x4 koordinátáira teljesül, hogy
x1 − x2 + x3 − x4 = 0. Hozzá lehet-e venni a jobbra lát-
ható vektorokhoz néhány további vektort úgy, hogy bázist
kapjunk V -ben? Ha igen, akkor hányat? (Azt nem szük-
séges bebizonyítani egy teljes értékű megoldáshoz, hogy
V valóban altér.)
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2. a) A p és q valós paraméterek minden értékére adjuk meg az alábbi egyenletrend-
szer megoldásainak számát.

b) Ha p-nek és q-nak van olyan értéke, amelyre az egyenletrendszernek végtelen
sok megoldása van, akkor a p és q ezen értékeire adjuk meg az összes megoldást.

x1 − 2x2 + 5x3 = −4
2x1 − 4x2 + 15x3 + 5x4 = −13

x1 + 9x3 − 2x4 = 2
x1 − 5x2 + 2x3 + p · x4 = q

3. Számítsuk ki a jobbra látható determináns értékét a determináns
definíciója szerint. (A megoldásban tehát ne használjunk semmi-
lyen, a determinánsra vonatkozó tételt vagy azonosságot, pusztán a
definícióra alapozva határozzuk meg az értékét.)
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4. A 2×4-es A mátrixról tudjuk, hogy A·A⊤ = 0. Határozzuk meg az A⊤ ·A mátrixot.
(Itt a 0 a nullmátrixot jelöli, vagyis azt a mátrixot, aminek minden eleme nulla.)

5. Legfeljebb hányat lehet kiválasztani a jobbra látható
mátrix oszlopai közül úgy, hogy a kiválasztott oszlopok
lineárisan függetlenek legyenek?
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6*. Legyen A egy (2n) × (2n)-es mátrix, ahol n ≥ 2 tetszőleges. Jelölje rendre A1,
A2, A3 és A4 az A mátrix bal felső, jobb felső, bal alsó, illetve jobb alsó n × n-es rész-
mátrixát. Döntsük el, hogy igazak-e az alábbi állítások (minden szóba jövő esetben).

a) Ha az A1, A2, A3, A4 mátrixok mindegyikének létezik inverze, akkor A-nak is
létezik inverze.

b) Ha A3 a nullmátrix, az A1 és A4 mátrixoknak pedig létezik inverze, akkor A-nak
is létezik inverze.

A dolgozatra kérjük jól olvashatóan felírni a következő adatokat: név, Neptun-kód, Neptun szerinti
gyakorlatvezető neve.
Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidő 90 perc. A 100%-os eredményhez elegendő 50 pontot elérni a
60-ból, az összpontszám 50 pont feletti részét IMSc pontként könyveljük el. Az aláírás megszerzéséhez
mindkét zárthelyin legalább 24 pontot kell elérni.
A feladatok megoldását indokolni kell, puszta eredményközlésért nem jár pont. A dolgozat megírása
közben számológép (vagy más segédeszköz) nem használható.



Bevezetés a számításelméletbe I.

Pótpótzárthelyi feladatok — az ELSŐ zárthelyi pótlására

2024. december 16.

1. Hány olyan n szám van 1 és 10000 között, mely 32-vel osztva 15 maradékot
ad, 38-cal osztva pedig 11-et? Adjuk meg ezen számok közül nagyságrend szerint
a középsőt.

2. Legyenek a, b1, b2, m egész számok és m > 1. Döntsük el, hogy az alábbi ál-
lításokra melyik áll fenn a következő lehetőségek közül: az állítás biztosan igaz;
vagy az állítás biztosan hamis; vagy az állítás lehet igaz és hamis is (a, b1, b2, m
választásától függően). (Döntéseinket természetesen indokoljuk.)

a) Ha az ax ≡ b1 (mod m) és az ax ≡ b2 (mod m) lineáris kongruenciák
megoldhatóak, akkor az ax ≡ b1 + b2 (mod m) lineáris kongruencia is.

b) Ha az ax ≡ b1 · b2 (mod m) lineáris kongruencia megoldható, akkor az
ax ≡ b1 (mod m) és az ax ≡ b2 (mod m) lineáris kongruenciák is.

3. Metszi-e a z-tengelyt az A(1; 0; 2), B(2; 1; 1) és C(5; −2; −4) pontok által meg-
határozott sík? Ha igen, hol?

4. Álljon V azon R4-beli v vektorokból, amikre teljesül, hogy a v, w1, w2 vektor-
rendszer lineárisan összefüggő, ahol w1 és w2 az alábbi vektorok. Így például az
alábbi u vektor V -beli. Döntsük el, hogy V alteret alkot-e R4-ben.
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5. Generátorrendszert alkotnak-e R3-ban az alábbi vektorok?
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6*. Hány olyan a szám van 1 és 2024 között (az 1-et és a 2024-et megengedve),
melyre aφ(1012) ≡ 1 (mod 2024) teljesül?

A dolgozatra kérjük jól olvashatóan felírni a következő adatokat: név, Neptun-kód.
Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidő 90 perc. A 100%-os eredményhez elegendő 50 pontot
elérni a 60-ból, az összpontszám 50 pont feletti részét IMSc pontként könyveljük el. Az aláírás
megszerzéséhez mindkét zárthelyin legalább 24 pontot kell elérni.
A feladatok megoldását indokolni kell, puszta eredményközlésért nem jár pont. A dolgozat megírása
közben számológép (vagy más segédeszköz) nem használható.



Bevezetés a számításelméletbe I.

Pótpótzárthelyi feladatok — a MÁSODIK zárthelyi pótlására
2024. december 16.

1. Létezik-e a jobbra látható b1, v ∈ R4 és
a ∈ R2 vektorokhoz olyan b2 ∈ R4 vektor,
amire B = {b1, b2} bázist alkot a V = ⟨b1, b2⟩
generált altérben, v ∈ V és [v]B = a? Ha
igen, adjuk meg b2-t. ([v]B a v vektor B bázis
szerinti koordinátavektorát jelöli.)

b1 =


1
3
5
7

 , v =


1
0
0
0

 , a =
 3

1



2. a) Döntsük el, hogy az alábbi egyenletrendszer megoldható-e és ha igen, adjuk
is meg az összes megoldását.

b) Cseréljük ki mindhárom egyenletben az egyenlőség jobb oldalán álló számot
nullára és oldjuk meg a feladatot a kapott egyenletrendszerre is.

10x1 + 40x2 + 30x3 + 100x4 = 170
4x1 + 16x2 + 9x3 + 31x4 = 56
2x1 + 8x2 + 11x3 + 35x4 = 50

3. A p valós paraméter minden értékére határozzuk meg a jobbra
látható mátrix determinánsát.


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
4. Határozzuk meg az (A + E)−1 és a B mátrixokat, ha az A és a B · A + B

mátrixok az alábbiak (és E a 3 × 3-as egységmátrixot jelöli).

A =
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5. A k×5-ös (vagyis k sorú és 5 oszlopú) A mátrixról és a b ∈ Rk vektorról tudjuk,
hogy az A · x = b mátrixegyenletnek végtelen sok x megoldása van, de mindegyik
x megoldásnak az első négy koordinátája egyenlő egymással.

a) Előfordulhat-e, hogy k = 4?
b) Előfordulhat-e, hogy k = 3?
c) Előfordulhat-e, hogy k = 2?

6*. A 10 × 10-es A mátrixról tudjuk, hogy A első öt sora lineárisan független és
A első négy oszlopa is lineárisan független. Következik-e ebből (minden szóba jövő
esetben), hogy A utolsó hat oszlopa között van olyan, amit az első négy oszlopához
hozzávéve lineárisan független rendszert kapunk?

A dolgozatra kérjük jól olvashatóan felírni a következő adatokat: név, Neptun-kód.
Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidő 90 perc. A 100%-os eredményhez elegendő 50 pontot
elérni a 60-ból, az összpontszám 50 pont feletti részét IMSc pontként könyveljük el. Az aláírás
megszerzéséhez mindkét zárthelyin legalább 24 pontot kell elérni.
A feladatok megoldását indokolni kell, puszta eredményközlésért nem jár pont. A dolgozat megírása
közben számológép (vagy más segédeszköz) nem használható.



Bevezetés a számításelméletbe I.
Zárthelyi feladatok — pontozási útmutató

2024. október 25.

Általános alapelvek.
A pontozási útmutató célja, hogy a javítók a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az útmutatónak nem
célja a feladatok teljes értékű megoldásának részletes leírása; a leírt lépések egy maximális pontszámot érő
megoldás vázlatának tekinthetők.

Az útmutatóban feltüntetett részpontszámok csak akkor járnak a megoldónak, ha a kapcsolódó gon-
dolat egy áttekinthető, világosan leírt és megindokolt megoldás egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Így
például az anyagban szereplő ismeretek, definíciók, tételek puszta leírása azok alkalmazása nélkül nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leírt tény a megoldásban valóban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az útmutatóban feltüntetett pontszám a fentiek figyelembevételével a megoldónak
(részben vagy egészében) jár-e, teljes mértékben a javító hatásköre.

Részpontszám jár minden olyan ötletért, gondolatért, amely egy megoldásban érdemi szerephez juthat
és amelyből a dolgozatban leírt gondolatmenet alkalmas kiegészítésével a feladat hibátlan megoldása volna
kapható. Ha egy megoldó egy feladatra több, egymástól lényegesen különböző megoldást is elkezd, akkor
legfeljebb az egyikre adható pontszám. Ha mindegyik leírt megoldás vagy megoldásrészlet helyes vagy
helyessé kiegészíthető, akkor a legtöbb részpontot érő megoldáskezdeményt értékeljük. Ha azonban több
megoldási kísérlet között van helyes és (lényeges) hibát tartalmazó is, továbbá a dolgozatból nem derül ki,
hogy a megoldó melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot érő megoldáskezdeményt értékeljük
(akkor is, ha ez a pontszám 0).

Az útmutatóban szereplő részpontszámok szükség esetén tovább is oszthatók. Az útmutatóban leírttól
eltérő jó megoldás természetesen maximális pontot ér, de bizonyítás nélkül csak az előadáson szereplő
tételekre és állításokra lehet hivatkozni.

1. Adjuk meg az összes olyan n egész számot 1 és 500 között, aminek a 48-szorosa 1-gyel nagyobb maradékot
ad 277-tel osztva, mint maga az n szám.

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

A feladat feltételeiből 48n ≡ n + 1 (mod 277). Átrendezve: 47n ≡ 1 (mod 277). (1 pont)
Mivel (47, 277) = 1 (mert 47 prím és 47 ∤ 277), ezért a kapott lineáris kongruencia a tanult tétel szerint
megoldható és 1 megoldása van modulo 277. (1 pont)
Mindkét oldalt 6-tal szorozva: 282n ≡ 6 (mod 277), vagyis 5n ≡ 6 (mod 277). (1 pont)
A 6-tal való szorzás (6, 277) miatt ekvivalens lépés volt (vagyis a megoldáshalmaz nem változott).(1 pont)
Ez 6 ≡ 560 (mod 277) miatt ekvivalens ezzel: 5n ≡ 560 (mod 277). (1 pont)
Mindkét oldalt 5-tel osztva: n ≡ 112 (mod 277), (1 pont)
ahol a modulus (277, 5) = 1 miatt nem változott. (1 pont)
Mivel minden megtett lépés ekvivalens volt, így a kapott n ≡ 112 (mod 277) valóban megoldása a lineá-
ris kongruenciának. (Itt a lépések ekvivalenciája helyett hivatkozhatunk arra is, hogy mivel a megoldások
száma 1 modulo 277, ezért ez csak a 112 lehet, így az valóban megoldás; illetve természetesen ellenőrzéssel
is meggyőződhetünk a 112 helyességéről.) (2 pont)
Így az 1 és 500 közötti számok közül n = 112 és n = 389 felel meg a feladat feltételeinek. (1 pont)
Ha a fenti megoldásban a kapott eredmény helyességéről a lépések ekvivalenciájával vagy ellenőrzéssel győ-
ződünk meg, akkor a megoldhatóság tényének, illetve a megoldások számának az előzetes megállapítására
nincs feltétlen szükség; így a fenti pontozás szerinti második 1 pont az ilyen (egyébként teljes értékű) meg-
oldásokra is jár. A lineáris kongruenciát természetesen a tanult Euklideszi algoritmussal is megoldhatjuk.
Ezzel sorra a 277n ≡ 0 (mod 277), 47n ≡ 1 (mod 277), 42n ≡ −5 (mod 277), 5n ≡ 6 (mod 277),
2n ≡ −53 (mod 277), n ≡ 112 (mod 277) kongruenciák keletkeznek. Ekkor 1 pontot ér az a tény, hogy a
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megoldó az algoritmust alkalmazza (amit nem kell feltétlen megneveznie, elég, ha az alkalmazása révén ezt
egyértelműen demonstrálja); további 2 pontot ér annak az ellenőrzése, hogy az eljárás a tanultak szerint
közvetlenül, az első fázisbeli leosztás nélkül alkalmazható, mert (47, 277) = 1; végül 5 pontot ér maga a
számolás. A hiányzó 2 pont a fenti pontozás szerinti első, illetve utolsó 1 + 1 pont.
2. Adjuk meg az összes olyan n egész számot 1 és 2024 között, aminek az utolsó két számjegye a 6-os és a
8-as számrendszerben is 11.

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

A feladat feltételeiből n ≡ 7 (mod 36) és n ≡ 9 (mod 64) adódik. (3 pont)
A kapott kongruenciarendszert a tanult módszerrel oldjuk meg. Az első kongruenciából n = 36k + 7
valamilyen k egészre. Ezt a másodikba helyettesítve: 36k + 7 ≡ 9 (mod 64). (2 pont)
Mindkét oldalból 7-et levonva a 36k ≡ 2 (mod 64) lineáris kongruenciát kapjuk. (1 pont)
Mivel azonban (36, 64) = 4 ∤ 2, ezért ennek a tanult tétel szerint nincs megoldása. (3 pont)
Így nincs megoldása a kongruenciarendszernek sem, vagyis nem létezik a feltételeknek megfelelő n egész
(1 és 2024 között sem). (1 pont)
Ha egy megoldó a feladat szövegéből adódó kongruenciarendszert nem tudja helyesen felírni és ezért egy
másik kongruenciarendszert old meg, akkor az első 3 pont elvesztése után maradó 7 pontból is csak annyit
kaphat meg, amennyi a fenti megoldásnak megfeleltethető. Így a hibás kongruenciarendszerből adódó
helyes számolásért megadható a pontozás szerint következő 2 + 1 pont. Ha azonban az így kapott lineáris
kongruencia megoldható, akkor annak az (akár hibátlan) megoldásért már nem adható meg a pontozás
szerinti utolsó 3 + 1 pont.
3. Az S sík tartalmazza a P (8; 1; 6) pontot és az x−3 = y−4

5 = 3−z egyenletrendszerű e egyenest. Metszi-e
az S sík az y-tengelyt? Ha igen, hol?

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Az e egyenes egyenletrendszerét x−3
1 = y−4

5 = z−3
−1 alakba írva kiolvasható, hogy e átmegy a Q(3; 4; 3)

ponton és irányvektora a v = (1; 5; −1) vektor. (2 pont)
Mivel S tartalmazza e-t, ezért v párhuzamos S-sel. (1 pont)
Ugyancsak párhuzamos S-sel a −→

QP vektor is, vagyis a p − q = (5; −3; 3) vektor (ahol p és q a megfelelő
pontokba mutató helyvektorokat jelöli). (1 pont)
Így az n vektor akkor lesz normálvektora S-nek, ha merőleges v-re és −→

QP -re is (és n ̸= 0). Ebből v · n = 0
és v ·

−→
QP = 0 következik (a skaláris szorzat definíciója szerint). (1 pont)

Ha n = (a, b, c), akkor ebből (a skaláris szorzat kiszámítására tanultak miatt) a + 5b − c = 0 és
5a − 3b + 3c = 0 adódik. (1 pont)
Ebből például a c = 1 választással az a + 5b = 1, 5a − 3b = −3 egyenletrendszert kapjuk. Az első
5-szöröséből a másodikat levonva 28b = 8, vagyis b = 2

7 ; amiből pedig a = −3
7 . A kapott (−3

7 ; 2
7 ; 1) vektor

helyett annak a (−7)-szeresét választva normálvektornak: n = (3; −2; −7). (1 pont)
Ebből és (például) P -ből már felírhatjuk S egyenletét: 3x − 2y − 7z = −20. (1 pont)
Az y-tengelyen azok a pontok vannak, amiknek az x és z koordinátája 0. Ebből S és az y-tengely metszés-
pontjára a −2y = −20 egyenletet kapjuk. Így S metszi az y-tengelyt, mégpedig a (0; 10; 0) pontban.(2 pont)

4. Az Rn-beli a, b, c, d vektorokról tudjuk, hogy d ∈ ⟨a, b, c⟩ és a /∈ ⟨b, c, d⟩. Döntsük el, hogy az alábbi
állításokra melyik áll fenn a következő lehetőségek közül:

(i) az állítás biztosan igaz;
(ii) az állítás biztosan hamis;

(iii) az állítás lehet igaz és hamis is (a, b, c és d választásától függően).
a) d ∈ ⟨b, c⟩ b) b ∈ ⟨c, d⟩

(Döntéseinket természetesen indokoljuk is.)
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
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a) Az állítás (biztosan) igaz. (0 pont)
Ugyanis d ∈ ⟨a, b, c⟩ miatt léteznek olyan α, β, γ skalárok, amikre d = αa + βb + γc. (1 pont)
Megmutatjuk, hogy itt α = 0. Ha ugyanis α ̸= 0 volna, akkor átrendezéssel az a = −β

α
b− γ

α
c+ 1

α
d egyenletet

kapnánk. (1 pont)
Ebből viszont a ∈ ⟨b, c, d⟩ következne, szemben a feladat állításával. Így α = 0 valóban következik.(2 pont)
Ebből és a fenti egyenletből tehát d = βb + γc, ami valóban bizonyítja a d ∈ ⟨b, c⟩ állítást. (1 pont)

b) Az állítás lehet igaz és hamis is. (0 pont)
Ennek megmutatásához először olyan példát mutatunk, amikor az állítás igaz. Legyen például a és b két,
egymással nem párhuzamos síkvektor (vagyis R2-beli vektor) és legyen b = c = d. (Például lehet a = (1; 0)
és b = c = d = (0; 1).) (0 pont)
Ekkor a /∈ ⟨b, c, d⟩ igaz, hiszen a b = c = d vektorokból csak a velük párhuzamos síkvektorok fejezhetők ki
lineáris kombinációval és a nem ilyen. (1 pont)
Másrészt a d ∈ ⟨a, b, c⟩ és b ∈ ⟨c, d⟩ állítások is igazak, mert d = 0 · a + 1 · b + 0 · c és b = 1 · c + 0 · d.(1 pont)
Most olyan példát mutatunk, amikor az állítás hamis. Legyen például a, b és c három olyan térvektor
(vagyis R3-beli vektor), amik nem esnek egy síkba és legyen d = c. (Például lehet a = (1; 0; 0), b = (0; 1; 0)
és c = d = (0; 0; 1).) (0 pont)
Ekkor d ∈ ⟨a, b, c⟩ igaz, mert d = 0 · a + 0 · b + 1 · c. (1 pont)
Igaz továbbá a /∈ ⟨b, c, d⟩ is, mert a b és c = d vektorokból csak az általuk meghatározott (origón átmenő)
sík vektorai fejezhetők ki lineáris kombinációval és a nem ilyen. (1 pont)
Viszont most nem igaz a b ∈ ⟨c, d⟩ állítás, mert a c = d vektorból csak a vele párhuzamos vektorok fejez-
hetők ki lineáris kombinációval és b nem ilyen (különben a, b és c egy síkba esnének). (1 pont)
Természetesen számtalan más jó példa mutatható arra is, hogy b ∈ ⟨c, d⟩ igaz és arra is, hogy nem az.
Ezeknek a pontozása minden esetben úgy alakul, hogy a konkrét példák megadása önmagában nem ér
pontot, a helyességüknek az indoklása pedig 2, illetve 3 pontot ér az igaz, illetve a hamis esetben. Rész-
pontszám mindkét esetben csak akkor adható, ha a megoldó világossá tette a célkitűzését – vagyis hogy
az állítás igaz vagy hamis voltára kíván példát mutatni – és a példája ennek a célkitűzésnek valóban meg-
felel. Így tehát nem adható részpontszám arra, ha a megoldó négy, általa megadott vektorra ötletszerűen
ellenőrzi bizonyosak teljesülését a d ∈ ⟨a, b, c⟩, a /∈ ⟨b, c, d⟩ és b ∈ ⟨c, d⟩ állítások közül. (Ha viszont ilyen
ellenőrzésekből csak utólag veszi észre, hogy sikerült példát mutatnia valamelyik esetre, az természetesen
nem baj, a megfelelő részpontszám jár.)
5. Lineárisan függetlenek-e az alábbi, R4-beli vektorok?

u =


1

−3
1
1

 , v =


−2

6
1
4

 , w =


0
0
4
9


∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Tegyük fel, hogy α · u + β · v + γ · w = 0 teljesül valamilyen α, β, γ ∈ R skalárokra. (2 pont)
Behelyettesítve az u, v, w vektorokat és elvégezve a műveleteket a következő lineáris egyenletrendszerre
jutunk:

α − 2β = 0
−3α + 6β = 0

α + β + 4γ = 0
α + 4β + 9γ = 0

(2 pont)

Az első egyenletből α = 2β. Ezt a harmadikba és a negyedikbe beírva: 3β +4γ = 0 és 6β +9γ = 0.(1 pont)
Az utóbbi egyenletből az előbbi dupláját kivonva: γ = 0. Ezt (például) a 3β + 4γ = 0 egyenletbe vissza-
helyettesítve β = 0 is adódik, amiből α = 2β miatt α = 0. (2 pont)
Így a tanultak szerint u, v, w lineárisan függetlenek (mert αu+βv +γw = 0 csak az α = β = γ = 0 esetben
lehetséges). (3 pont)
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A feladat természetesen megoldható a lineáris függetlenség eredeti definíciójára alapozva is (vagyis annak
megmutatásával, hogy u, v és w közül egyik sem kifejezhető a másik kettő lineáris kombinációjaként).
Ekkor az u /∈ ⟨v, w⟩ és v /∈ ⟨u, w⟩ állítások indoklásáért 2–2 pont, a w /∈ ⟨u, v⟩ állítás indoklásáért pedig
3 pont jár; a hiányzó 3 pont pedig a definíció helyes alkalmazásáért jár (beleértve tehát ebbe annak az
ismeretét is, hogy ezt az utat járva mindhárom állítás igazolása szükséges a lineáris függetlenség megmu-
tatásához). A megoldás során adódó lineáris egyenletrendszer Gauss-eliminációval is megoldható (annak
ellenére is, hogy ez nem az első zárthelyi anyagában szerepel). Ha valaki így dolgozik, akkor az elimináció-
ért a fenti pontozás szerinti harmadiknak és negyediknek írt 1+2 pont jár, a többi rész pontozása megfelel
a fentieknek.
6*. Hány olyan n egész szám van 1 és 275 között, amire teljesül az n201 ≡ n (mod 275) kongruencia?

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

n201 ≡ n (mod 275) pontosan akkor teljesül, ha igazak az n201 ≡ n (mod 11) és az n201 ≡ n (mod 25)
kongruenciák. Valóban: n201 ≡ n (mod 275) a kongruencia (második, ekvivalens) definíciója szerint azt
jelenti, hogy 275 | n201 − n; márpedig egy szám pontosan akkor osztható 275-tel, ha 11-gyel és 25-tel is
osztható (52 · 11 = 275, (25, 11) = 1, valamint a számelmélet alaptétele miatt). (1 pont)
Így külön-külön fogjuk megvizsgálni, hogy ez a két kongruencia milyen n-ekre teljesül. Először megmutat-
juk, hogy n201 ≡ n (mod 11) minden n egészre igaz. (0 pont)
Ha 11 | n, akkor 11 | n201 is nyilván igaz, így az n201 ≡ n (mod 11) kongruencia fennáll (mert mindkét
oldala 0 maradékot ad 11-gyel osztva). (1 pont)
Ha viszont 11 ∤ n, akkor (n, 11) = 1 (mert 11 prím). Így nφ(11) ≡ 1 (mod 11) adódik az Euler-Fermat
tételből. Itt φ(11) = 10, ismét mert 11 prím. (1 pont)
A kapott kongruenciát 20-adik hatványra emelve, majd mindkét oldalt n-nel szorozva n200 ≡ 1 (mod 11),
majd n201 ≡ n (mod 11) valóban következik a 11 ∤ n esetben is. (1 pont)
Az n201 ≡ n (mod 25) kongruencia viszont már nem minden n-re teljesül. Valóban, ha 5 | n, akkor n201

nyilván osztható 25-tel (sőt, még 5201-nel is). Így ha 5 | n, de 25 ∤ n, akkor n201 ̸≡ n (mod 25). (1 pont)
Megmutatjuk, hogy n201 ≡ n (mod 25) minden más n egészre teljesül; vagyis igaz az 5-tel nem osztható
és a 25-tel osztható n-ekre is. (0 pont)
Ha 25 | n, akkor a fentihez hasonlóan 25 | n201 is igaz, így n201 ≡ n (mod 25) fennáll. (0 pont)
Ha viszont 5 ∤ n, akkor (25, n) = 1, mert 25-nek és n-nek nincs közös prímosztója. (1 pont)
φ(25) = φ(52) = 52 − 51 = 20 a tanultak szerint. (1 pont)
Így az Euler-Fermat tételt n-re és 25-re alkalmazva: n20 ≡ 1 (mod 25). (1 pont)
A kapott kongruenciát 10-edik hatványra emelve, majd mindkét oldalt n-nel szorozva n200 ≡ 1 (mod 25),
majd n201 ≡ n (mod 25) valóban következik minden 5 ∤ n esetben. (1 pont)
A fentieket összegezve tehát azt kaptuk, hogy n201 ≡ n (mod 275) pontosan azokra az n egészekre nem
teljesül, amikre 5 | n és 25 ∤ n. Ezeknek a száma 1 és 275 között 55 − 11 = 44 (mert az 5-tel osztható n-ek
száma 55, a 25-tel oszthatóké pedig 11). Így azon n-ek száma 1 és 275 között, amikre a n201 ≡ n (mod 275)
fennáll: 275 − 44 = 231. (1 pont)
Ha egy megoldó csak addig jut el, hogy az Euler-Fermat tétel közvetlen alkalmazásával (és a kapott kong-
ruencia n-nel való beszorzásával) kideríti, hogy n201 ≡ n (mod 275) teljesül minden olyan n-re, amire
(n, 275) = 1, akkor ezért a részeredményért 2 pontot kaphat (annak ellenére is, hogy ez a gondolat önma-
gában nem tekinthető egy teljes értékű megoldás első érdemi lépésének). Természetesen ez a 2 pont sem jár
akkor, ha a megoldó elfelejtkezik az (n, 275) = 1 feltételről és így azt hiszi, hogy a kongruencia minden n-re
igaz. Ha pedig egy megoldó abban az értelemben használja rosszul az Euler-Fermat tételt, hogy tévesen
azt hiszi, hogy (n, 275) = 1 szükséges és elégséges feltétele a feladatbeli kongruencia teljesülésének (és így
például φ(275)-öt gondolja a megfelelő n-ek számának), az ebből a 2 pontból csak 1-et kaphat meg.
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Bevezetés a számításelméletbe I.
Zárthelyi feladatok — pontozási útmutató

2024. november 26.

Általános alapelvek.
A pontozási útmutató célja, hogy a javítók a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az útmutatónak nem
célja a feladatok teljes értékű megoldásának részletes leírása; a leírt lépések egy maximális pontszámot érő
megoldás vázlatának tekinthetők.

Az útmutatóban feltüntetett részpontszámok csak akkor járnak a megoldónak, ha a kapcsolódó gon-
dolat egy áttekinthető, világosan leírt és megindokolt megoldás egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Így
például az anyagban szereplő ismeretek, definíciók, tételek puszta leírása azok alkalmazása nélkül nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leírt tény a megoldásban valóban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az útmutatóban feltüntetett pontszám a fentiek figyelembevételével a megoldónak
(részben vagy egészében) jár-e, teljes mértékben a javító hatásköre.

Részpontszám jár minden olyan ötletért, gondolatért, amely egy megoldásban érdemi szerephez juthat
és amelyből a dolgozatban leírt gondolatmenet alkalmas kiegészítésével a feladat hibátlan megoldása volna
kapható. Ha egy megoldó egy feladatra több, egymástól lényegesen különböző megoldást is elkezd, akkor
legfeljebb az egyikre adható pontszám. Ha mindegyik leírt megoldás vagy megoldásrészlet helyes vagy
helyessé kiegészíthető, akkor a legtöbb részpontot érő megoldáskezdeményt értékeljük. Ha azonban több
megoldási kísérlet között van helyes és (lényeges) hibát tartalmazó is, továbbá a dolgozatból nem derül ki,
hogy a megoldó melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot érő megoldáskezdeményt értékeljük
(akkor is, ha ez a pontszám 0).

Az útmutatóban szereplő részpontszámok szükség esetén tovább is oszthatók. Az útmutatóban leírttól
eltérő jó megoldás természetesen maximális pontot ér, de bizonyítás nélkül csak az előadáson szereplő
tételekre és állításokra lehet hivatkozni.

1. Legyen V = ⟨b1, b2⟩ az alábbi, R4-beli b1, b2 vektorok generált altere.
a) Mutassuk meg, hogy B = {b1, b2} bázis V -ben.
b) Létezik-e olyan v ∈ V vektor, amire [v]B = a? Ha igen, adjuk meg v-t. ([v]B a v vektor B bázis

szerinti koordinátavektorát jelöli.)

b1 =


3
7
0
8

 , b2 =


6
14
0
15

 , a =
( 2

−1
)

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

a) A b1, b2 rendszer lineárisan független, mert nem létezik olyan λ skalár, amivel az egyiküket megszorozva
a másikat kapnánk. (Valóban: például λb1 = b2 esetén az első három koordináta összehasonlításából λ = 2
adódna, ami viszont az utolsó koordinátákra nem működik.) (2 pont)
b1, b2 nyilván generátorrendszert alkot V -ben, mert V = ⟨b1, b2⟩. (1 pont)
Így definíció szerint b1, b2 valóban bázis V -ben. (1 pont)
b) A koordinátavektor definíciója szerint [v]B = a azt jelenti, hogy v = 2b1 − b2. (3 pont)
Ezt kiszámítva: v = (0, 0, 0, 1)T . Így erre a v-re [v]B = a valóban igaz (és v az egyetlen ilyen). (3 pont)
Ha egy megoldás külön kitér arra is, hogy 2b1−b2 ∈ V valóban teljesül (az altér definíciójából következően),
akkor ezért a meglátásért 1 pont adható – de persze csak akkor, ha ezzel a feladatra adott összpontszám
nem haladja meg a 10-et.
2. A p valós paraméter minden értékére döntsük el, hogy az alábbi egyenletrendszer megoldható-e és ha
igen, adjuk is meg az összes megoldását.

x1 − 4x3 = 3
2x1 − 8x3 + 5x4 − 10x5 = 26
5x1 − 2x2 − 26x3 + 2x4 = 13

−3x1 − 3x2 + 3x3 + 6x4 + p · x5 = 0

1



∗ ∗ ∗ ∗ ∗
A Gauss-eliminációt alkalmazva a következőket kapjuk:

1 0 −4 0 0 3
2 0 −8 5 −10 26
5 −2 −26 2 0 13

−3 −3 3 6 p 0

 ∼


1 0 −4 0 0 3
0 0 0 5 −10 20
0 −2 −6 2 0 −2
0 −3 −9 6 p 9

 ∼


1 0 −4 0 0 3
0 −2 −6 2 0 −2
0 0 0 5 −10 20
0 −3 −9 6 p 9

 ∼


1 0 −4 0 0 3
0 1 3 −1 0 1
0 0 0 5 −10 20
0 0 0 3 p 12

 ∼


1 0 −4 0 0 3
0 1 3 −1 0 1
0 0 0 1 −2 4
0 0 0 0 p + 6 0

 ∼ (2 pont)

Ha p ̸= −6, akkor a negyedik sort (p+6)-tal osztva kapjuk a lépcsős alakot, majd az eliminációt a második
fázissal folytatva (további két elemi sorekvivalens lépés után) a redukált lépcsős alakot:

1 0 −4 0 0 3
0 1 3 −1 0 1
0 0 0 1 −2 4
0 0 0 0 1 0

 ∼


1 0 −4 0 0 3
0 1 3 0 0 5
0 0 0 1 0 4
0 0 0 0 1 0

 (1+1 pont)

Így a p ̸= −6 esetben végtelen sok megoldás van: x3 = α ∈ R szabad paraméter és x1 = 3+4α, x2 = 5−3α,
x4 = 4 és x5 = 0. (2 pont)
Ha viszont p = −6, akkor a negyedik sor csupa nulla sor, így ezt elhagyva kapjuk a lépcsős alakot, majd
(további egy elemi sorekvivalens lépés után) a redukált lépcsős alakot: 1 0 −4 0 0 3

0 1 3 −1 0 1
0 0 0 1 −2 4

 ∼

 1 0 −4 0 0 3
0 1 3 0 −2 5
0 0 0 1 −2 4

 (1+1 pont)

Így a p = −6 esetben is végtelen sok megoldás van: x3 = α ∈ R és x5 = β ∈ R szabad paraméterek és
x1 = 3 + 4α, x2 = 5 − 3α + 2β és x4 = 4 + 2β. (2 pont)
A számolási hibák – egyébként elvileg jó megoldás esetén – darabonként 1 pont levonást jelentenek. Ha a
hiba következtében a megoldás könnyebbé válik, akkor csak a fentieknek lényegében megfeleltethető része-
kért adható pont. Így például, ha egy elszámolás következtében az első 2 pontot (persze helyes számolás
esetén) érő rész végén a negyedik sorban a jobb oldalon egy nemnulla érték jelenik meg és ezért a megoldó
arra az (ez alapján helyes) következtetésre jut, hogy a p = −6 esetben nincs megoldás, az a pontozás
szerinti utolsó 1 + 1 + 2 pontból csak 1-et kaphat meg (az elsőt). Ha egy megoldó (akár helyes) számítá-
sokat végez (például egy ismeretlent kifejez, behelyettesít, stb.), de ezek nem célratörőek, nem mutatják
egy helyes megoldás irányát, azért csak nagyon kevés pont (maximum 2-3) adható az elvégzett munka
hasznosságától függően.

3. Futtassuk a Gauss-eliminációnak a determináns kiszámítására szolgáló
változatát a jobbra látható bemenetre és adjuk meg a determináns érté-
két. (A feladat tehát nem csupán a determináns értékének a kiszámítása,
hanem a tanult algoritmus futtatása és annak dokumentálása.)

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 −6 −10 0

1 3 2 0
−3 −9 −14 −2

4 13 22 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Az algoritmust a tanultak szerint futtatva:∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 −6 −10 0

1 3 2 0
−3 −9 −14 −2

4 13 22 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−2) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 5 0
0 0 −3 0
0 0 1 −2
0 1 2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 5 0
0 1 2 −1
0 0 1 −2
0 0 −3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 5 0
0 1 2 −1
0 0 1 −2
0 0 0 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣ (7 pont)

A kapott felsőháromszög-mátrix determinánsa (a főátlóbeli elemek szorzata, vagyis) −6. (2 pont)
Így az eredeti mátrix determinánsa (vagyis az algoritmus kimenete): −12. (1 pont)
Minden, a megoldást érdemben nem befolyásoló számolási hiba 1 pont levonást jelent. A determinánsra
vonatkozó egyes alapismeretek teljes vagy részleges hiányából fakadó elvi hibák viszont darabonként 4
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pont levonást jelentenek. Ilyen például, ha a megoldó egy sor konstanssal szorzása, vagy sorok cseréje után
nem, vagy hibásan követi a determináns megváltozását. Ha egy megoldó nem pontosan követi a tanult
algoritmust (például leosztás helyett az első két sor cseréjével kezdi a számolást), az – helyesen végigvitt
számolást feltételezve is – ugyanilyen elvi hibának minősül, így (darabonként) 4 pont levonást jelent
(hiszen a feladat az algoritmus végrehajtását kérte). A kifejtési tétel (vagy a determináns definíciójának)
alkalmazása nem ér pontot (még hibátlan számolás esetén sem). Ha esetleg egy megoldó a kifejtési tétel
alkalmazása után a kapott 3 × 3-as mátrixok determinánsát Gauss-eliminációval (vagy annak a lépéseivel)
határozza meg (és ezáltal demonstrálja a feladat megoldásához szükséges ismeretek meglétének legalább
egy részét), az – helyes számolást és eredményt feltételezve is – legföljebb 4 pontot kaphat.

4. Létezik-e a p valós paraméternek olyan értéke, amire a jobbra látható A mát-
rixnak van inverze és A−1 = A? Ha igen, adjuk meg p minden ilyen értékét.

A =
(

p 5
−3 −p

)
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Első megoldás. A−1 = A az inverz mátrix definíciója szerint azt jelenti, hogy A · A = E. (3 pont)

Elvégezve a mátrixszorzást: A2 = A · A =
(

p2 − 15 0
0 p2 − 15

)
. (3 pont)

Így A2 = E (vagyis A−1 = A) pontosan akkor teljesül, ha p2 − 15 = 1, (3 pont)
azaz p = 4 vagy p = −4. (1 pont)
Második megoldás. A 2 × 2-es mátrixok determinánsáról tanultak szerint det A = 15 − p2. (1 pont)
Így a tanult tétel szerint A−1 pontosan akkor létezik, ha 15 − p2 ̸= 0, vagyis ha p ̸= ±

√
15. (1 pont)

A−1-et a tanult módon, Gauss-eliminációval számítjuk ki, először a p ̸= 0 esetben:(
p 5 1 0

−3 −p 0 1
)

∼
( 1 5/p 1/p 0

0 −p + 15/p 3/p 1
)

∼
( 1 5/p 1/p 0

0 1 3/15−p2 p/15−p2

)
∼( 1 0 −p/15−p2 −5/15−p2

0 1 3/15−p2 p/15−p2

)
(3 pont)

A tanultak szerint A−1 a fenti, a vonaltól jobbra eső mátrix. (1 pont)
Így az A−1 = A feltételből sorra a −p/15−p2 = p, −5/15−p2 = 5, 3/15−p2 = −3, végül a p/15−p2 = −p egyenletek
adódnak. (1 pont)
Ezeket rendezve (továbbra is a p ̸= 0 feltétel mellett) mind a négy esetben a p2 = 16 egyenletet kapjuk.
Így a A−1 = A a p = 4 vagy p = −4 esetekben teljesül. (1 pont)
A p = 0 esetre külön elvégezve a számolást:( 0 5 1 0

−3 0 0 1
)

∼
( −3 0 0 1

0 5 1 0
)

∼
( 1 0 0 −1/3

0 1 1/5 0
)

(1 pont)

A és A−1 összevetéséből látható, hogy p = 0-ra A−1 = A nem áll fenn, (1 pont)
így végül is A−1 = A pontosan a p = 4 vagy p = −4 esetekben teljesül. (0 pont)
A fenti pontozás szerinti első 1+1 pont megszerezhető úgy is, ha A−1 létezésének a feltételét az elimináció
futtatásából nyeri a megoldó. (Sőt, p ̸= ±

√
15 konkrét kiszámítása helyett elegendő az elimináció megfelelő

pontján azt mondani, hogy −p + 15/p = 0 esetén A−1 nem létezik, így ezzel az esettel nem kell foglalkozni.)
Ha azonban egy megoldás az inverz létezésének a kérdésével egyáltalán nem foglalkozik, az az első 1 + 1
pontot elveszíti. Hasonlóan, a pontozás szerinti utolsó 1 + 1 pont megszerezhető úgy is, ha a megoldó a
p = 0 eset külön tárgyalása helyett az inverz meghatározására szolgáló eliminációt a két sor cseréjével
kezdi (akkor is, ha ezt minden külön indoklás nélkül teszi) és ezzel elkerüli az esetszétválasztást.
5. A 10 × 20-as A mátrix első tíz oszlopa által alkotott 10 × 10-es mátrixot jelölje A1, az A utolsó tíz
oszlopa által alkotott 10 × 10-es mátrixot pedig jelölje A2. Tudjuk, hogy r(A1) = 2 és r(A2) = 3. Döntsük
el, hogy az alábbi állításokra melyik áll fenn a következő lehetőségek közül: az állítás biztosan igaz; vagy
az állítás biztosan hamis; vagy az állítás lehet igaz és hamis is (A választásától függően). (Döntéseinket
természetesen indokoljuk.)

a) r(A) ≥ 6 b) r(A) ≥ 4
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

a) Az állítás (biztosan) hamis. Tegyük fel ugyanis indirekt, hogy r(A) ≥ 6. (0 pont)
Ekkor (az oszloprang definíciója szerint) A oszlopai közül kiválaszthatunk 6 darabot úgy, hogy ezek line-
árisan független rendszert alkotnak. (1 pont)
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Mivel 6 > 2+3, ezért a kiválasztott 6 oszlop közül vagy legalább 3 tartozik A1 oszlopai közé, vagy legalább
4 tartozik A2 oszlopai közé. (1 pont)
Mivel egy lineárisan független rendszer minden része is az, ezért mindkét esetben ellentmondásra jutunk:
vagy azért, mert A1 oszlopai közül kiválasztható legalább 3 lineárisan független (ellentmondásban azzal,
hogy r(A1) = 2); vagy pedig azért, mert A2 oszlopai közül kiválasztható legalább 4 lineárisan független
(ellentmondásban azzal, hogy r(A2) = 3). (2 pont)
Ez az ellentmondás tehát bizonyítja, hogy r(A) ≥ 6 hamis. (0 pont)

b) Az állítás lehet igaz és hamis is. (0 pont)
Ennek megmutatásához először olyan példát mutatunk, amikor az állítás igaz. Legyen például A az a
mátrix, aminek az első nyolc és utolsó hét oszlopát csupa 0-kkal töltjük ki, a 9-13. oszlopaiban pedig sorra az
R10-beli standard bázis e1, . . . , e5 vektorai állnak (vagyis a 10×10-es egységmátrix első 5 oszlopa).(0 pont)
Megmutatjuk, hogy ekkor r(A1) = 2 és r(A2) = 3 valóban igaz, emellett r(A) = 5. Ez mindhárom esetben
belátható például úgy, hogy a mátrixoknak elhagyjuk a csupa nulla oszlopait, majd a kapott mátrixnak
elhagyjuk a csupa nulla sorait. Ezek a lépések a tanultak szerint a rangot nem változtatják. (1 pont)
Mivel ezzel mindhárom esetben egy-egy egységmátrixot kapunk eredményül (sorra 2 × 2-es, 3 × 3-as,
illetve 5 × 5-ös méretben), vagyis egy lépcsős alakú mátrixot, ezeknek a rangja valóban a soraiknak (avagy
a vezéregyeseiknek) a száma (vagyis sorra 2, 3, illetve 5). (2 pont)
Most olyan példát mutatunk, amikor az állítás hamis. Ilyet nyerhetünk például az imént leírt mátrixból
úgy, hogy annak a 11-13. oszlopaiban e3, e4, e5 ∈ R10 helyett az R10-beli standard bázis e1, e2, e3 vektorait
szerepeltetjük, de a mátrix összes többi oszlopát változatlanul hagyjuk. (0 pont)
Ekkor r(A1) = 2 és r(A2) = 3 az iméntivel azonos módon indokolható. (1 pont)
r(A) kiszámításához pedig ismét hagyjuk el a csupa nulla oszlopokat és a keletkező mátrix csupa nulla
sorait. A kapott 3 × 5-ös mátrix ismét lépcsős alakú (aminek a vezéregyesei sorra az első, második, illetve
az ötödik oszlopában vannak). Így a korábbiakhoz hasonlóan r(A) = 3. (2 pont)
Természetesen számtalan más jó példa mutatható arra is, hogy r(A) ≥ 4 igaz és arra is, hogy nem az.
Ezeknek a pontozása minden esetben úgy alakul, hogy a konkrét példák megadása önmagában nem ér
pontot, a helyességüknek az indoklása pedig 3–3 pontot ér. Részpontszám csak akkor adható, ha a megoldó
világossá tette a célkitűzését – vagyis hogy az állítás igaz vagy hamis voltára kíván példát mutatni – és a
példája ennek a célkitűzésnek valóban megfelel. Így tehát nem adható részpontszám önmagában arra, ha
a megoldó egy általa megadott 10 × 20-as A mátrixra meghatározza r(A1), r(A2) vagy r(A) értékét. (Ha
viszont ilyen ellenőrzésekből csak utólag veszi észre, hogy sikerült példát mutatnia valamelyik esetre, az
természetesen nem baj, a megfelelő részpontszám jár.)
6*. Jelölje M ∈ R10×10 azt a 10 × 10-es mátrixot, aminek a mellékátlójában – vagyis a jobb felső sarkától
a bal alsó sarkáig vezető átlójában – minden elem 2-es, M összes többi eleme pedig 1-es. Adjuk meg az
összes olyan A ∈ R10×10 mátrixot, amire A · AT = M .

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

A megoldást det M meghatározásával kezdjük:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 2
1 1 . . . 2 1
1 1 . . . 1 1
... ... ... . . . ...
2 1 . . . 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)5 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 . . . 1
1 2 1 . . . 1
1 1 2 . . . 1
... ... ... . . . ...
1 1 1 . . . 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 . . . 1
−1 1 0 . . . 0
−1 0 1 . . . 0

... ... ... . . . ...
−1 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

11 1 1 . . . 1
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −11.

Itt először öt sorcserét végeztünk: az elsőt az utolsóval, a másodikat a 9-edikkel, stb. Ez minden
alkalommal az ellentettjére változtatta a determinánst. Majd az első sort kivontuk a többi kilencből, végül
az első oszlophoz hozzáadtuk a többi kilencet. Az utóbbi lépések a determináns értékét nem befolyásolták,
így det M = −11. (3 pont)
A determinánsok szorzástétele szerint M = A · AT -ból det M = det A · det AT következik. (1 pont)
Mivel egy szintén tanult tétel szerint det A = det AT , (1 pont)
mindezekből −11 = det M = (det A)2 adódik. (3 pont)
Ez nyilván ellentmondás (hiszen det A valós szám), így ilyen A mátrix nem létezik. (2 pont)
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Bevezetés a számításelméletbe I.
Pótzárthelyi feladatok — pontozási útmutató

2024. november 15.

Általános alapelvek.
A pontozási útmutató célja, hogy a javítók a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az útmutatónak nem
célja a feladatok teljes értékű megoldásának részletes leírása; a leírt lépések egy maximális pontszámot érő
megoldás vázlatának tekinthetők.

Az útmutatóban feltüntetett részpontszámok csak akkor járnak a megoldónak, ha a kapcsolódó gon-
dolat egy áttekinthető, világosan leírt és megindokolt megoldás egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Így
például az anyagban szereplő ismeretek, definíciók, tételek puszta leírása azok alkalmazása nélkül nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leírt tény a megoldásban valóban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az útmutatóban feltüntetett pontszám a fentiek figyelembevételével a megoldónak
(részben vagy egészében) jár-e, teljes mértékben a javító hatásköre.

Részpontszám jár minden olyan ötletért, gondolatért, amely egy megoldásban érdemi szerephez juthat
és amelyből a dolgozatban leírt gondolatmenet alkalmas kiegészítésével a feladat hibátlan megoldása volna
kapható. Ha egy megoldó egy feladatra több, egymástól lényegesen különböző megoldást is elkezd, akkor
legfeljebb az egyikre adható pontszám. Ha mindegyik leírt megoldás vagy megoldásrészlet helyes vagy
helyessé kiegészíthető, akkor a legtöbb részpontot érő megoldáskezdeményt értékeljük. Ha azonban több
megoldási kísérlet között van helyes és (lényeges) hibát tartalmazó is, továbbá a dolgozatból nem derül ki,
hogy a megoldó melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot érő megoldáskezdeményt értékeljük
(akkor is, ha ez a pontszám 0).

Az útmutatóban szereplő részpontszámok szükség esetén tovább is oszthatók. Az útmutatóban leírttól
eltérő jó megoldás természetesen maximális pontot ér, de bizonyítás nélkül csak az előadáson szereplő
tételekre és állításokra lehet hivatkozni.

1. Hány olyan szám van 1 és 10000 között, mely osztható 7-tel és 8-cal is, a 22-vel vett osztási maradéka
pedig 10?

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Mivel (7, 8) = 1, ezért egy szám akkor és csak akkor osztható 7-tel és 8-cal is, ha osztható 56-tal. (1 pont)
Vagyis a feladat feltételeiből n ≡ 0 (mod 56) és n ≡ 10 (mod 22) adódik. (1 pont)
A kapott kongruenciarendszert a tanult módszerrel oldjuk meg. Az első kongruenciából n = 56k következik
valamilyen k egészre. Ezt a másodikba helyettesítve: 56k ≡ 10 (mod 22), vagyis 12k ≡ 10 (mod 22).

(2 pont)
Mivel (12, 22) = 2 | 10, ezért a kongruencia a tanult tétel szerint megoldható (és két megoldása lesz
modulo 10). (1 pont)
Mindkét oldalt 2-vel osztva: 6k ≡ 5 (mod 11), ahol a modulust le kellett osztani (22, 2) = 2-vel. Mindkét
oldalt 2-vel szorozva: 12k ≡ 10 (mod 11), vagyis k ≡ 10 (mod 11). A 2-vel való szorzás (2, 11) = 1 miatt
ekvivalens lépés volt (vagyis a megoldáshalmaz nem változott). Tehát k = 11ℓ + 10 valamilyen ℓ egészre.

(3 pont)
Ezt visszahelyettesítve: n = 56(11ℓ + 10) = 616ℓ + 560. (1 pont)
Mivel ez a szám pontosan akkor esik 0 és 10000 közé, ha ℓ ∈ {0, 1, . . . , 15}, ezért 16 darab olyan szám
van, ami megfelel a feladat feltételeinek. (1 pont)

A lineáris kongruencia megoldásakor a lépések ekvivalenciája helyett hivatkozhatunk arra is, hogy két
megoldást kaptunk modulo 22, nevezetesen a 10-et és a 21-et, és mivel a megoldások száma kettő mo-
dulo 22, ezért csak ezek lehetnek a megoldások; illetve természetesen ellenőrzéssel is meggyőződhetünk
a kapott megoldások helyességéről. Ha a fenti megoldásban a kapott eredmény helyességéről a lépések
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ekvivalenciájával vagy ellenőrzéssel győződünk meg, akkor a megoldhatóság tényének, illetve a megoldások
számának az előzetes megállapítására nincs feltétlen szükség; így a fenti pontozás szerinti első 1 pont az
ilyen (egyébként teljes értékű) megoldásokra is jár.
A lineáris kongruenciát természetesen a tanult euklideszi algoritmussal is megoldhatjuk. Ezzel a 2-vel
való leosztás után sorra a 11k ≡ 0 (mod 11), 6k ≡ 5 (mod 11), 5k ≡ −5 (mod 11), k ≡ 10 (mod 11)
kongruenciák keletkeznek. Ekkor a 3 pontot érő blokkból 1 pontot ér, hogy az eljárás az első fázisban 2-vel
leoszt, és 2 pontot ér maga a számolás. Ha egy megoldó az euklideszi algoritmus elején nem oszt le, akkor
az algoritmus végrehajtásáért legfeljebb 2 pontot kaphat.

2. Legyen n = 1122334455667788. Az előadáson tanult megfelelő algoritmus alkalmazásával határozzuk
meg 48n + 12 és 33n + 8 legnagyobb közös osztóját.

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
Az euklideszi algoritmust alkalmazzuk. (Ez a pontszám tehát annak jár, aki felismeri, hogy ezt az algorit-
must kell alkalmazni – akkor is, ha ezt külön nem írja le.) (2 pont)
A (48n + 12)-t (33n + 8)-cal maradékosan osztva: 48n + 12 = 1 · (33n + 8) + 15n + 4.
A (33n + 8)-at (15n + 4)-gyel maradékosan osztva: 33n + 8 = 2 · (15n + 4) + 3n.
A (15n + 4)-et 3n-nel maradékosan osztva: 15n + 4 = 5 · 3n + 4. (4 pont)
Mivel az n utolsó két számjegyéből képzett szám 88, ami osztható 4-gyel, ezért n is, valamint 3n is
osztható 4-gyel. Így 3n-et 4-gyel osztva a maradék 0. (2 pont)
Így a legnagyobb közös osztó (az utolsó nemnulla maradék, vagyis) 4. (2 pont)

3. A p valós paraméter minden lehetséges értékére döntsük el, hogy az alábbi egyenletrendszerű e és f
egyenesek

a) párhuzamosak-e; b) merőlegesek-e.

e : 2 − x

4 = y − 7
p

= z − 6
3 f : x + 9

2 = 2y = 5 − 2z

3

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
a) Az e egyenletrendszerét átalakítva x−2

−4 = y−7
p

= z−6
3 adódik, amiből már kiolvasható e irányvektora:

ve = (−4; p; 3). (1 pont)
Hasonlóan az f egyenletrendszerét átalakítva x+9

2 = y
1/2 = z−5/2

−3/2 adódik, amiből kiolvasható f irányvekto-
ra: vf = (2; 1/2; −3/2). (2 pont)
Két egyenes pontosan akkor párhuzamos, ha irányvektoraik párhuzamosak, vagyis ha ve és vf egymás
(nemnulla) konstansszorosai, azaz ha létezik olyan λ ∈ R szám, hogy ve = λ · vf . (1 pont)
Vagyis −4 = 2λ, p = 1/2 · λ, 3 = −3/2 · λ, amiből λ = −2 adódik, és innen p = −1. (1 pont)
Tehát a két egyenes akkor és csak akkor párhuzamos, ha p = −1. (1 pont)

b) Két egyenes pontosan akkor merőleges, ha irányvektoraik merőlegesek, (1 pont)
vagyis ha ve · vf = 0. (1 pont)
Tehát 0 = −4 · 2 + p · 1

2 + 3 ·
(
−3

2

)
= −25

2 + p
2 , amiből p = 25. (1 pont)

Tehát a két egyenes akkor és csak akkor merőleges, ha p = 25. (1 pont)

Ha egy megoldó helytelenül írja fel az irányvektorokat, akkor az irányvektorok meghatározásáért járó
1+2 pont elvesztése után a további részpontszámokat még megkaphatja. Ha azonban a hiba következtében
a megoldás könnyebbé válik, akkor csak a fentieknek lényegében megfeleltethető részekért adható pont.
4. Legyenek u és v az alábbi R4-beli vektorok. Határozzuk meg az ⟨u, v⟩ generált altér összes olyan
elemét, aminek az első és a harmadik koordinátája azonos, a negyedik koordinátája pedig 5-tel nagyobb a
másodiknál.
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u =


2
1
0

−1

 , v =


−1

0
1
3


∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Legyen z egy ilyen vektor. Ekkor z ∈ ⟨u, v⟩ azt jelenti, hogy z kifejezhető u-ból és v-ből lineáris kombiná-
cióval, vagyis léteznek olyan α, β skalárok, hogy α · u + β · v = z. (3 pont)
Ekkor a műveleteket elvégezve a következőt kapjuk:

z =


2α − β

α
β

−α + 3β

 .

(2 pont)
Vagyis a feladat feltételei szerint a következő egyenletrendszert kapjuk.

2α − β = β

−α + 3β = α + 5 (2 pont)
Az első egyenletből α = β adódik. Ezt a másodikba behelyettesítve α = β = 5. (1 pont)
Így az ⟨u, v⟩ generált altérnek az egyetlen, a feltételeknek megfelelő eleme a z = (5; 5; 5; 10)⊤ vektor.

(2 pont)

5. Legyenek a, b, c, d olyan Rn-beli vektorok, melyekre az a, b, c rendszer lineárisan független, de az a, b, d
lineárisan összefüggő. Döntsük el, hogy az alábbi három állítás közül melyik teljesül.

– Az a, b, c + d rendszer biztosan lineárisan független.
– Az a, b, c + d rendszer biztosan lineárisan összefüggő.
– Az a, b, c + d rendszer lehet lineárisan független és lehet lineárisan összefüggő is az a, b, c, d vektorok

választásától függően.
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Megmutatjuk, hogy az a, b, c + d rendszer biztosan lineárisan független.
1. megoldás.
Mivel az a, b, c rendszer lineárisan független, ezért az a, b rendszer is az. (1 pont)
Mivel azonban az a, b, d rendszer már lineárisan összefüggő, ezért az újonnan érkező vektor lemmája szerint
d ∈ ⟨a, b⟩, azaz léteznek olyan α, β skalárok, hogy α · a + β · b = d. (2 pont)
Tegyük fel, hogy λ1 · a + λ2 · b + λ3 · (c + d) = 0 teljesül valamilyen λ1, λ2, λ3 skalárokra. (1 pont)
Behelyettesítve ebbe a d = α · a + β · b összefüggést, majd átrendezve az egyenletet

(λ1 + λ3 · α) · a + (λ2 + λ3 · β) · b + λ3 · c = 0

adódik. (2 pont)
Mivel az a, b, c vektorok lineárisan függetlenek, ezért ez csak úgy lehetséges, ha (λ1 + λ3 · α) = 0 és
λ2 + λ3 · β = 0 és λ3 = 0. (2 pont)
Ebből azonnal adódik, hogy λ1 = 0 és λ2 = 0 is teljesül. (1 pont)
Így az a, b, c + d vektorok egy lineáris kombinációja akkor és csak akkor lehet a nullvektor, ha mindhárom
együttható 0, így az előadáson tanult tétel szerint a vektorok lineárisan függetlenek. (1 pont)

2. megoldás.
Indirekt tegyük fel, hogy az a, b, c + d rendszer összefüggő.
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Mivel az a, b, c rendszer lineárisan független, ezért az a, b rendszer is az. (1 pont)
Mivel azonban az a, b, c + d rendszer már lineárisan összefüggő, ezért az újonnan érkező vektor lemmája
szerint c + d ∈ ⟨a, b⟩. (2 pont)
Hasonlóan, mivel az a, b, d rendszer is lineárisan összefüggő, ezért az újonnan érkező vektor lemmája szerint
d ∈ ⟨a, b⟩. (2 pont)
Mivel minden altér zárt az összeadásra és a skalárral való szorzásra, ezért ekkor −d ∈ ⟨a, b⟩, és így
c = (c + d) + (−1) · d ∈ ⟨a, b⟩, (3 pont)
ami ellentmond annak, hogy az a, b, c vektorok lineárisan függetlenek. (2 pont)
Tehát az a, b, c + d rendszer valóban lineárisan független.
6*. Legyenek a és b egymáshoz relatív prím, pozitív egész számok. Mennyi maradékot ad az aφ(b) + bφ(a)

szám ab-vel osztva?
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Tekintsük az aφ(b) + bφ(a) szám a-val, illetve b-vel vett osztási maradékát.
Nyilván aφ(b) ≡ 0 (mod a) és bφ(a) ≡ 0 (mod b). (1 pont)
Mivel (a, b) = 1, ezért az Euler–Fermat-tétel szerint aφ(b) ≡ 1 (mod b) és bφ(a) ≡ 1 (mod a). (1 pont)
Vagyis aφ(b) + bφ(a) ≡ 0 + 1 ≡ 1 (mod a) és aφ(b) + bφ(a) ≡ 1 + 0 ≡ 1 (mod b). (2 pont)
Így a kongruencia ekvivalens definíciója szerint aφ(b) + bφ(a) − 1 osztható a-val és b-vel is, (3 pont)
tehát (a, b) = 1 miatt aφ(b) + bφ(a) − 1 osztható ab-vel is. (2 pont)
Vagyis a aφ(b) + bφ(a) szám 1 maradékot ad ab-vel osztva. (1 pont)
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Bevezetés a számításelméletbe I.
Pótzárthelyi feladatok — pontozási útmutató

2024. december 9.

Általános alapelvek.
A pontozási útmutató célja, hogy a javítók a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az útmutatónak nem
célja a feladatok teljes értékű megoldásának részletes leírása; a leírt lépések egy maximális pontszámot érő
megoldás vázlatának tekinthetők.

Az útmutatóban feltüntetett részpontszámok csak akkor járnak a megoldónak, ha a kapcsolódó gon-
dolat egy áttekinthető, világosan leírt és megindokolt megoldás egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Így
például az anyagban szereplő ismeretek, definíciók, tételek puszta leírása azok alkalmazása nélkül nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leírt tény a megoldásban valóban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az útmutatóban feltüntetett pontszám a fentiek figyelembevételével a megoldónak
(részben vagy egészében) jár-e, teljes mértékben a javító hatásköre.

Részpontszám jár minden olyan ötletért, gondolatért, amely egy megoldásban érdemi szerephez juthat
és amelyből a dolgozatban leírt gondolatmenet alkalmas kiegészítésével a feladat hibátlan megoldása volna
kapható. Ha egy megoldó egy feladatra több, egymástól lényegesen különböző megoldást is elkezd, akkor
legfeljebb az egyikre adható pontszám. Ha mindegyik leírt megoldás vagy megoldásrészlet helyes vagy
helyessé kiegészíthető, akkor a legtöbb részpontot érő megoldáskezdeményt értékeljük. Ha azonban több
megoldási kísérlet között van helyes és (lényeges) hibát tartalmazó is, továbbá a dolgozatból nem derül ki,
hogy a megoldó melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot érő megoldáskezdeményt értékeljük
(akkor is, ha ez a pontszám 0).

Az útmutatóban szereplő részpontszámok szükség esetén tovább is oszthatók. Az útmutatóban leírttól
eltérő jó megoldás természetesen maximális pontot ér, de bizonyítás nélkül csak az előadáson szereplő
tételekre és állításokra lehet hivatkozni.

1. Az R4-beli V altér álljon azokból a vektorokból, melyeknek x1, x2, x3, x4
koordinátáira teljesül, hogy x1 − x2 + x3 − x4 = 0. Hozzá lehet-e venni a
jobbra látható vektorokhoz néhány további vektort úgy, hogy bázist kapjunk
V -ben? Ha igen, akkor hányat? (Azt nem szükséges bebizonyítani egy teljes
értékű megoldáshoz, hogy V valóban altér.)

u =


1
1
1
1

, v =


0
1
1
0


∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Nyilván u, v ∈ V . (1 pont)
Az u, v vektorrendszer lineárisan független, mert a két vektor közül egyik sem skalárszorosa a másiknak.

(1 pont)
Tehát a tanultak szerint az u, v rendszer kiegészíthető V egy bázisává. (2 pont)
Tekintsük a w = (0, 0, 1, 1)⊤ vektort. Megmutatjuk, hogy az u, v, w rendszer V egy bázisa. Ehhez azt kell
belátnunk, hogy ez a három vektor lineárisan független és V egy generátorrendszerét alkotja. (0 pont)
Tegyük fel, hogy α · u + β · v + γ · w = 0 teljesül valamilyen α, β, γ ∈ R skalárokra. Behelyettesítve az
u, v, w vektorokat és elvégezve a műveleteket a következő lineáris egyenletrendszerre jutunk:

α = 0
α + β = 0

α + β + γ = 0
α + γ = 0

Az első egyenletből α = 0, amit a másodikba, illetve a negyedikbe beírva β = 0, illetve γ = 0 adódik.
(1 pont)

Így a tanultak szerint u, v, w lineárisan függetlenek (mert αu+βv +γw = 0 csak az α = β = γ = 0 esetben
lehetséges). (1 pont)
Ahhoz, hogy belássuk, hogy az u, v, w vektorok V egy generátorrendszerét alkotják, azt kell megmutatnunk,
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hogy u, v, w ∈ V , valamint tetszőleges x ∈ V vektor kifejezhető az u, v, w vektorok lineáris kombinációja-
ként.
Nyilván u, v, w ∈ V .
Legyen x ∈ V tetszőleges. Ekkor V leírása alapján x = (x1, x2, x3, x1 − x2 + x3)⊤ valamely x1, x2, x3
számokra. (1 pont)
Mivel x = x1 · u + (x2 − x1) · v + (x3 − x2) · w, ezért x valóban kifejezhető az u, v, w vektorok lineáris
kombinációjaként. (1 pont)
Tehát az u, v, w vektorok V egy bázisát alkotják.
(Természetesen más w vektor is lehet jó; ilyenkor az u, v, w rendszer lineáris függetlenségének megmutatása
1 pontot, a generátorrendszerségének belátása pedig 2 pontot ér.)
Mivel egy altérben minden bázis azonos elemszámú, ezért az u, v rendszerhez további egy vektort kell
hozzávenni, hogy V egy bázisát kapjuk. (2 pont)

Az utolsó 2 pont tehát annak a közléséért és megmutatásáért jár, hogy csak pontosan 1 további vektor
hozzávételével kapható bázis és más darabszám nem jöhet szóba.
Az utolsó 6 pont természetesen úgy is megszerezhető, hogy belátjuk, hogy dim V = 3, például annak
megmutatásával, hogy az (1, 0, 0, 1)⊤, (0, 1, 0, −1)⊤, (0, 0, 1, 1)⊤ vektorok egy bázist alkotnak V -ben, majd
a fent leírt módon következtetünk arra, hogy egy vektorra van szükség. Ekkor a dimenzió meghatározásáért
4 pont, a bázis elemszámának egyértelműségére való hivatkozásért pedig 2 pont jár.
2. a) A p és q valós paraméterek minden értékére adjuk meg az alábbi egyenletrendszer megoldásainak
számát.

b) Ha p-nek és q-nak van olyan értéke, amelyre az egyenletrendszernek végtelen sok megoldása van,
akkor a p és q ezen értékeire adjuk meg az összes megoldást.

x1 − 2x2 + 5x3 = −4
2x1 − 4x2 + 15x3 + 5x4 = −13

x1 + 9x3 − 2x4 = 2
x1 − 5x2 + 2x3 + p · x4 = q

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

A Gauss-eliminációt alkalmazva a következőket kapjuk.
1 −2 5 0 −4
2 −4 15 5 −13
1 0 9 −2 2
1 −5 2 p q

 ∼


1 −2 5 0 −4
0 0 5 5 −5
0 2 4 −2 6
0 −3 −3 p q + 4

 ∼


1 −2 5 0 −4
0 2 4 −2 6
0 0 5 5 −5
0 −3 −3 p q + 4

 ∼

∼


1 −2 5 0 −4
0 1 2 −1 3
0 0 5 5 −5
0 0 3 p − 3 q + 13

 ∼


1 −2 5 0 −4
0 1 2 −1 3
0 0 1 1 −1
0 0 0 p − 6 q + 16


(2 pont)

Ha p ̸= 6, akkor az utolsó sort (p − 6)-tal osztva kapjuk a lépcsős alakot. Mivel minden oszlopban van
vezéregyes (és a redukált lépcsős alakig ez már nem változhat meg), ezért ilyenkor a megoldás egyértelmű
(vagyis a megoldások száma 1). (2 pont)
Ha p = 6 és q ̸= −16, akkor az utolsó sor „tilos sor”. Ezért ilyenkor nincs megoldás. (1 pont)
Ha p = 6 és q = −16, akkor az utolsó sor csupa nulla sor, ezért ilyenkor a lépcsős alakot ennek az
elhagyásával kapjuk. (1 pont)
Innen a Gauss-eliminációt folytatva kapjuk a redukált lépcsős alakot. 1 −2 5 0 −4

0 1 2 −1 3
0 0 1 1 −1

 ∼

 1 −2 0 −5 1
0 1 0 −3 5
0 0 1 1 −1

 ∼

 1 0 0 −11 11
0 1 0 −3 5
0 0 1 1 −1


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(1 pont)
Így ha p = 6 és q = −16, akkor végtelen sok megoldás van: (1 pont)
x4 = α ∈ R szabad paraméter és x1 = 11 + 11α, x2 = 5 + 3α, x4 = −1 − α. (2 pont)

A számolási hibák – egyébként elvileg jó megoldás esetén – darabonként 1 pont levonást jelentenek. Ha
a hiba következtében a megoldás könnyebbé válik, akkor csak a fentieknek lényegében megfeleltethető
részekért adható pont. Ha egy megoldó (akár helyes) számításokat végez (például egy ismeretlent kifejez,
behelyettesít, stb.), de ezek nem célratörőek, nem mutatják egy helyes megoldás irányát, azért csak nagyon
kevés pont (maximum 3) adható az elvégzett munka hasznosságától függően.

3. Számítsuk ki a jobbra látható determináns értékét a determináns definíciója szerint.
(A megoldásban tehát ne használjunk semmilyen, a determinánsra vonatkozó tételt
vagy azonosságot, pusztán a definícióra alapozva határozzuk meg az értékét.)

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 1 0

7 3 8 5
−9 0 0 2

4 0 5 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Először megmutatjuk, hogy a determináns definíciójában szereplő, előjelesen összeadandó szorzatok között
két nemnulla szorzat szerepel. (1 pont)
Ha ugyanis nemnulla szorzatot szeretnénk kiválasztani, akkor a második oszlopból csak a 3-at választ-
hatjuk, így a negyedik oszlopból a 2-t kell választanunk. Vagyis az első oszlopból vagy a (−1)-et, vagy a
4-et kell választanunk. Az előbbi esetben a harmadik oszlopból az 5-öt, az utóbbi esetben pedig az 1-et
kell választanunk, így csakugyan két nemnulla szorzatunk lesz, mégpedig a (−1) · 3 · 2 · 5 és az 1 · 3 · 2 · 4.

(2 pont)
Az ezekhez tartozó permutációk rendre az 1, 2, 4, 3, illetve a 3, 2, 4, 1. (1 pont)
Ezek közül az első inverziószáma 1, mivel ebben a permutációban csak a 4 és a 3 áll inverzióban, (1 pont)
a másodiké 4, mivel ebben a permutációban az inverzióban álló elempárok (3, 2), (3, 1), (2, 1) és (4, 1).

(1 pont)
A (−1) · 3 · 2 · 5 szorzatot tehát negatív előjellel kell figyelembe vennünk, mivel a hozzá tartozó permutáció
inverziószáma páratlan, (1 pont)
a 1 · 3 · 2 · 4 szorzatot pedig pozitív előjellel, hiszen a hozzá tartozó permutáció inverziószáma páros.

(1 pont)
A determináns értéke tehát −(−1) · 3 · 2 · 5 + 1 · 3 · 2 · 4 = 30 + 24 = 54. (2 pont)

4. A 2 × 4-es A mátrixról tudjuk, hogy A · A⊤ = 0. Határozzuk meg az A⊤ · A mátrixot. (Itt a 0 a
nullmátrixot jelöli, vagyis azt a mátrixot, aminek minden eleme nulla.)

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
Legyen

A =
(

a b c d
e f g h

)
.

Ekkor az A · A⊤ mátrix főátlójában álló elemek a2 + b2 + c2 + d2 és e2 + f 2 + g2 + h2. (3 pont)
Mivel A · A⊤ a nullmátrix, ezért a2 + b2 + c2 + d2 = 0 és e2 + f 2 + g2 + h2 = 0, (2 pont)
ami csak úgy lehetséges, ha a = b = c = d = e = f = g = h = 0, azaz A éppen a 2 × 4-es nullmátrix.

(3 pont)
Így A⊤ · A a 4 × 4-es nullmátrix. (1+1 pont)

Ha egy megoldó paraméteresen kiszámolja az A · A⊤ mátrixot és azt egyenlővé teszi a nullmátrixszal, de
a feladat megoldásához további érdemi lépéseket nem végez, akkor ezért legfeljebb 3 pontot kaphat.

5. Legfeljebb hányat lehet kiválasztani a jobbra látható mátrix oszlopai
közül úgy, hogy a kiválasztott oszlopok lineárisan függetlenek legyenek?


−3 −6 0 3 6

2 5 1 −2 −1
4 9 1 0 −9

−2 −6 −2 −1 1


3



∗ ∗ ∗ ∗ ∗

A keresett érték a mátrix oszloprangja, azaz a mátrix rangja. (3 pont)
A rangot a tanultak szerint Gauss-eliminációval határozzuk meg.

r


−3 −6 0 3 6

2 5 1 −2 −1
4 9 1 0 −9

−2 −6 −2 −1 1

 = r


1 2 0 −1 −2
0 1 1 0 3
0 1 1 4 −1
0 −2 −2 −3 −3

 = r


1 2 0 −1 −2
0 1 1 0 3
0 0 0 4 −4
0 0 0 −3 3

 =

= r


1 2 0 −1 −2
0 1 1 0 3
0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0

 = r
 1 2 0 −1 −2

0 1 1 0 3
0 0 0 1 −1


(4 pont)

A kapott mátrix lépcsős alakú, így a rangja a sorainak (avagy a vezéregyeseinek) a száma: 3. (3 pont)
Így a mátrix oszlopai közül legfeljebb 3-at lehet kiválasztani úgy, hogy a kiválasztott vektorok lineárisan
függetlenek legyenek.
6*. Legyen A egy (2n) × (2n)-es mátrix, ahol n ≥ 2 tetszőleges. Jelölje rendre A1, A2, A3 és A4 az A
mátrix bal felső, jobb felső, bal alsó, illetve jobb alsó n × n-es részmátrixát. Döntsük el, hogy igazak-e az
alábbi állítások (minden szóba jövő esetben).

a) Ha az A1, A2, A3, A4 mátrixok mindegyikének létezik inverze, akkor A-nak is létezik inverze.
b) Ha A3 a nullmátrix, az A1 és A4 mátrixoknak pedig létezik inverze, akkor A-nak is létezik inverze.

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

a) Az állítás nem igaz minden szóba jövő esetben. Legyen A1, A2, A3 és A4 is az n×n-es egységmátrix.
(0 pont)

Az A1, A2, A3 és A4 mátrixoknak létezik inverze, hiszen az egységmátrix inverze önmaga. (1 pont)
Az A mátrixnak azonban nem létezik inverze, mivel a determinánsa 0: (1 pont)
az (n + 1)-edik sorából az elsőt levonva a determinánsa nem változik, és egy csupa 0 sort kapunk, így a
tanultak szerint a determináns 0. (2 pont)

b) Az állítás igaz. Ehhez elég megmutatni, hogy az A mátrix determinánsa nem nulla, hiszen ekkor a
tanult tétel szerint az A mátrixnak létezik inverze. (1 pont)
Gauss-elimináció segítségével hozzuk lépcsős alakra először az A első n sorából álló részmátrixot, azaz az
(A1 | A2) részmátrixot. Mivel az A1 mátrixnak létezik inverze, azaz a determinánsa nem nulla, ezért a
lépcsős alak első n oszlopában lesz vezéregyes. Most Gauss-elimináció segítségével hozzuk lépcsős alakra az
A utolsó n sorából álló részmátrixot, azaz a (0 | A4) részmátrixot. Ekkor a lépcsős alak első n oszlopában
továbbra is minden elem 0 lesz, és mivel az A4 mátrixnak létezik inverze, azaz a determinánsa nem
nulla, ezért a lépcsős alak utolsó n oszlopában lesz vezéregyes. Ekkor az A mátrixon a megfelelő elemi
sorekvivalens lépéseket elvégezve egy felső háromszögmátrixot kapunk, aminek a főátlójában minden elem
1. (3 pont)
Mivel az elemi sorekvivalens lépések nem változtatják meg azt, hogy det A értéke 0 vagy sem, és a kapott
felső háromszögmátrix determinánsa a főátlóbeli elemeknek a szorzata, ami 1 (vagyis nem 0), ezért det A ̸=
0, (2 pont)
vagyis a tanult tétel értelmében A-nak valóban létezik inverze.
A b) részre járó 6 pont természetesen megszerezhető annak (hiánytalan) megmutatásával is, hogy az A
mátrixnak az inverze az a (2n) × (2n)-es mátrix, melynek bal felső, jobb felső, bal alsó, illetve jobb alsó
n × n-es részmátrixa rendre A−1

1 , −A−1
1 A2A

−1
4 , 0 és A−1

4 , ahol 0 az n × n-es nullmátrixot jelöli.

4


