Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok
2022. oktéber 18.

1. Hany olyan egész szam van 1 és 10 000 kozott, aminek az utolsd két szamjegye
(a tizes szamrendszerben) 34 és a hexadecimadlis alakjanak az utolso jegye E? (A
hexadecimalis szamrendszerben az E a 14-es szamjegyet jeloli.)

2. Egész szam-e az alabbi?

5-279%1 4+ 5
1400

3. A tanult Euklideszi algoritmus segitségével hatarozzuk meg az 6sszes olyan
egészt 0 és 301 kozott, aminek a 222-szerese 34 maradékot ad 302-vel osztva.
(A feladat tehdt nem csupéan a keresett szamok meghatarozdsa, hanem a tanult
algoritmus futtatasa és a mitkodése kozben végzett szamitasok dokumentéldsa is.)

4. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, ami tartalmazza az e egyenest és nincs
kozos pontja az f egyenessel, ahol e és f egyenletrendszerei az alabbiak:

r—1 r  1-2y

=5 — =2 Do
y T2 U 12

=8—z

5. Alljon a V' C R® halmaz azokbdl az R>-beli vektorokbél, amelyek els6 hé-
rom koordinatajanak az 6sszege legalabb annyi, mint az utolsé két koordinatajuk
osszege. Alteret alkot-e R’-ben a V' halmaz?

6*. Az R"-beli a,b,c,d vektorokrél tudjuk, hogy az a,b,c vektorok linedrisan
figgetlenek, de az a+b+c, a —b— 3d, a+ c+ 5d vektorok linedrisan ¢sszefliggdk.
Kovetkezik-e ebbél, hogy d € (a,b,c)?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatdan felirni a kovetkezo adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezeto neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc. A 100%-o0s eredményhez elegendd 50 pontot
elérni a 60-bdl, az Gsszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljik el. Az alairas
megszerzéséhez mindkét zarthelyin legalabb 24 pontot kell elérni.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat meg-
frasa kozben szdmoldgép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok
2022. december 2.

1. Dontsiik el, hogy a p valés paraméter milyen értékeire van megoldasa az
alabbi egyenletrendszernek. Ha van megoldas, adjuk is meg az Osszeset.
—331+3SC2—2£E3—|-SC4 =0
4dry — 1229 + 1323 — 424 = 15
311 — 91y + 223+ (p— )y = P> —2p — 12

2. Valaki négyszer egymas utan kiszamolta a jobbra lat- 6 2 -6 —6
haté determinans értékét és négy kiilonbozd eredményt 12 14 18 12
kapott: 1020, 2022, 3024 és 4026. Végul szamitégép- 6 14 —16 —8
pel ellenorizve kidertilt, hogy a négy eredmény koziil az 6 4 922 10

egyik valéban helyes. Melyik?

3. Szdmitsuk ki az A!! matrixot az aldbbi A métrixra (vagyis annak a 11 té-
nyezés szorzatnak az értékét, aminek minden tényezéje A).

3 =2 1
A=1]4 -6 4
3 —6 9

4. Dontstik el, hogy létezik-e inverze a fenti A matrixnak és ha igen, hatarozzuk
meg A~ l-et.

5. Az alabbi A matrixbdl készitsiik el a 3 x 4-es B matrixot gy, hogy A-hoz
1j sorként hozzavessziik A sorainak az Osszegét. Ezutan a kapott B matrixbdl
készitsiik el a 3 x 5-0s C' matrixot gy, hogy B-hez Gj oszlopként hozzavessziik B
oszlopainak az 0sszegét. Végiil a C' matrixbol készitsiik el a 4 x 5-0s D matrixot
ugy, hogy C-hez 1j sorként hozzavessziikk C' sorainak az 6sszegét. Hatarozzuk
meg a D matrix rangjat, r(D)-t.

2 =5 1 3
A= ( -4 10 -2 4 )
6*. Legyen U < R* altér R*-ben, V' < RS pedig altér R%-ban és tegyiik fel,
hogy dimU = 3 és dimV = 4. A W C R halmaz alljon azokbdl az R%-beli
vektorokbdl, amiknek az elso 4 koordinataja altal alkotott oszlopvektor U-beli

és az utolsé 6 koordinataja altal alkotott oszlopvektor V-beli. Mutassuk meg,
hogy W altér R1%-ben és hatdrozzuk meg dim W értékét.

A dolgozatra kérjiikk jol olvashatéan felirni a kovetkezo adatokat: név, Neptun-koéd, Neptun
szerinti gyakorlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaid6 90 perc. A 100%-o0s eredményhez elegendé 50 pontot
elérni a 60-bdl, az 6sszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljilk el. Az aldirds
megszerzéséhez mindkét zarthelyin legalabb 24 pontot kell elérni.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat
megirdsa kozben szdmologép (vagy mas segédeszkoéz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Els6 potzh
2022. november 4.

1. Mennyi maradékot adhat 273-mal osztva egy olyan szdm, melynek
b7-szerese 99 maradékot ad 273-mal osztva?

2. Mennyi maradékot ad 21932 70-nel osztva?

z—=1 _ y=2 _ z2-3 6s TE2 y+6 _ z2—2
3 7 T 11 2 5 4

egyenletrendszerd egyeneseknek van kozos pontja és adjuk meg annak

3. Mutassuk meg, hogy az

a siknak az egyenletét, amely mindkét egyenest tartalmazza.

; , (2 (2
4. AV C R® halmaz azon vektorokbol 0 _9
all, melyeknek ugyanannyi pozétiv ko- 5 6
ordinatajuk van, mint negativ. gy pél- v=1 4 |'¥= 0
daul a jobbra lathato v vektor V-bel, _3 9
mig w nem V-beli. Altér-e V R%-ban? K 0 ) K 7 )

5. Az a,b, c,d € R3 vektorokrol annyit tudunk, hogy (a, b, c) = (a,b, d).
Mutassunk példat arra, hogy ekkor a b, ¢, d vektorok lehetnek linearisan
fliggetlenek és arra is, hogy lehetnek linearisan osszefiiggdk is (a példak
helyességét természetesen indokolni kell).

6*. Hatarozzuk meg a

max Inko(21n + 6,6n + 4)

neZ+

értéket, ahol Inko(a,b) az a és b szamok legnagyobb kozos osztojt,
Z* pedig a pozitiv egészek halmazat jeloli. (Vagyis hatarozzuk meg
a 21ln + 6 és 6n + 4 szamok legnagyobb kozos osztdjanak lehetséges
legnagyobb értékét, ahol n végigfut a pozitiv egész szamokon.)

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkezs adatokat: név, Neptun-kod,
Neptun szerinti gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidd 90 perc. A 100%-os eredményhez elegendd
50 pontot elérni a 60-bol, az Osszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként
konyveljiik el. Az alairds megszerzéséhez mindkét zarthelyin legalabb 24 pontot kell
elérni.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A
dolgozat megirasa kozben szamologép (vagy méas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
masodik potzarthelyi
2022. december 12.

1. Nevezziink egy R"™-beli v vektort atlagosnak, ha v koor-
dinéatai a harmadiktol kezdve azonosak a megel6z6 két koor-
dinédta atlagaval (atlagos pl. a jobbra lathato vektor). Hata-
rozzuk meg az R*-beli atlagos vektorok altal alkotott V altér
dimenziojat. (Azt, hogy V altér, nem kell indokolnunk.)

=~ W Ot =

2. Adjuk meg az alabbi egyenletrendszer megoldasainak szamat a p, q
valos paraméterek minden értékére. (Magukat a megoldasokat tehat
nem kell megadni.)
r1+2r9+4r3 = 8
x1—|—3x2+p~$3: 9
r1+q-x9+4xs = p+4
3. Szamitsuk ki a jobbra lathaté determinans értékét a

determindns definicidja szerint. (A megoldésban tehat
ne hasznaljunk semmilyen, a determinansra vonatkozo

w o O
S = O O
S O o O
O O O O

tételt vagy azonossagot, pusztan a definiciora alapozva
hatarozzuk meg az értékét.)

4. Legyen A a jobbra lathaté matrix. Hatarozzuk 1
meg A? determinansat (ahol A% persze az A-A  A=| 2
3

1
3
matrixot jeloli). 4

Tt W N

5. Legyen A a jobbra lathato méatrix.

a) Hatarozzuk meg az A? — 2A métrixot. A — < 14 6 )
b) Dontsiik el, hogy létezik-¢ inverze az A — F —28 —12
matrixnak és ha igen, hatarozzuk is meg.

6*. Mutassuk meg, hogy barmely 2 x 2-es matrixot ki lehet egésziteni
két 1j sorral, majd két 1j oszloppal tgy, hogy olyan 4 x 4-es matrixot
kapjunk, melynek van inverze.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkezs adatokat: név, Neptun-kod,
Neptun szerinti gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidd 90 perc. A 100%-os eredményhez elegendd
50 pontot elérni a 60-bol, az Osszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként
konyveljiik el.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A
dolgozat megirdsa kozben szamologép (vagy més segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

144
Zéarthelyi feladatok — az FaluSO zérthelyi potlasra
2022. december 19.

3100000 (

1. Hatarozzuk meg vagyis harom a szazezrediken) utolsé 4 szamjegyét.

2. Az eldadason tanult megfelel¢ algoritmus alkalmazasaval hatarozzuk meg
3™ maradékat 77-tel osztva. (A megolddsban ne hasznaljunk semmilyen egyéb
ismeretet; a feladat a megfelel6, tanult algoritmus altal végzett szamitasok do-

kumentalasa.)

3. A szabalyos gomb alakt gumilabda sik feliiletli lejtén gurul. Abban a pilla-
natban, amikor a labda a P(2;5; —1) pontban érinti a lejtét, a kozéppontja a
K(16;1;7) pontban van. Atmegy-e a lejté sikja az origén?

4. Legyen R*-ben

[~

I

|

I
— O O
— =N O

0 =~ Ot —

3

Hatarozzuk meg az (u,v,w) generalt alteret. (A generalt altér meghatdrozasa
alatt azt értjik, hogy készitiink egy olyan ,, gyorstesztet”, amivel egy tetszoleges
R*-beli vektorrél nagyon egyszertien megmondhaté, hogy a generalt altérhez

tartozik-e.)

5. Linearisan fiiggetlenek-e az alabbi, R°-beli vektorok?

2 2 2
3 3 3
a=| 5 |,b=|5|,c=1| 5
7 7 7
11 13 17

6%*. Egy n egész szam 100-zal vett osztasi maradéka 1-gyel nagyobb a 73-mal
vett osztasi maradékanal. Mennyivel nagyobb a 7300-zal vett osztasi maradéka

a 73-mal vett osztasi maradékanal?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatdan felirni a kévetkezd adatokat: név, Neptun-kod.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc. A 100%-o0s eredményhez elegendd 50 pontot
elérni a 60-bol, az 6sszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljitk el. Az alairds
megszerzéséhez mindkét zarthelyin legalabb 24 pontot kell elérni.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat
megirdsa kozben szamologép (vagy mas segédeszkodz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Zarthelyi feladatok — a MA.S ODIK zarthelyi potlasara

2022. december 19.

1. Nevezziink egy R°-beli v vektort félszimmetrikusnak, ha v elsd
és utolsé koordinatajanak osszege azonos a kozépso koordinataval és
ugyanez igaz a masodik és a negyedik koordinatainak osszegére is
(félszimmetrikus példaul a jobbra lathaté vektor). Hatarozzuk meg az
Ro-beli félszimmetrikus vektorok altal alkotott V' altér dimenzidjat.
(Azt, hogy V altér, nem kell indokolnunk.)

-~ Ot O W

2. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert a p valés paraméter minden értékére.

1+ 2x9+4x3 = 6
201+ 6x9 +p-x3 = 12
r1+8xryg+6x3 = 6

3. Legyen A a jobbra lathaté matrix. Hatarozzuk meg az A=
A - AT matrix determindnsat.

N W DN
el SN
W = N

4. A jobbra lathaté matrix a B matrix inverze. Dontsiik el, Bl 3
hogy létezik-e inverze a B? matrixnak és ha igen, adjuk is S\ 2
meg. (B? természetesen a B - B matrixot jeldli.)

5. Az 5 x 5-6s C' matrixrél annyit tudunk, hogy pontosan 3 nullatél kiillonbo6zo
eleme van. Hatarozzuk meg C rangjanak osszes lehetséges értékét.

LW O

6*. A 10 x 10-es D maétrix determindnsa 0. S6t, barhogyan valtoztatjuk meg
D-nek egyetlen elemét, a kapott matrix determinansa is mindig 0. Mutassuk
meg, hogy D rangja legfeljebb 8.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoéan felirni a kévetkez6 adatokat: név, Neptun-kod.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidd 90 perc. A 100%-o0s eredményhez elegendé 50 pontot
elérni a 60-bdl, az 6sszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljiik el. Az alairas
megszerzéséhez mindkét zarthelyin legalabb 24 pontot kell elérni.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat
megirdsa kozben szdmologép (vagy mas segédeszkoéz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozési utmutato
2022. oktober 18.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az itmutaté minden
feladat (legaldbb egy lehetséges) megolddsénak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpontszamokat
kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt 1épések
egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az ttmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szereplo ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybol a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphatd. Ha egy megoldd egy feladatra
tobb, egymastol 1ényegesen kiilonbozé megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhatd pontszam.
Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb
részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és
(lényeges) hibat tartalmazo is, tovdbba a dolgozatbdél nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta
helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az atmutatoban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol
eltéré j6 megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitds nélkil csak az eléadason szereplo
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Hény olyan egész szam van 1 és 10 000 kozott, aminek az utolsé két szamjegye (a tizes szédmrendszer-
ben) 34 és a hexadecimdlis alakjanak az utolsé jegye E? (A hexadecimdlis szamrendszerben az E a 14-es
szamjegyet jeloli.)

Xk ok x %

Egy, a feladat feltételeinek megfelel6 n egészre n =34 (mod 100) és n =14 (mod 16) adédik. (1 pont)
A kapott kongruenciarendszert a tanult mddszerrel oldjuk meg. Az elsé kongruenciabol n = 100k + 34

valamilyen k egészre. (1 pont)
Ezt a mésodikba helyettesitve: 100k 434 =14 (mod16). Mindkét oldalbél 34-et levonva a
100k = —20 (mod 16) linedris kongruenciat kapjuk. (1 pont)
Ez a linearis kongruencia (100, 16) = 4 | —20 miatt megoldhato. (0 pont)
100 = 4 (mod16) és —20 = 12 (mod 16) miatt a linedris kongruencia 4k = 12 (mod 16) alakba is
irhato. (1 pont)

Mindkét oldalt 4-gyel osztva: k =3 (mod4), ahol a modulust (4, 16) = 4 miatt osztottuk 4-gyel.(1 pont)
Mivel az osztas ekvivalens atalakitas volt, ezért k =3 (mod4) valoban a linedris kongruencia megoldds-

halmazat adja meg. (2 pont)
Ebb6l tehdt k = 4¢ + 3 valamely ¢ egészre. Ezt visszahelyettesitve: n = 100k + 34 = 100(4¢ + 3) + 34 =
4004 + 334. (2 pont)
Mivel ez az £ = 0,1, ...,24 értékekre esik 1 és 10000 kozé, ezért 25 darab, a feladat feltételeinek megfelel6
egész szam létezik. (1 pont)

A megoldas kozben el6allt linearis kongruencia természetesen mas tanult modszerekkel, igy akar az Euk-
lideszi algoritmussal is megoldhaté. Aki a fent leirthoz hasonlé utat valaszt, az a 1épések ekvivalencidjara
val6 hivatkozast kivalthatja ellenorzéssel vagy arra valdé hivatkozassal, hogy a tanultak szerint a megol-
déasok szdma modulo 16 (100,16) = 4, ami megfelel a kapott £ = 3 (mod4) eredménynek (hiszen az
k=3,7,11 vagy 15 (mod 16) alakba is irhat).



2. Egész szam-e az alabbi?

5-279%1 + 5
1400
* k% ok k
A kérdés az, hogy 5 - 279%! + 5 oszthaté-e 1400-zal. (1 pont
©(1400) = (23 - 52 - 7) = (23 — 2%)(5% — 5)(7 — 1) = 480 a tanult képlet szerint. (1 pont
(279,1400) = 1, mert 279 se 2-vel, se 5-tel, se 7-tel nem oszthato. (1+1 pont
Igy az Euler—Fermat tételbol 279480 =1 (mod 1400) kovetkezik. (1 pont

Ezt négyzetre emelve: 279%° =12 =1 (mod 1400) adédik. (
Mindkét oldalt 279-cel szorozva: 279%! = 279  (mod 1400). (

Most mindkét oldalt 5-tel szorozva: 5 - 279%! = 5.279 = 1395 = —5  (mod 1400). (1 pont
Igy (a kongruencia definici6ja szerint) 1400 | 5 - 279%6" 4 5, (
vagyis a feladatban szerepl6 szam egész szam.

Megjegyezziik, hogy a feladat valojaban egyszertibben, az Euler-Fermat tétel alkalmazasa nélkil is
megoldhat6. Ugyanis 5-tel vald egyszertisités utan a feladatbeli tort alakja: 279;86(;“. Ennek az egész
volta pedig konnyen koévetkezik a 279 = —1 (mod280) kongruencia 961-edik hatvanyra emelésébdl:

279%1 = (—1)%! = —1  (mod 280). Ebbdl tehdt 280 | 279%! 4 1 valéban adddik.

3. A tanult Euklideszi algoritmus segitségével hatarozzuk meg az 6sszes olyan egészt 0 és 301 kozott, aminek
a 222-szerese 34 maradékot ad 302-vel osztva. (A feladat tehat nem csupéan a keresett szamok meghataro-
zésa, hanem a tanult algoritmus futtatdsa és a miikodése kozben végzett szamitdsok dokumentalasa is.)

* ok ok k%

A feladat a 222z = 34 (mod 302) linedris kongruencia megoldésa (az Euklideszi algoritmussal). (1 pont)

Az algoritmus el6szor meghatérozza (222, 302) értékét: (1 pont)
302 =1-222+ 80
222 =2-80+ 62
80 =1-62+18
62=3-18+8 (2 pont)
18=2-8+2
8§=4-240
fgy (222,302) = 2. (1 pont)
Mivel ez 1-nél nagyobb, ezért a linedris kongruenciat leosztjuk vele: 111z = 17  (mod 151). (1 pont)
Az igy kapott alakkal folytatjuk az algoritmus végrehajtasat:
(¥) 151z =0 (mod 151)
(B) 111z = 17 (mod 151)
(x) —1-(B): (1) 40x = —17 (mod 151)
(B)—2-(1):(2) 3lz =51 (mod 151) (2 pont)
(1)=1-(2):(3) 9z = —68 (mod 151)
(2)—3-(3):(4) 42 =255=104 (mod 151)
(3)—2-(4):(5) a=-216=26 (mod 151)
Igy a linedris kongruenciat kielégits egészek 0 és 301 kozott: 26 és 177. (2 pont)

Ha egy megoldé (222, 302) meghatarozasat nem az algoritmussal végzi (hanem példaul a primtényezés fel-
bontés alapjan), az a fenti pontozas szerint a legnagyobb kézos 0szt6 szamitdsaért jaré 2 pontot veszitse el.
Ha egy megoldé egyaltalan nem foglalkozik a legnagyobb kozos oszté szamitasaval, hanem a kongruenciak
kivondsan alapulé 1épéssort a 2222 = 34  (mod 302) kongruenciaval kezdi, az a tanult algoritmus ismere-
tének az alapveto hidnyat mutatja, igy a linearis kongruencia felirdasaért jaré 1 ponton kiviil a szamolasért
legfoljebb tovabbi 1 pontot kaphat; ha azonban a szamolds végén (a 2x =52 (mod302) kongruencia
2-vel valé osztdsa utdn) kapott eredményrol helyesen megmutatja, hogy ezzel valoban a linearis kongru-
encia megoldasait kapja, akkor ezért tovabbi 2 pont adhaté. (fgy tehat egy ilyen, nem a legnagyobb kozos
osztoval valo leosztassal induld — és igy nem a tanult algoritmust koveté — megoldéds Gsszesen legfoljebb 4
pontot érhet.)



4. Trjuk fel annak a siknak az egyenletét, ami tartalmazza az e egyenest és nincs kozos pontja az f
egyenessel, ahol e és f egyenletrendszerei az alabbiak:

r  1-2y
712

=b—y, 2=2 f: =8—z

* ok ok ok %

Az e egyenes egyenletrendszerét —1 = y_;f, z = 2 alakba {rva kiolvashatd, hogy e atmegy a P(1;

ponton és iranyvektora a v, = (2; 1 ) Vektor (2 pont
—0

+2)
)
)
)

Hasonléan, f egyenletrendszerét *== = 4= ;/ 2 = (A&tmegy a Q(0;1/2;8
ponton és) iranyvektora a v, = (7; —6; —1) Vektor (2 pont
Mivel S tartalmazza e-t és nincs kozos pontja f-fel, ezért mindkettével parhuzamos. Igy az n vektor akkor
lesz normalvektora S-nek, ha meréleges v -re és v-re is (és n # 0). (1 pont)
Ebbél v, -n = 0 és v, -n = 0 kévetkezik (a skaldris szorzat definicidja szerint). (1 pont)
Ha n = (a, b, ), akkor ebbél (a skaldris szorzat kiszamitasara tanultak miatt) 2a —b =0 és Ta—6b—c =0
adodik. (1 pont)
Az els6 egyenletbél b = 2a, ezt a mésodikba helyettesitve ¢ = —5a. Igy példdul n = (1;2; —5) normélvek-
tora S-nek. (1 pont)

S atmegy a P-n (mert tartalmazza e-t). Igy ebb6l és n-bél felirhaté S egyenlete: x + 2y — 5z = 1.(2 pont)

5. Alljon a V' C R® halmaz azokbdl az R%-beli vektorokbdl, amelyek elsé harom koordinétéjanak az osszege
legaldbb annyi, mint az utolsé két koordinatajuk dsszege. Alteret alkot-e R°-ben a V' halmaz?

* ok ok ok ok

A v =(1,0,0,0,0)" vektor V-beli (mert 1 4+ 0+ 0 > 0+ 0). Azonban a (1) -v = (—1,0,0,0,0)” vektor
nem V-beli (mert —1+0+0 < 0+ 0). (6 pont)
Mivel v € V', de (—1) - v ¢ V, ezért az altér definicidja sériil, vagyis V' nem altér. (4 pont)
Bar ez kozvetlentil nem jarul hozza egy helyes megoldashoz, de ha egy megoldé (hidanytalanul) megmutatja,
hogy u,v € V esetén u+ v € V is teljesiil, akkor ezért 4 pontot kaphat; ha pedig a megolddsban nyoma
van annak, hogy a skaldrral valé szorzasra vald zartsagot is elkezdi vizsgalni (és nem csak felirja), akkor
ezért tovabbi 1 pont adhaté.

6*. Az R"-beli a, b, ¢, d vektorokrdl tudjuk, hogy az a, b, ¢ vektorok linedrisan fiiggetlenek, de az a + b+ ¢,
a —b—3d, a+ ¢+ 5d vektorok linedrisan Osszefuiggdk. Kovetkezik-e ebbél, hogy d € (a, b, ¢)?

¥ ook ok ok X

Az a+b+c, a—b—3d, a+ c+ 5d vektorok linearis Osszefiiggosége azt jelenti, hogy léteznek olyan «, 3,y
skaldrok, amik kozott van 0-t6l kiillonbozd és a(a+b+c¢) + B(a —b—3d) + v(a+ ¢+ 5d) = 0. (2 pont)
Atrendezve: (a4 B +7)a + (a — B)b+ (a +7)c+ (57 — 38)d = 0. (1 pont)
Megmutatjuk, hogy 5y — 38 # 0. Tegyiik fel ugyanis, hogy ez nem igaz: 5y — 38 = 0. Ekkor az el6z6
egyenletbdl (a+ S+ v)a+ (a— 8)b+ (a+7)c = 0 adddik, amibél az a, b, ¢ vektorok linedris fiiggetlensége

miatt o+ +v=0,a— =0 a+~v=0. (1 pont)
Itt a masodik, illetve harmadik egyenletbol § = «, illetve v = —a. Ezeket az elsébe visszahelyettesitve
a =0, amibol § =0 és v = 0 is kovetkezik. (1 pont)
Ez viszont ellentmond annak, hogy «, # és v kozott van 0-tél kiilonbozo és igy valéban igazolja az
by — 3 # 0 allitast. (1 pont)
Igy a fenti, 4trendezés utdn kapott egyenletbél a kovetkez6t nyerhetjiik:

P ks P el e e B (2 pont)

- 38 —-5y 3B —5by 38 — by

Ebbdl pedig kovetkezik a d € (a,b,c) &llitas (hiszen d kifejezhetd linedris kombinaciéval az a, b, ¢ vekto-
rokbol). (2 pont)
A feladat kérdésére tehat a valasz: igen, kovetkezik.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozési utmutato
2022. december 2.

Altaldnos alapelvek.

A pontozéasi utmutaté célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az itmutaté minden
feladat (legaldabb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpontszamokat
kozli. Az itmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt 1épések
egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy 4ttekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szereplo ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatdskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybol a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy feladatra
tobb, egymastdl 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhatd pontszam.
Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb
részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és
(Iényeges) hibat tartalmazo is, tovdbba a dolgozatbdél nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta
helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megolddskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az utmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatdok. Az itmutatoban leirttol
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Dontsiik el, hogy a p valés paraméter milyen értékeire van megoldasa az alabbi egyenletrendszernek.
Ha van megoldas, adjuk is meg az 0sszeset.

-1 + 31’2 - 2I3 +x4 = 0
4r1 — 12209 + 1323 — 424 = 15
3]71 — 9562 + 2LU3 + (p - 3)1’4 = p2 — 2p — 12
ok ok k%

A Gauss-eliminéciot alkalmazva a kovetkezoket kapjuk:

—1 3 =2 1 0 1 -3 2 -1
( 4 —-12 13 —4 15 ) ~ ( 0 0 5 0
p? —2p —12 0 0 —4 p

3 -9 2 p-3

0
15 ~
p? —2p — 12

1 -3 2 -1 0

( 0 0 1 0 3 ) ~ (2 pont)
0 0 0 »p |pP—2p

Ha p # 0, akkor a harmadik sort p-vel osztva kapjuk a 1épcsos alakot, majd az eliminaciét folytatva

(tovabbi két 1épés utén) a redukalt 1épcsos alakot:

1 -3 2 -1 0 1 -3 0 0|p—28

( 0 0 1 0 3 ) ~ ( 0 0 1 0 3 ) (141 pont)
0 0 0 1 |p-—2 0 0 0 1|p—2

gy a p # 0 esetben végtelen sok megoldas van: o = a € R szabad paraméter és z; = p — 8 + 3a, T3 = 3

és xqg=p— 2. (2 pont)

Ha viszont p = 0, akkor a harmadik sor csupa nulla sor, igy ezt elhagyva kapjuk a lépcsés alakot, majd

(tovabbi egy 1épés utan) a redukalt 1épcsés alakot:

1 -3 2 —-11]0 1 -3 0 —-1| -6
(0 0 1 03)“<0 01 0 3) (1+1 pont)
Igy a p = 0 esetben is végtelen sok megoldds van: 2o = o € R és 24 = € R szabad paraméterek és
ry=—6+4+3a+ [, v3=3. (2 pont)



A szamolasi hibak — egyébként elvileg j6 megoldas esetén — darabonként 1 pont levonast jelentenek. Ha
a hiba kovetkeztében a megoldas konnyebbé valik, akkor csak a fentieknek lényegében megfeleltetheto
részekért adhaté pont. Igy példaul ha egy elszdmolds kovetkeztében az elsd két elimindciés 1épés utdn a
harmadik sorban a jobb oldalon p* — 2p helyett egy olyan kifejezés jelenik meg, aminek a p = 0 nem gyoke
és ezért a megoldo arra az (egyébként helyes) kévetkeztetésre jut, hogy a p = 0 esetben nincs megoldés, az
a pontozas szerinti utolsdé 4 pontot nem kaphatja meg — de helyette kaphat 1 pontot annak a kozléséért,
hogy nincs megoldéds. Ha egy megold6 (akédr helyes) szamitasokat végez (példaul egy ismeretlent kifejez,
behelyettesit, stb.), de ezek nem célratoréek, nem mutatjik egy helyes megoldés irdnyat, azért csak nagyon
kevés pont (maximum 2-3) adhaté az elvégzett munka hasznossagatol fiiggben.

2. Valaki négyszer egymas utan kiszamolta a jobbra lathaté determinans értékét -6 2 —6 —6
és négy kiillonbozé eredményt kapott: 1020, 2022, 3024 és 4026. Végiil szamito- 12 14 18 12
géppel ellendrizve kideriilt, hogy a négy eredmény kozil az egyik valoban helyes. —6 14 —16 -8
Melyik? 6 4 22 10

X ok ok ok ok

Els6 megoldas. Mivel a matrix minden eleme péaros szam, ezért az elemeibdl készitett négy tényezos
szorzatok 16-tal oszthatok. (4 pont)
fgy ha a determindnst definicié szerint szdmoljuk ki, akkor 16-tal oszthaté szorzatok el8jeles Gsszegét
vessziik, igy eredményiil is 16-tal oszthatd szamot kell kapnunk. (4 pont)
Mivel a feladatban felsorolt négy lehetoség koziil egyediil a 3024 oszthato 16-tal, ezért a determindns értéke
is ez kell legyen. (2 pont)

Masodik megoldas. Ha a matrix minden elemét megfelezziik, akkor a determinans értéke a 16-odara
valtozik. Valéban: ha egy sort kettovel osztunk, akkor a tanult tétel szerint a determinans is a felére
valtozik; ezt a négy sorra egymas utdn alkalmazva minden elemet a felére valtoztatunk és a determinéns

értékét négyszer egymas utan felezziik meg. (3 pont)
Mivel a matrix minden eleme paros szam, ezért annak a D determinansara D = 16- D’ ahol D’ egy olyan
4 x 4-es matrix determinansanak értéke, aminek minden eleme egész szam. (2 pont)
A determimaéns definicidja miatt D’ egész szdm, hiszen D’-t egész szamokbol készitett szorzatok dsszegeként,
kaphatjuk meg. (3 pont)
Igy D 16-tal oszthaté egész szém. Mivel a feladatban felsorolt négy lehetéség koziil ez egyediil a 3024-re
igaz, ezért a determinéns értéke is ez kell legyen. (2 pont)

Harmadik megoldas. A determinanst a Gauss-eliminédcié determinansra vonatkozé valtozataval szamit-

juk ki:

6 2 —6 -6 1 s 11 1~y 11
12 14 18 12| 0 18 6 0] o 1 vy ol
6 14 —16 s |=C9 19 19 10 2= g g g 9
6 4 22 10 0 6 16 4 0 0 14 4
1 15 11
B 0 115 0 B
=1512-| 0o ), | = 15122 = 3024

0 0 0 2

Minden, a megoldast érdemben nem befolydsolé szamolasi hiba 1 pont levonast jelent. A determinansra
vonatkozo egyes alapismeretek teljes vagy részleges hidnyabdl fakadé elvi hibak viszont darabonként 4 pont
levonast jelentenek. Ilyen példaul, ha a megoldé egy sor konstanssal szorzasa, vagy sorok cseréje utan nem,
vagy hibdsan koveti a determinans megvaltozasat. Kétes esetekben elvi hibanak tekintend6é minden olyan
hiba, amikor nincs nyoma annak, hogy a megoldé a szoban forgd ismeretet helyesen probalta alkalmazni.
Arényos részpontszam jar minden, a determinans kiszamitdsanak irdnyaba mutaté, hasznos lépésért. A
kifejtési tétel puszta alkalmazasa (egyéb, tovabbi atalakitdsok nélkiil) legfoljebb 2 pontot érhet, mert
egyediil ezzel a determinans meghatarozasa nem valik konnyebbé az eredeti feladatnal.



3. Szamitsuk ki az A métrixot az aldbbi A matrixra (vagyis annak a 11 tényezOs szorzatnak az értékét,
aminek minden tényezdje A).

3 =2 1
A= ( 4 —6 4 )
3 —6 5
%k % k%
400
A matrixszorzas definiciéja szerint A%-et kiszdmitva kapjuk, hogy A% = ( 040 ) . (3 pont)
004

« /ey

= 4F matrixra és egy tetszoleges
(n x n-es) M matrixra (4E)M = 4- M teljestl. (Ez kovetkezik a tanult (AX)Y = A(XY)ésaz E- X = X

Osszefiiggésekbol is: (4E)M =4 - (EM)=4-M.) (3 pont)
Igy A* = A?. A? = (4F) - (4E) = 4 - (4F) = 16 E. Hasonldan folytatva kapjuk, hogy A% = 26F A® = 28F
és AV =210F. (1 pont)

fgy At = A10. A = (2'9F) . A = 2. A (ami ismét adédik kozvetleniil a métrixszorzas definiciéjabél vagy
) 3072 —2048 1024

a fent {rt médon annak a tanult tulajdonsigaibol). Igy tehat Al = ( 4096 —6144 4096 ) : (3 pont)
3072 —6144 5120

Egy teljes értékli megolddshoz nem sziikséges konkrétan kiszdmitani A elemeit, elegendd, ha a megol-
déasbdl kideriil, hogy A elemeit 1024-gyel kell megszorozni. (Ugyancsak nem jar pontlevonas azért, ha a
megoldd nem adja meg 20 értékét.) Egy hidnytalan megolddshoz viszont valamilyen médon sziikséges in-
dokolni, hogy az A? = 4F észrevételbdl hogyan kaphaté meg A, illetve A''. Ehhez elegend6 példaul, ha
a megoldo elvégzi az (A?) - (A?), majd az (A1) - (A?%) szorzast és jelzi, hogy ehhez hasonléan keletkezne A®
és A0 is; végiil ebbdl egy tijabb szorzds elvégzésével kapja All-t. Ha azonban a megoldé példaul (tovabbi
kiegészités nélkiil) csak annyit ir, hogy A = (A?)® = 4° . E, az nem minésiil alapos indokldsnak (de a
fenti pontozds szerinti kézépsé 3+1 pont felét megkaphatja).

4. Dontsiik el, hogy létezik-e inverze a 3. feladatban szereplé A matrixnak és ha igen, hatdrozzuk meg
A let,

* ok ok ok %

Els6 megoldas. A 3. feladat megoldasabol kideriilt, hogy A? = 4F. Ebbdl és a matrixszorzds tanult

tulajdonsdgabol A - (3 A)=1.4?=1.(4F) =E. (4 pont)

Hasonl6an adédik, hogy (3-A)-A=1.42=1.(4F) =E. (3 pont)
3/s —1f2 14

[gy az inverz métrix definiciéja szerint A~! létezik és A~! = 1 A= ( 1 =3k 1 ) (3 pont)
35 33 54

A fenti pontozas szerinti k6zépso 3 pontért arra is lehet hivatkozni, hogy az el6adason tanultak szerint ha
A - X = FE teljesiil az n x n-es A és X matrixokra, akkor ebbdl X - A = E is kovetkezik és igy X = A~L.
Ha azonban a megoldé az A - (i - A) = E megfigyelésbol tovabbi indoklas nélkil kovetkeztet arra, hogy
A7l = iA, akkor ezt a 3 pontot veszitse el. Ha egy megoldé A~'-et meghatarozni nem tudja, de az A2 = 4F
Osszefliggésbél a determindnsok szorzastételét hasznalva kovetkeztet arra, hogy det A = —8 # 0 és igy (a
tanult tétel szerint) A~! létezik, akkor ezért 3 pontot kaphat.

Masodik megoldas. A~!-et a tanult médon, Gauss-elimindciéval szamitjuk:

3 -2 1|1 0 0 1~ 15| Yz 0 0
4 =6 410 1 0 |~ 0 =105 s3] 45 1 0 |~
3 =6 5|0 0 1 0 -4 4] -1 0 1
1 =23 Y3|l/3 0 O 1 =23 0|12 12 —5/12 1 0 0|34 =12 14
(0 1 —4fs5|2/s —3/10 o)w(o 1 0|1 =3 1 )~(01o 1 —3» 1 ) (4 pont)
0 0 45|35 —65 1 0 0 1|34 =32 5.4 00 1|34 =3/2 54
A vonaltdl balra egységmatrix keletkezett (és igy det A # 0), ezért A-nak létezik inverze (4 pont)
és az a fenti, a vonaltdl jobbra esé matrix. (2 pont)

Az inverz létezését indokolhatjuk gy is, hogy kiilon kiszamitjuk A determinansat és mivel az nem 0

3



(det A = —8), ezért a tanultak szerint A~! létezik. Minden, a megoldést érdemben nem befolyésolé szdmo-
lasi hiba 1 pont levonast jelent. Az egyes alapismeretek teljes vagy részleges hianyabol fakadoé elvi hibdk
(jelentkezzenek azok akédr A~! vagy det A szdmoldsa kozben) darabonként 4 pont levonést jelentenek. Ha
egy megold6 A~! szamoldsa kozben egyszer(i szamoldsi hibat vét, de a végén a szdmoldsat beszorzassal
ellendrizve észreveszi, hogy hibazott, az ezért 1 pontot visszakaphat a szamolasi hibdkért levont pontok
koziill még akkor is, ha a hibat kijavitani nem tudja.

5. Az alabbi A matrixbdl készitsiik el a 3 x 4-es B matrixot gy, hogy A-hoz 1j sorként hozzavessziik A
sorainak az Osszegét. Ezutdn a kapott B matrixbol készitsiik el a 3 x 5-0s C' matrixot ugy, hogy B-hez 1]
oszlopként hozzavessziik B oszlopainak az 0sszegét. Végiil a C' matrixbdl készitsiik el a 4 x 5-6s D matrixot
ugy, hogy C-hez 14j sorként hozzavessziik C' sorainak az Osszegét. Hatarozzuk meg a D matrix rangjat,

r(D)-t.
2 ) 1 3
4= )
—4 10 —2 4

X ok ok ok ok

Els6 megoldas. Mivel B definiciéja szerint annak a harmadik sora az els6 két soranak az 0sszege, ezért ha
kivonjuk B harmadik sorabdl az elsé kettot, akkor a kapott matrix harmadik sora csupa nulla lesz.(1 pont)

gy a kapott matrixbél annak a harmadik, csupa nulla sorét elhagyva A-t kapjuk vissza. (1 pont)
Ebbél kovetkezéen r(B) = r(A), mert a tanultak szerint a Gauss-elimindcié (sorokon végzett) 1épései a
rangot nem valtoztatjak. (2 pont)

Mivel a tanultak szerint a Gauss-eliminacié oszlopokon végzett 1épései sem valtoztatjak a rangot, hasonléan
kovetkezik, hogy 1(C) = 1(B): C utols6 oszlopabdl az elsé négyet kivonva, majd a keletkez6 csupa nulla

oszlopot elhagyva B-t kapjuk. (2 pont)
Végiil 1(C') = r(D) is ugyanigy adédik a D negyedik sordbol az elsé harom kivondsaval és a csupa nulla
sor elhagyaséaval. (1 pont)
A két sora jol lathatéan linearisan fiiggetlenek, mert nem kaphaték meg egymasbol valamilyen skalarral
vald szorzassal. Igy a sorrang definici6ja szerint r(A) = 2. (2 pont)
Mindezekbél tehat r(D) = r(A) = 2 kovetkezik. (1 pont)
2 =5 1 3 1
. . . [ . iy —4 10 -2 4 8
Masodik megoldas. A feladat dltal definidlt D métrix: D = | _, 5 -1 7 o9 | (0 pont)
—4 10 -2 14 18
D rangjat a tanultak szerint Gauss-eliminaciéval hatarozzuk meg:
1 =572 12 3/2 1/s 1 =52 12 3/2 1)y
- 0 0 0 10 10 | 0 o 0o 1 1] 1 —=5/2 1 3/3 1/
D)=rly 9 01010 |="lo 0 0 0 o0 —r(o 0 0 1 1)<6p0m)
0 0 0 20 20 0 0 0 0 O
A kapott matrix 1épcsds alaki, igy a rangja a sorainak (avagy a vezéregyeseinek) a szama: 2. fgy tehét
r(D) = 2. (4 pont)

Minden, a megoldést érdemben nem befolyasolé szamolasi hiba 1 pont levonast jelent. (A pontozas szerinti
utolsé 4 pont természetesen megadhatd akkor, ha egy hibas szamolas eredményeképpen kapott 1épcsos
alakid matrix rangjat valaki helyesen dllapitja meg.) Az egyes alapismeretek teljes vagy részleges hidnyabol
fakadé elvi hibak darabonként 4 pont levonast jelentenek. Ha egy megoldé nem kozvetleniil a Gauss-
eliminaciét alkalmazza (vagyis nem annak a pontos kovetésével jut el egy 1épcsés alakig), akkor indokolnia
kell a megoldas helyességét — vagyis hivatkoznia kell arra, hogy a megtett 1épések a tanultak szerint a
rangot nem valtoztatjak; ennek hijan az eliminaciéért jaré 6 pontnak legfoljebb a felét kaphatja meg.



Harmadik megoldas. Jelolje D sorait sorban s;, Sy, S, S4-

S1, So linedrisan fiiggetlenek, mert nem kaphatok meg egymasbdl skalarral vald szorzassal. (2 pont)
Az s3 = 51 + 89, S4 = 28] + 285 és 5, = 285 Osszefiiggések mutatjak, hogy D barmelyik harom sora
linedrisan Osszefiiggs. (Valéban: barhogyan valasztunk ki harom sort, van koztiikk olyan, amit a tobbi

kett&bél kifejezhetd.) (4 pont)
Mivel tehat D sorai koziil legfoljebb 2 valaszthato ki igy, hogy azok linedrisan fiiggetlenek, ezért a sorrang
definicidja szerint (D) = 2. (4 pont)

« sz

arra hivatkozik, hogy s; és s, is kifejezhetd linearis kombinaciéval az s;, s, vektorokbol és ebbdl kovetkeztet
(minden tovabbi indoklas nélkil) arra, hogy a sorrang 2, az elvi hibas gondolatmenet és a fenti pontozas
szerinti utolsé 4 4+ 4 pontbdl legféljebb 3-at kaphat meg.

6*. Legyen U < R* altér R*-ben, V < RS pedig altér R-ban és tegyiik fel, hogy dim U = 3 és dim V = 4.
A W C R!9 halmaz alljon azokbél az R¥-beli vektorokbél, amiknek az elsé 4 koordinitaja 4ltal alkotott
oszlopvektor U-beli és az utols6 6 koordinataja altal alkotott oszlopvektor V-beli. Mutassuk meg, hogy W
altér R'%-ben és hatdrozzuk meg dim W értékét.

ook ok ok X

Az aldbbi megolddsban (a jobb kovethetdség érdekében) egy R0-beli vektor teteje, illetve alja alatt annak
az elsé 4, illetve az utolsé 6 koordinataja altal alkotott vektort fogjuk érteni.

Legyen w;,w, € W két tetszéleges W-beli vektor és jelolje w;, illetve v; a w; tetejét, illetve aljat (1 = 1,2
esetén). Ekkor w;, + w, teteje nyilvin w; + u,, az alja pedig v, + vy. Mivel U és V' altér és igy zartak az
Osszeadasra, ezért uy +uy € U és vy + vy € V. Igy wy + wy € W kovetkezik. (1 pont)
Hasonléan: ha a w € W vektor teteje, illetve alja u, illetve v és A € R skalér, akkor Aw teteje, illetve alja
nyilvan Au, illetve v. U és V zdrtak a A-val vald szorzésra, mert alterck, igy du € U és \v € V. Igy tehdt

Aw € W is igaz. (1 pont)
W # 0, mert U # 0 és V # () (az altér definicidja szerint), {gy egy tetszéleges U-beli és V-beli vektorbdl
elkészithetd egy W-beli. (0 pont)

(Bar a hidnydért nem jar pontlevonds, de a W # () 4llitds indokldséért adhat6 1 pont — persze csak akkor,
ha ezzel a feladatért jaré Osszpontszam nem haladja meg a 10-et.)

Mivel tehét W zart az Osszeaddsra és a skaldrral vald szorzasra (és W # ), ezért W valéban altér.(1 pont)
Vélasszunk U-ban és V-ben egy-egy bézist: legyenek ezek u,u,, us, illetve vy,vsy,v5,v, (ahol a bazisok
elemszamat dim U, illetve dim V' hatérozta meg). (1 pont)
Készitsiik el az u; vektorokbol az R1%-beli b, vektorokat (i = 1,2,3) esetén gy, hogy b; teteje u;, az alja

pedig az (R®-beli) nullvektor. Hasonl6an, a ¢; vektorok teteje az (R*-beli) nullvektor, az alja pedig v;

legyen (j =1,...,4 esetén). (0 pont)
Ekkor 0 € U és 0 € V miatt (ami kévetkezik U és V' altér voltabol) a b; és ¢; vektorok W-beliek. (1 pont)
Megmutatjuk, hogy a b; és ¢; vektorok egyiitt generatorrendszert alkotnak W-ben. (0 pont)

Legyen ezért w € W tetszéleges vektor, jelolje ennek a tetejét wu, az aljat v. Mivel w;, uy, us bazis és
igy generatorrendszer U-ban, ezért u kifejezheto beldlitk linedris kombinacioval: u = aqu; + asuy + asus.
Hasonléan, v is kifejezhetd a v;-kbol: v = Biv) +. .. + Byvy. Ekkor w = a1by + by +asbs + Bic; +. . .+ fagy
nyilvan igaz (mert a - a;b; vektor alja és a - B;c; vektor teteje a megfelelé méretii nullvektor). Mivel
tehat 1 minden vektora kifejezhetd a {b;} U {c;} rendszerbdl linedris kombinaciéval, ezért ezek valoban
generatorrendszert alkotnak W-ben. (2 pont)
Most megmutatjuk, hogy a {b;} U {c;} rendszer linedrisan fiiggetlen. (0 pont)
Vegyiik ezen célbdl egy 0-t ado linearis kombinacidjukat: aib; + aoby + asbs + Bic; + . . .+ Bicy = 0. Mivel a
> a;b; vektor alja és a 3 3;c; vektor teteje a (megfelel6 méretii) nullvektor, ezért ebbdl a1 by +agby+asby = 0
és f1cy+. . .+ Bacy = 0 is kovetkezik. Ezekbol viszont nyilvan aqu; + oty +asus = 0 és f1v;+.. .+ 640, =0
is adédik. Mivel azonban az w;,us, us, illetve vy, ..., v, rendszerek linedrisan fiiggetlenek (hiszen bazist
alkotnak U-ban, illetve V-ben), ezért a linedris fiiggetlenség ekvivalens definicja szerint oy = ay = az =0
és f1 = ... = B4 = 0. Ezzel tehat valoban beldttuk a {b;} U {c;} rendszer linedrisan fiiggetlenségét
(ugyancsak ennek a tanult, ekvivalens definiciéja értelmében). (2 pont)
A fentiekbdl kévetkezéen a {b;} U {c;} rendszer bazis W-ben (hiszen belattuk, hogy generatorrendszer
W-ben és linedrisan fliggetlen is). Mivel ez a rendszer 6sszesen 7 vektorbdl all, ezért dim W = 7. (1 pont)

5



Bevezetés a szamitaselméletbe I.
Els6 poétzarthelyi — pontozasi atmutato
2022. november 4.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az atmutaténak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes
leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolo-
do6 gondolat egy attekinthets, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok
alkalmazésa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megol-
dasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az dtmutatéban feltiintetett pontszam a
fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javitd
hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldéasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy
feladatra t6bb, egyméstol 1ényegesen kiilonb6zo megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre
adhato pontszam. Ha mindegyik leirt megoldéas vagy megoldéasrészlet helyes vagy helyessé kiegészit-
hets, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi
kisérlet kozott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbél nem deriil ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt
értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az atmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatéban le-
irttol eltérs jo megoldés természetesen maximaélis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eladason
szerepld tételekre és éllitdsokra lehet hivatkozni.

1. Mennyi maradékot adhat 273-mal osztva egy olyan szam, melynek 57-szerese 99 maradékot ad
273-mal osztva?

* ko ok ok ok

Ha x ilyen szam, akkor 57x =99 (mod 273). (0 pont)
A tanultak szerint ez a linearis kongruencia akkor és csak akkor megoldhato, ha (57,273)|99 (ahol
(a,b) az a és b legnagyobb kizos osztojat jeloli). (0 pont)
Mivel 57 =3-19,273 = 3-7-13, a kérdéses Inko 3, amivel 99 oszthatoé, igy lesz megoldés, éspedig
harom darab modulo 273. (0 pont)
A fentiekre persze lehet pontokat kapni (l1d. késébb), de teljes megoldas adhato nélkiiliik is, ezért
a hianyuk nem kell, hogy pontlevonassal jarjon.

A kongruenciat 3-mal osztva az eredetivel ekvivalens 192 = 33 (mod 91) kongruenciat kapjuk.

(141 pont)
Ezt 5-tel szorozva 95z = 165 (mod 91), ebbdl pedig 4z =74 (mod 91) adédik. (1 pont)
Mivel a modulushoz relativ prim szadmmal torténd szorzas ekvivalens atalakitas, ez is ekvivalens
az eredeti kongruenciéval. (1 pont)
Ezt 2-vel osztva a 2oz = 37 (mod 91) kongruenciat kapjuk, ami szintén ekvivalens az eredetivel.

(141 pont)
Innen 22 =128 (mod91), végiil 2-vel valé Gjabb osztas utan z =64 (mod91). (1 pont)
Ez az osztés is (mint minden helyesen elvégzett osztés) ekvivalens atalakitas, (1 pont)
igy a keresett maradékok 64,64 + 91 = 155 és 64 + 2 - 91 = 246. (2 pont)

A kongruenciat természetesen méashogy is meg lehet oldani, pl. Euklideszi algoritmussal. Elvi hi-
bas atalakitasért (pl. osztasnal a modulus valtozasanak figyelmen kiviil hagyasa) darabonként 4
pontot vonjunk le. Aki nem vizsgalja, hogy egy atalakitas ekvivalens-e, attdl esetenként 1 pontot



vonjunk le. Ez természetesen kivalthaté pl. a kapott megoldasok ellenérzésével vagy a megoldé-
sok darabszamara valé hivatkozassal. A kongruencia két oldaldhoz egymassal kongruens szidmokat
adva (vagy olyan atalakitast végezve, ami ennek felel meg) nem sziikséges az atalakitas ekviva-
lencidjat vizsgalni. Ha osztasnal nem vilagos, hogy a hallgatéd érti-e, hogy miért nem véaltozik a
modulus, ezért darabonként 1 pontot vonjunk le, mint ahogy szamolasi hibakért is. Aki az Euk-
lideszi algoritmust nem a tanult médon hajtja végre, annak a teljes pontszamért indokolnia kell,
hogy a végeredmény miért helyes. Az Euklideszi algoritmust a tanult médon futtatd hallgatoknak
elég arra hivatkozniuk, hogy az algoritmust hasznaljak (ami tudottan helyes eredményt ad). Erre
utalo allitas hianyaban 1 pontot vonjunk le. Aki csak annyit allapit meg, hogy van megoldas és
azt helyesen indokolja, ezért 1 pontot kapjon, aki azt is meg tudja mondani, hogy mod 273 harom
megoldéas lesz, az pedig még 1 pontot.

2. Mennyi maradékot ad 21932 70-nel osztva?
Xk ok ok *

Els6 megoldas. Az Euler-Fermat tételt kozvetleniil nem tudjuk hasznélni, mert 2 és 70 nem relativ

primek. (0 pont)
Hasznalhatjuk viszont a tételt 21032 35-6s maradékinak meghatarozasara: 2¢(%) = 1 (mod 35),
hiszen 2 és 35 relativ primek. (2 pont)
A tanultak szerint ¢(35) = (5 —1)(7— 1) = 24, (1 pont)
a2 =1 (mod35) kongruenciat a 43.-ra emelve (43 - 24 = 1032 miatt) 2!%%2 = 1 (mod 35)
adodik. 21032 35-5s maradéka tehat 1, (2 pont)
a 70-es maradéka igy vagy 1 vagy 36. (3 pont)
Mivel 21932 paros, a keresett maradék 36 kell legyen. (2 pont)

Aki csak annyit dllapit meg, hogy az Euler-Fermat tételt kozvetleniil nem tudjuk hasznéalni, mert
2 és 70 nem relativ primek és mas megoldésra sem kap részpontot, az ezért a megallapitasért 1
pontot kapjon.

Masodik megoldas. A feladatot a modulo m hatvanyozasrol tanultak segitségével oldjuk meg.

(0 pont)
21 =2 (mod70),22=4 (mod70),2* =16 (mod70),2% =46 (mod70), mert 46 a 162 = 256
70-es osztasi maradéka. (3 pont)
216 =16 (mod 70), mert 16 a 462 = 2116 70-es osztési maradéka. (2 pont)
A tovabbi négyzetre emelések esetén tehat a 16-os és a 46-os maradékok véltogatjak egymast,

(3 pont)
igy 21924 =16 (mod 70). (1 pont)
A keresett maradék igy 2'024 és 28 maradékai alapjan 16 - 46 = 736 maradéka, vagyis 36 lesz.

(1 pont)
3. Mutassuk meg, hogy az 231 = Y22 = 2=3 g 212 = 10 — 222 goyenletrendszert egyeneseknek

van k6z0s pontja és adjuk meg annak a stknak az egyenletét, amely mindkét egyenest tartalmazza.
* ok % ok ok

A kozos pont koordinatai a két egyenes egyenletrendszereinek kozos megoldasaként adédnak.

(0 pont)
Az els6 egyenletrendszer elsé egyenletébdl 7Tx — 7 = 3y — 6, a masodik egyenletrendszer masodik
egyenletébdl pedig 5z + 10 = 2y + 12. Az utébbi masfélszeresébdl az elbbit levonva %x +22 = 24,
vagyis x = 4, majd innen y = 9 adodik. (1 pont)
Az els6 egyenletrendszer mésodik egyenletébdl igy z = 14-et kapjuk. (1 pont)
Az igy kapott értékekre persze teljesiil az els§ egyenletrendszer mindkét egyenlete és a masodik
egyenletrendszer elsé egyenlete, ellendrizniink kell azonban, hogy a masodik egyenletrendszer
masodik egyenlete is teljesiil-e (igen). (1 pont)



Szamolasi hibaért (darabonként) 1 pontot vonjunk le. Természetesen aki megadja az x = 4,y =
9, z = 14 koordinatakat és ellendrzi, hogy ezek mindkét egyenletrendszert kielégitik, az is kapjon 3
pontot. A kdzds pont kiszamitasa helyett lehet arra is hivatkozni, hogy létezik a két egyenest tar-
talmazo sik (amennyiben ezt a hallgato csakugyan megmutatja) és a két egyenes nem parhuzamos
(hiszen az iranyvektoraik nem szamszorosai egymasnak), igy kell legyen metszéspontjuk.

Olyan S sikot keresiink, mely tartalmazza mindkét egyenest (vagyis parhuzamos is mindkettével),

a normalvektora tehat mergleges mindkét egyenes irdnyvektorara. (1 pont)
Az egyenletrendszerekbdl leolvashato, hogy az els6 egyenes irdnyvektora (3,7,11), a mésodiké
(2,5,4). (1 pont)
Legyen a keresett normalvektor (a,b,c), ekkor a két merdlegességi feltételbdl (a skalaris szorzat
hasznalataval) 3a + 7b + 11¢ = 0 és 2a + 5b + 4¢ = 0. (1 pont)
Az els6 egyenletbdl a méasodik mésfélszeresét kivonva 5¢ = g, vagyis b = 10c adédik, innen pedig
a = —27¢, a normalvektor(ok egyike) tehat (—27,10,1). (2 pont)

A (—=27,10,1) norméalvektoru sikok tehat mindkét egyenessel parhuzamosak, azt keressiik kozii-
liikk, amely tartalmazza is az egyeneseket, ehhez elég pl. ha a sik tartalmazza a mar kiszamitott
metszéspontot, (1 pont)
innen a keresett egyenlet —27z 4+ 10y + 2 = —27-4+10-9+ 14 = —4. (1 pont)
Aki nem szamitja ki a metszéspontot, annak persze mésképp kell garantalnia, hogy a stk mindkét
egyenest tartalmazza: vehet példaul az egyik egyenesrdl egy pontot és annak segitségével felirhatja
a sik egyenletét, majd a masik egyenes egy pontjat ebbe behelyettesitve gyézddhet meg rola, hogy
a sik nem csak parhuzamos mindkét egyenessel, hanem tartalmazza is azokat.

2 3
4. A V C R® halmaz azon vektorokbdl all, melyeknek ugyan- 0 —2
annyi pozitiv koordinatajuk van, mint negativ. Igy példaul a v = 5 Jw = 6
jobbra lathaté v vektor V-beli, mig w nem V-beli. Altér-e V/ a -1 a 0
RS-ban? _g ?

* ok ok ok ok

V' akkor és csak akkor altér, ha barmely két V-beli vektor Gsszege is V-beli és barmely V-beli

vektor barmely szamszorosa is V-beli. (0 pont)
Az (1,-1,0,0,0,0)7 és (—1,2,0,0,0,0)7 vektorok V-ben vannak, az sszegiik, a (0,1,0,0,0,0)T
vektor azonban nincs, (6 pont)
igy V a fentiek szerint nem altér. (4 pont)

Termeészetesen rengeteg masik ellenpélda is adhaté. Aki ténylegesen nem bizonyitja be (pl. ellen-
példaval), hogy az Osszeadasra nem zart V', hanem csak annyit allapit meg, hogy nem feltétlen
zart, az az ezt alatamaszto érvelése minGségétdl fiiggden 0 és 4 kozti pontot kapjon az elsG 6-bol.

Béar ez kozvetleniil nem jarul hozzé egy helyes megoldashoz, de ha egy megold6 (hidnytalanul)
megmutatja, hogy a skalarral szorzas nem vezet ki V-bél, akkor ezért 4 pontot kaphat; ha pedig
a megoldasban nyoma van annak, hogy az Osszeadasra valo zéartsagot is elkezdi vizsgalni (és nem
csak felirja), akkor ezért tovabbi 1 pont adhato.

5. Az a,b,c,d € R? vektorokrél annyit tudunk, hogy (a,b,c) = (a,b,d). Mutassunk példat arra,
hogy ekkor a b, c,d vektorok lehetnek linearisan fiiggetlenek és arra is, hogy lehetnek linearisan
Osszefiiggok is (a példak helyességét termeészetesen indokolni kell).

* ok ok ok ok

Legyen példaul ¢ = (1,0,0),b = (0,1,0),c = (0,0,1) és legyen el6szor d = (1,1,1). (0 pont)
Ekkor (a,b,c) = R?, hiszen a, b, ¢ az R3-beli standard bazis. (1 pont)
{a,b,d) = R?® pedig (példaul) azért teljesiil, mert a harom vektor nem esik egy sikba, hiszen a
és b nem parhuzamosak és d nincs benne az altaluk meghatéarozott sikban (mivel a harmadik
koordinataja nem 0, szemben a-val és b-vel). Az el6adason szerepelt, hogy harom nem egy sikba
esé vektor linearis kombindcijaként barmely térvektor elallithato, igy (a,b,d) = R3, vagyis



(a,b,c) = {a,b,d) csakugyan teljesiil. (2 pont)
A b, ¢, d vektorok ekkor linearisan fiiggetlenek, mert 8b + yc + dd = 0 esetén az elsG koordinata
miatt § = 0, innen pedig a mésodik, illetve a harmadik koordinatat figyelve 5 = 0 és v = 0 is

adodik. (3 pont)
Legyen most tovabbra is ¢ = (1,0,0),b = (0,1,0),¢ = (0,0,1), de d = (0,1, 1). (0 pont)
Ekkor persze tovabbra is teljesiil, hogy (a,b,c) = R3, (0 pont)

{a,b,d) = R3 pedig ismét azért teljesiil, mert a hdrom vektor nem esik egy sikba, hiszen a és b nem
parhuzamosak és d nincs benne az altaluk meghatarozott sikban (mivel a harmadik koordinatéja
nem 0, szemben g-val és b-vel). A kordbban latottak szerint ebbdl valoban kovetkezik, hogy
(a,b,d) = R3, vagyis (a,b, c) = (a, b, d) teljesiil. (2 pont)
A b, ¢, d vektorok ekkor linearisan GsszefiiggSk, mert d = b+ ¢. (2 pont)

Mivel a feladat szévege nem kototte ki, hogy a vektoroknak kiilonbozSknek kell lenniiik, va-
laszthatjuk Ggy d-t, hogy azonos legyen c-vel. Ekkor barmely a,b,c € R? esetén teljesiil, hogy
(a,b,c) = {a,b,d) és az is, hogy a b, c,d vektorok Osszefiiggsk. Aki erre ramutat, természetesen
kapja meg az erre a részre vonatkoz6 maximélis pontszdmot.

6*. Hatarozzuk meg a

max Ilnko(21n + 6,6n + 4)

nezt
értéket, ahol Inko(a,b) az a és b szamok legnagyobb kizds osztéjat, ZT pedig a pozitiv egészek
halmazat jeloli. (Vagyis hatarozzuk meg a 21n + 6 és 6n + 4 szamok legnagyobb kozos osztojanak
lehetséges legnagyobb értékét, ahol n végigfut a pozitiv egész szamokon.)

* ok ok ok ok

Els6 megoldas. Hasznaljuk az Euklideszi algoritmust. (0 pont)
Az els6 maradékos osztas n > 2 esetén

2ln+6 = 3(6n +4) + 3n — 6,

mert 0 < 3n —6 < 6n+4. (2 pont)
Ha 3n — 6 = 0, vagyis n = 2, akkor ezzel az algoritmus véget is ér, az Inko 6n + 4 = 16. (1 pont)
Az el6z8 megallapitas hidnyaért ne vonjunk le pontot, de aki leirja (és nem kapna maximum
pontot), annak adjuk meg.

A maéasodik maradékos osztas n > 8 esetén

6n+4=2(3n—6) + 16,

mert ekkor 0 < 16 < 3n — 6. (2 pont)
Ha tehat n > 8, akkor az algoritmusrél tanultak szerint 16-nél semmikép sem lehet nagyobb az
Inko, (3 pont)
a 16-os érték viszont elérhetd (mint azt méar lattuk, n = 2-re, de az is elég, ha 16|3n — 6, tehat pl.
n = 18 esetén). (2 pont)

Han <7, akkor n = 1 esetén az Inko 1, n = 2 esetén 16, 3 < n < 7 esetén pedig az elsé maradékos
osztasnél keletkez maradék 3n — 6 < 15, igy a keresett maximum a korabban kapott 16. (1 pont)

Aki csak azt nem vizsgalja meg, hogy 3n — 6 nemnegativ-e, attol ne vonjunk le pontot, aki viszont
azt nem nézi meg, hogy 16 < 3n — 6 teljesiil-e, attol az utolsén kiviil a masodik részpontszambol
is vonjunk le 1-et.

Masodik megoldas. Az elgadasrdl tudjuk, hogy ha a =b (modm), akkor (a,m) = (b,m).

(1 pont)
A2In+6=3n—6 (mod6n + 4) kongruencia miatt igy (21n + 6,6n +4) = (6n + 4,3n — 6),

(2 pont)
abn+4=16 (mod3n — 6) kongruencia miatt pedig (6n + 4,3n —6) = (3n —6,16). (2 pont)
A keresett maximum tehat nem lehet tobb 16-nal, (3 pont)



a 16-o0s érték viszont elérhetd, pl. n = 2 esetén, vagyis a maximum 16. (2 pont)

Aki csak annyit allapit meg, hogy a 16 elérhets, 2 pontot kapjon.

Harmadik megoldas. Legyen d = Inko(21n + 6,6n + 4). (0 pont)
Ekkor d|42n 4+ 12 =2 - (21n 4 6) és d[42n + 28 = 7 - (6n + 4), igy d|(42n + 28) — (42n + 12) = 16.

(6 pont)
Igy d < 16, (2 pont)
és mivel n = 2 esetén d = 16, a keresett maximum 16. (2 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe I.
masodik poétzarthelyi — pontozasi atmutato
2022. december 12.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi atmutatoé célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes
leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekintheték.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolo-
do6 gondolat egy attekinthets, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok
alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megol-
dasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a
fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javitd
hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldéasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldo egy
feladatra tobb, egyméstol 1ényegesen kiilonb6zo megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre
adhato pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldéasrészlet helyes vagy helyessé kiegészit-
hets, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi
kisérlet kozott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbél nem deriil ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt
értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az atmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatéban le-
irttol eltérs jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az elGadason
szerepld tételekre és allitdsokra lehet hivatkozni.

1. Nevezziink egy R™-beli v vektort atlagosnak, ha v koordinatéi a harmadiktol kezd- 1

ve azonosak a megel6zs két koordinata atlagaval (atlagos pl. a jobbra lathato vektor). 5

Hatarozzuk meg az R*-beli 4tlagos vektorok altal alkotott V altér dimenziojat. (Azt, 3

hogy V altér, nem kell indokolnunk.) 4

¥k % k%

A keresett dimenzio6 2 lesz, (0 pont)

ennek igazolasara megadunk egy 2 elemt bazist V-ben. (1 pont)

Legyen u = (1,0, % 5 4) v=(0,1,1 5 4) , megmutatjuk, hogy {u,v} bazis V-ben. (1 pont)

Az u és a v vektor is atlagos, igy valoban V-beliek. (1 pont)

Az {u,v} két elemi vektorrendszer fiiggetlen, hiszen egyik vektor sem skalarszorosa a méasiknak.
(141 pont)

Legyen most = € V tetszGleges atlagos vektor, az els6 koordinatajat jeloljik a-val, a masodikat

b-vel. A harmadik koordinata ekkor “t, a negyedik pedig 32, vagyis z = (a, b, “*b, at3b)T,

(1 pont)
Megmutatjuk, hogy x el6all u és v linearis kombinaci6jaként, vagyis ez a két vektor generator-
rendszert alkot V-ben: (1 pont)
z = (a,b, ‘H'b a+3b) a- (1, 0,2,7) +b-(0, ,%,Z)T:ag—l—by. (2 pont)
Mivel {u, Q} fuggetlen generatorrendszere V-nek, ezért bazis V-ben. (1 pont)

2. Adjuk meg az aladbbi egyenletrendszer megoldasainak szamat a p, ¢ valds paraméterek minden
értekére. (Magukat a megoldasokat tehat nem kell megadni.)

T+ 2w + 43 = 8
z1+3x2+p~x3 = 9
r1+q a2 +4rs = p+4



* * * * *
1 2 4|8
Az egyenletrendszer kibdvitett egyilitthatomatrixa 1 3 p|9 . (0 pont)
1 ¢ 4] p+4
Gauss-eliminaciot hasznalunk:
1 2 4|8 1 2 4 8
1 3 plo Sl o 1 po4l1 =
1 g 4| p+4 0 qg—2 0 p—4
1 2 4 8
0 1 p—4 1 . (2 pont)
0 0 (A=-p)g=2)| (p-4)—-(¢-2)

Ha (4 — p)(¢ — 2) # 0, akkor leoszthatunk vele és megkapjuk a harmadik vezéregyest. (1 pont)
Ekkor (vagyis ha p # 4 és q # 2) egy megoldast fogunk kapni, hiszen az eliminécié végén olyan

redukalt 1épcsds alakot kapnank, melynek minden oszlopadban van vezéregyes. (2 pont)
Ha (4 — p)(g — 2) = 0 (vagyis p = 4 és ¢ = 2 koziil legalabb az egyik teljesiil), akkor a bal oldali
részen csupa 0 sort kapunk; vizsgaljuk meg a jobb oldalt is. (1 pont)
Ha p =4 és ¢ = 2, akkor a jobb oldal 0, igy csupa 0 sort kapunk. (1 pont)
Ezt torolve adédik a lépesés alak, melyben nem minden oszlopban van vezéregyes, igy ebben az
esetben végtelen sok megoldas lesz. (1 pont)
Végiill ha p = 4 és ¢ = 2 koziil pontosan az egyik teljesiil, akkor a jobb oldalon 0-t6l kiilonb6zd
szamot kapunk, ekkor tilos sorhoz jutunk, vagyis nincs megoldas. (2 pont)

Aki a Gauss-eliminaciot csak addig végzi el, amig a fenti elimindcioban szerepld méasodik méatrixot
meg nem kapja és ebbdl von le kovetkeztetéseket, az az aldbbiak szerint kapjon pontokat. Az
eliminécié ezen szakaszéért 1 pont, annak megallapitasdért és helyes indoklasaért, hogy a ¢ =
2,p # 4 esetben tilos sort kapunk és igy nincs megoldéds 2 pont, annak megéllapitasiért és helyes
indoklasaért, hogy a ¢ = 2,p = 4 esetben végtelen sok megoldas van 2 pont, végiil a ¢ # 2 eset
teljes és helyes vizsgédlatdért (p = 4 esetén nincs megoldas, p # 4 esetén egy megoldas van) 5 pont
Jar.

Aki kiszamitja a bal oldali 3 x 3-as méatrix determinénsat és erre alapozva megallapitja, hogy p # 4
és q # 2 esetén lesz egyértelmii megoldas, de ennél tébbre nem jut (és nem ir le mas megoldést),
az legfeljebb 3 pontot kapjon.

3. Szamitsuk ki a jobbra lathat6 determinans értékét a determindns definicio-
ja szerint. (A megoldasban tehat ne hasznaljunk semmilyen, a determinansra
vonatkozo tételt vagy azonossagot, pusztan a definiciéra alapozva hatarozzuk
meg az értékét.)

w o O
O = O O
o O ot o
N O OO

* ok ok ok

tok kozott két nemnulla szorzat szerepel. (2 pont)
Ha ugyanis nemnulla szorzatot szeretnénk kivéalasztani, akkor a méasodik sorbél csak az 5-6t, a
harmadik sorbdl csak a 4-et valaszthatjuk, igy az els6 sorbol vagy a 7-et, vagy a 6-ot kell valaszta-
nunk. Az el6bbi esetben a negyedik sorbodl a 2-t, az utobbi esetben pedig a 3-at kell valasztanunk,

igy csakugyan két nemnulla szorzatunk lesz, mégpediga 7-5-4-2ésa6-5-4-3. (1 pont)
Az ezekhez tartozo permutaciok rendre az 1,3,2,4, illetve a 4,3,2,1. (1 pont)
Ezek koziil az els6 inverziészama 1, mivel az 1,3,2,4 permutaciéban csak a 3 és a 2 all inverziéban,

(1 pont)
a méasodiké 6, mivel a 4,3,2,1 permutécidoban minden par inverzidoban all. (1 pont)
A 7-5.4-2 szorzatot tehat negativ elGjellel kell figyelembe venniink, mivel a hozza tartozo
permutécié inverziészama pératlan, (1 pont)
a 6-5-4-3 szorzatot pedig pozitiv elGjellel, hiszen a hozza tartozé permutéicié inverzidészdma
paros. (1 pont)



A determinéns értéke tehdt —7-5-4-24+6-5-4-3 =20(—14 + 18) = 80. (2 pont)

1 1 2
4. Legyen A a jobbra lathaté méatrix. Hatérozzuk meg A% determi- A= 2 3 3
nansat (ahol A? persze az A - A matrixot jeldli). 3 4 5

ok ok ok ok

Els6 megoldas. A determinénsok szorzéstétele szerint det A? = det A - det A, (3 pont)
ezért kiszamitjuk det A értékét. Az A méatrix elsé két soranak Gsszege épp A harmadik sora, igy
A sorai lineérisan Osszefliggd rendszert alkotnak. (2 pont)
Az el6adason tanultak szerint ez ekvivalens azzal, hogy det A = 0, (4 pont)
igy det A2 = 0. (1 pont)

Aki kiszamitja det A értékét, de azt semmilyen médon nem tudja det A? értékével dsszekapcesolni,
az 2 pontot kapjon.

Masodik megoldés.

9 12 15
A% = 17 23 28 |. (3 pont)

26 35 43
Az A? métrix els6 két sordnak sszege épp A% harmadik sora, igy A? sorai linearisan Osszefiiggs
rendszert alkotnak. (3 pont)
Az el6adéson tanultak szerint ez ekvivalens azzal, hogy det A% = 0. (4 pont)

Harmadik megoldés.

9 12 15
A% = 17 23 28 |, (3 pont)
26 35 43

a determindnsat Gauss-eliminacioval szamitjuk ki.

9 12 15 1 32 8 3 2
det [ 17 23 28 | =9det| 17 23 28 [=9det| 0 § —-% |=
26 35 43 26 35 43 0o + -3
L3 3 L 3 3
9-3det| 0 1 -1 [=9-%4det| 0 1 -1 |=9-4-1-1-0=0. (7 pont)
0 5 -3 0 0 0

A? determinansat természetesen mas, a targy anyagdban szereplé modon is ki lehet szamitani (pl.
kifejtési tétellel). A determinansra vonatkozo, de a targy anyagaban nem szerepls allitasok (pl.
Sarrus-szabaly) csak a vonatkozo6 allitas bizonyitasaval egyiitt hasznalhatok. Szamolési hibakért
darabonként 1 pontot vonjunk le, elvi hibékért (pl. sorcsere soran a (—1)-gyel szorzas elmulasz-
tésa, sor osztésa soran a kapott matrix determinansanak az osztéval valo szorzasa, stb.) pedig
darabonként 4 pontot.

5. Legyen A a jobbra lathaté matrix.

a) Hatarozzuk meg az A? — 2A maétrixot. A ( 14 6 >
b) Déntsiik el, hogy létezik-e inverze az A — E' matrixnak és ha igen, -28 —12
hatarozzuk is meg.

a) A2 — 24 a 2 x 2-es nullmatrix lesz, (2 pont)
b) ezért A2 —2A+FE =E. (1 pont)
A matrixszorzas Osszeadas folotti (mindkét oldali) disztributivitdsa miatt (A — E)(A — E) =
A2 —EA - AE + E2. (3 pont)
A2 - EA—-AE+E*>=A?2-2A+FE =EFE, hiszen EA=AE = Aés E* = E. (1 pont)



Az A — E matrixot tehat akar jobbrol, akar balrol (1 pont)
beszorozva az A — E maétrix-szal az egységmatrixot kapjuk, igy (A — E)-nek létezik inverze és az
sajat maga, (1 pont)

. 13 6
vagyls( _98  _13 ) (1 pont)

b) Mésodik megoldas. Gauss-eliminaciot hasznalunk az inverz létezésének eldontésére és (ha léte-
zik) a kiszdmitéasara.

6 1 6 1
(13 610>%< 1 13130>%<1 13130)
1 28 :
-28 —-13 |0 1 —-28 —13 0 1 0 -5 |13 1
(3 pont)
Innen mar leolvashatd, hogy A — E determinansa nem 0, (1 pont)
igy létezik inverze. (1 pont)
Az eliminéciot folytatva
1 & L 0 1 0 13 6
13 13 R , (2 pont)
0 1] —-28 —-13 0 1] -28 —-13
. ) 13 6
az inverz tehat ( 98 13 ) (1 pont)

Szamolasi hibaért darabonként 1, elvi hibaért darabonként 4 pontot vonjunk le. Aki A — E helyett
A inverzét keresi és (helyesen) megmutatja, hogy ez nem létezik, az ezért 1 pontot kapjon.

6*. Mutassuk meg, hogy barmely 2 x 2-es méatrixot ki lehet egésziteni két 1j sorral, majd két j
oszloppal igy, hogy olyan 4 x 4-es matrixot kapjunk, melynek van inverze.

* ok ok x k

Legyen az eredeti matrix A = ( “ cbl > , egészitsiik ezt ki 4 x 4-es matrix-sza a kovetkezsképp:
c
a b 1 0
;L c d 0 1
A= o 1 0 o (3 pont)
1 0 0 O
Megmutatjuk, hogy det A’ # 0, ebbdl a tanultak szerint kovetkezik, hogy van inverze. (1 pont)
Fejtsiik ki det A’-t az utolso sora szerint. (1 pont)
b 1 0
fgydetA’=—det| 4 0 1 |. (2 pont)
1 0 0
Fejtsiik ki ezt a determinanst is az utols6 sora szerint: (1 pont)
b 1 0
1 0
det| d 0 1 = det ( ) =1, (2 pont)
1 0 O 01
igy det A’ csakugyan nem 0. (0 pont)

Azt, hogy A’-nek létezik inverze, persze mashogy is megmutathatjuk, pl. nem nehéz belatni, hogy
az oszlopai linearisan fiiggetlen rendszert alkotnak, amibdl a tanultak szerint az allitas kdvetkezik.
Természetesen nem csak az itt leirt A’ lesz helyes kiegészités, rengeteg masik megoldas is adhato.



