Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok
2021. oktéber 28.

1. Milyen maradékot ad az n egész szam 106-szorosa 271-gyel osztva, ha tud-
juk, hogy ez a maradék 1-gyel tobb, mint maganak az n-nek a 271-es osztasi
maradéka?

2. Milyen maradékot ad 600-zal osztva 2021292t — 20211017

3. Hatarozzuk meg a p paraméter értékét és irjuk fel az S sik egyenletét, ha
tudjuk, hogy S tartalmazza az A(1;2;2) és B(3;4;1) pontokat és meréleges
arra az e egyenesre, aminek az egyenletrendszere:
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4. Legyenek u és v az alabbi R3-beli vektorok. Adjuk meg az (u,v) generdlt
altér Osszes olyan elemét, aminek a masodik koordinataja 2-vel, a harmadik
3-mal nagyobb az elsénél.
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5. A p valés paraméter milyen értékeire alkotnak bazist R*-ben az alabbi a, b,
¢, d vektorok?
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6*. Hatarozzuk meg az 0sszes olyan p pozitiv primszamot, amire minden x egész
és p-tdl kiilénbozd g pozitiv prim esetén az 22 =1 (modp - ¢) kongruenciabdl
r=1 (modp-q)vagy x =—1 (modp - q) kovetkezik.

A dolgozatra kérjiikk jol olvashatéan felirni a kovetkezo adatokat: név, Neptun-koéd, Neptun
szerinti gyakorlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaid6 90 perc. Az alairas feltétele: a két zarthelyin atlago-
san legalabb 24 pont és mindkét zarthelyin kiilon-kiilon legalabb 18 pont elérése. A 100%-o0s
eredményhez elegendd 50 pontot elérni a 60-bél, az Gsszpontszam 50 pont feletti részét IMSc
pontként konyveljiik el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat
megirdsa kozben szamologép (vagy mas segédeszkoéz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok
2021. december 2.

1. Szamitsuk ki a jobbra lathaté determinans értékét a
determindns definicidja szerint. (A megoldasban tehat ne
hasznaljunk semmilyen, a determinansra vonatkozé tételt
vagy azonossagot, pusztan a definiciéra alapozva hataroz-
zuk meg az értékét.)
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2. Hatarozzuk meg az alabbi determinans értékét.

0o -1 =2 -3 —4
1 0 5 6 7
2 =5 0 -8 =9
3 —6 8 0 10
4 -7 9 —10 0

3. Jelolje A és B az alabbi matrixokat és legyen C = B~!- A - B. Hatdrozzuk meg az
A0 &g C10 matrixokat.

1 -4 =2 1 -1 1
A= 0 -3 -2 B=]12 -1 1
0o 4 3 1 10

(A feladat teljes értékii megoldédsahoz nem sziikséges megmutatni, hogy B~! valéban
létezik. Egy M matrixra M0 azt a 100 tényezds szorzatot jeloli, aminek minden
tényezbje M.)

4. A 10 x 10-es A matrix bal felso eleme 2, a féatlojanak a tobbi eleme 1, a matrix
Osszes tObbi (vagyis nem a féatloban 1évé) eleme pedig szintén 2. (fgy tehat A-nak
Osszesen 9 darab 1-es és 91 darab 2-es eleme van.) Dontsiik el, hogy A-nak létezik-e
inverze és ha igen, akkor szamitsuk ki.

5. A p valés paraméter minden értékére hatarozzuk meg az alabbi matrix rangjat.
5 15 =30 20
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6*. Egy linedris egyenletrendszerrdl tudjuk, hogy van olyan megoldasa, amiben a val-
tozok oOsszege 2020, de olyan megoldasa mar nincs, amiben a valtozok osszege 2021.
Eldonthet6-e ennyi informacié alapjan, hogy ugyanennek a linearis egyenletrendszer-
nek van-e olyan megoldasa, amiben a valtozok 6sszege 20227

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezeto neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaid6 90 perc. Az alairas feltétele: a két zarthelyin atlagosan legalabb
24 pont és mindkét zarthelyin kilon-kiilon legalabb 18 pont elérése. A 100%-o0s eredményhez elegendd
50 pontot elérni a 60-bdl, az osszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljiik el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamolégép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
potzh, ELSO zarthelyi potlasa
2021. december 13.

1. Mennyi maradékot ad 347 + 707 73-mal osztva?

2. Hany olyan egész szam van 1 és 2021 kozott, melyre teljesiil, hogy 63-mal
osztva 18, 91-gyel osztva pedig 34 maradékot ad?

3. Az e egyenes egyenletrendszere ©z = y = Z;‘g, az [ egyenes egyenletrend-
szere ;%3 =y = z. Dontsiik el, hogy e és f egy sikba esnek-e (vagyis létezik-e

olyan sik, amely mindkét egyenest tartalmazza).

4. Dontsiik el, hogy alteret alkotnak-e R*-ben azok a vektorok, melyeknek
van két azonos koordinataja.

5. Tudjuk, hogy az a,b,c,d vektorrendszer linedrisan fiiggetlen R*-ben.
Kévetkezik-e ebbdl, hogy az a, b, c,a + b+ ¢ + d rendszer bazis R*-ben?

6*. Igaz-e, hogy ha az a és b egész szamokra ' # 1 (mod 100), akkor
a%b® #£ 1  (mod 100)?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkezs adatokat: név, Neptun-kod, Neptun
szerinti gyakorlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaids 90 perc. A 100%-os eredményhez elegends 50
pontot elérni a 60-bol, az Gsszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljitk
el.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat
megirasa kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezeté;s a szamitaselméletbe 1.
po6tzh, MASODIK zarthelyi potlasa
2021. december 13.

1. Dontsiik el, hogy létezik-e az alabbi A matrixnak inverze. Ha igen, hata-
rozzuk meg A~ l-et és A~ determinansat.

123
355
560
2. Dontsiik el, hogy a p valoés paraméter mely értékeire van megoldasa az
alabbi egyenletrendszernek. Ha van megoldéas, adjuk is meg az Osszeset.

pT1 +pry +pr3 = P
21’1 + 6I2 + 101’3 =6
31’1 + 3[L’2 + (p + 3)1’3 =3

3. Szamitsuk ki az alabbi matrix determinansat a g valoés paraméter minden
értékére.
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4. Hatarozzuk meg a 3. feladat matrixanak rangjat a ¢ valés paraméter min-
den értékére.

5. Legyen A 5 rangi 5 x 5-6s matrix. Mutassuk meg, hogy A elgallitha-
t6 25 darab 1 rangt méatrix Osszegeként (vagyis léteznek olyan 1 rangu
Al, AQ, Ce ,A25 matrixok, melyekre Al + AQ + ...+ A25 = A)

6*. Igaz-e, hogy ha egy 5 x 5-0s A matrix minden 2 x 2-es részmatrixanak
van inverze, akkor A-nak is van inverze?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkezs adatokat: név, Neptun-kod, Neptun
szerinti gyakorlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaids 90 perc. A 100%-os eredményhez elegends 50
pontot elérni a 60-bodl, az Gsszpontszdm 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljitk
el.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykézlésért nem jar pont. A dolgozat
megirasa kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Potpotzh, ELSO zarthelyi potlasa
2021. december 20.

1. Milyen maradékot ad az n egész szam 309-cel osztva, ha tudjuk, hogy
178n — 1 oszthato 309-cel?

2. Az el6adason tanult megfelel§ algoritmus alkalmazésaval hatarozzuk
meg 4% utolso két szamjegyét. (A megoldasban ne hasznaljunk sem-
milyen egyéb ismeretet; a feladat a megfelel, tanult algoritmus altal
végrett szamitasok dokumentalasa.)

3. Milyen maradékot ad 7017171 99-cel osztva?

4. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, ami tartalmazza az A(3;4;2)
és a B(4;2;—1) pontokat és merdleges a 4x + y + 92 = 1 egyenleti
sikra.

5. Van-e R*nek olyan bazisa, ami tartalmazza az aldbbi a, b, ¢ vek-
torokat? Ha igen, akkor adjunk meg egy ilyen bazist; ha nem, akkor
indokoljuk ezt meg.
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6*. Ot darab R*-beli vektor koziil pontosan egyféleképpen lehet ki-
valasztani négyet tgy, hogy a kivalasztott vektorok bazist alkossanak
R*-ben. Mutassuk meg, hogy ekkor az 6t vektor egyike a nullvektor.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatdan felirni a kovetkezs adatokat: név, Neptun-kod.
Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidd 90 perc. A 100%-os eredményhez elegends
50 pontot elérni a 60-bol, az Osszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként
konyveljiik el.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A
dolgozat megirdsa kozben szamologép (vagy més segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Potpotzh, MASODIK zarthelyi potlasa
2021. december 20.

1. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert.

1+ 209+ 3x3+924 = 6
2:61 + 35172 + 5563 + 6564 = 10
1 +5$2+2$3+55L’4 = 8
4%1 + 9$2 + 95133 + 8$4 = 21

2. Hatarozzuk meg az alabbi méatrix determinansat a p és ¢ valos para-
méterek minden értékére.
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3. Legyen A a jobbra lathaté matrix. Létezik-e 29 6 8
olyan X matrix, melyre AX a 2 X 2-es egység- A= (3 10 O)

matrix? Ha igen, adjunk meg egy ilyet.

4. Dontsiik el, hogy létezik-e a 2. feladatban szerepld matrixnak inverze
ap=0,q=29 értéekek mellett. Ha az inverz létezik, hatarozzuk meg az
els6 oszlopanak harmadik elemét.

5. Mutassuk meg, hogy minden 4 X 4-es 4 rangi A maétrix elGall két
2 rangi matrix Osszegeként. (Vagyis léteznek olyan B és C' 2 rangt
matrixok, melyekre B + C = A.)

6*. Egy 3 x 3-as matrix f6atlojaban két 0 szerepel, a métrix 6sszes tobbi
eleme paratlan egész szam. Mutassuk meg, hogy a métrixnak létezik
inverze.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkezs adatokat: név, Neptun-kod.
Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc. A 100%-os eredményhez elegendé
50 pontot elérni a 60-bol, az Osszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként
konyveljiik el.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A
dolgozat megirasa kozben szamologép (vagy més segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2021. oktober 28.

Altaldnos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az itmutaté minden
feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpontszamokat
kozli. Az itmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt 1épések
egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy 4ttekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szereplo ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatdskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphatd. Ha egy megoldd egy feladatra
tobb, egymastdl lényegesen kiilonbozo megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhaté pontszéam.
Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb
részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és
(Iényeges) hibat tartalmazo is, tovdbba a dolgozatbdél nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta
helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldéaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az atmutatéban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttdl
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Milyen maradékot ad az n egész szam 106-szorosa 271-gyel osztva, ha tudjuk, hogy ez a maradék 1-gyel
tobb, mint maganak az n-nek a 271-es osztasi maradéka?

¥ ook ok ok X

A feladat feltételeibl 106n =n +1 (mod 271). Atrendezve: 105n =1 (mod 271). (1+1 pont)
Mivel (105,271) = 1 (mert nincs kozos primosztéjuk), ezért a kapott linedris kongruencia a tanult tétel
szerint megoldhat6 és 1 megoldasa van modulo 271. (1 pont)
Mindkét oldalt 3-mal szorozva: 315n =3 (mod 271), vagyis 44n =3 (mod 271). (1 pont)
Most mindkét oldalt 6-tal szorozva: 264n = 18 (mod 271), vagyis —7n = 18 (mod 271). (1 pont)
Itt mindkét oldalt 39-cel szorozva: —273n = 702 (mod 271), vagyis —2n = 160 (mod 271). (1 pont)
Végiil mindkét oldalt (—2)-vel osztva: n = —80 = 191  (mod 271). (1 pont)

Mivel (3,271) =1, (6,271) =1 és (39,271) = 1, ezért minden megtett 1épés ekvivalens volt, igy a kapott
n = 191 (mod271) valoban megoldédsa a linearis kongruencidnak. (Itt a lépések ekvivalencidja helyett
hivatkozhatunk arra is, hogy mivel a megoldasok szdma 1 modulo 271, ezért ez csak a 191 lehet, igy az
valéban megoldas; illetve természetesen ellenérzéssel is meggy6z6dhetiink a 191 helyességérol.) (2 pont)
Ebbél n+1=192 (mod271), igy n 106-szorosa is 192 maradékot ad 271-gyel osztva. (1 pont)
Ha a fenti megoldasban a kapott eredmény helyességérol a lépések ekvivalenciajaval vagy ellendrzéssel gyo-
z6dliink meg, akkor a megoldhatdosag tényének, illetve a megoldasok szamanak az el6zetes megallapitasara
nincs feltétlen szitkség; igy a fenti pontozas szerinti masodik 1 pont az ilyen (egyébként teljes értékil) meg-
oldésokra is jar. A linearis kongruenciat természetesen a tanult Euklideszi algoritmussal is megoldhatjuk.
Ezzel sorra a 271n =0 (mod 271), 105n =1 (mod 271), 61n = —2 (mod 271), 44n =3 (mod 271),
17n = =5 (mod271), 10n = 13 (mod 271), Tn = —18 (mod271), 3n = 31 (mod271), n = —80 =
191 (mod271) kongruencidk keletkeznek. Ekkor 1 pontot ér az a tény, hogy a megold6 az algoritmust
alkalmazza (amit nem kell feltétlen megneveznie, elég, ha az alkalmazasa révén ezt egyértelmiien demonst-
ralja); tovabbi 2 pontot ér annak az ellendrzése, hogy az eljards a tanultak szerint alkalmazhatd, mert
(105,271) = 1; végiil 4 pontot ér maga a szamolds. A hidnyzé 3 pont a fenti pontozas szerinti els6 1+ 1,
illetve utols6 1 pont.



2. Milyen maradékot ad 600-zal osztva 20212021 — 20211017
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©(600) = (23 - 3-5%) = (23 — 2%)(3 — 1)(5% — 5) = 160 a tanult képlet szerint. ( )
(2021,600) = 1, mert 2021 se 2-vel, se 3-mal, se 5-tel nem oszthato. ( )
Igy az Euler-Fermat tételbél 2021'%° =1 (mod 600) kévetkezik. (1 pont)
Ezt a 12-edik hatvanyra emelve: 20211920 = 112 =1 (mod 600) adédik. ( )
Mindkét oldalt 2021'%-nel szorozva: 2021%°2! = 20211 (mod 600). ( )

)

12021

Igy (a kongruencia definiciéja szerint) 600 | 202 — 20219 vagyis a keresett maradék a 0. (2 pont

3. Hatarozzuk meg a p paraméter értékét és irjuk fel az S sik egyenletét, ha tudjuk, hogy S tartalmazza
az A(1;2;2) és B(3;4;1) pontokat és merSleges arra az e egyenesre, aminek az egyenletrendszere:
20 -7 8-y =z
2 5 p
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Els6 megoldas. e egyenletrendszerét atalakitva: “67/2 = y_;: = %. Ebbél az alakbdl mar kiolvashaté

e egy irdnyvektora: v = (6;—5;p) (mert a tanultak szerint e a (%, 8;0) ponton dtmend, v irdnyvektori

egyenes). (3 pont)
Mivel e merdleges S-re, ezért v merdleges az zﬁ vektorra, (1 pont)
igy v - AB = 0. (1 pont)
AB = b—a=1(2;2;—1) (ahol b és a a megfelel6 pontokba mutaté helyvektorokat jeloli), (1 pont)
amibol 0 = v - 1@ =6-2—5-2—p, vagyis p = 2 adddik. (1 pont)
v = (6; —5; 2) normélvektora S-nek, mert e meréleges S-re. (2 pont)
Ebbdl és (példaul) A-bdl a tanultak szerint felirhaté S egyenlete: 6z — 5y + 2z = 0. (1 pont)

Masodik megoldas. e egyenletrendszerét atalakitva: I_TW = 3%8 = }%. Ebbol az alakbdl mar kiolvashato

e egy irdnyvektora: v = (6; —5;p) (mert a tanultak szerint e a (I;8;0) ponton dtmend, v irdnyvektort
egyenes). (3 pont)
v normalvektora S-nek, mert e merdleges S-re. ( )
Ezzel és az A ponttal felirva S egyenletét: 6x — 5y +p-2=6-1—-5-2+p-2=2p—4. ( )
Mivel S-en B is rajta van, ezért szintén kielégiti ezt az egyenletet: 6-3 —5-4+p-1=2p—4. (2 pont)
Ebbdl p — 2 = 2p — 4, vagyis p = 2. ( )
Ezt a fentibe visszahelyettesitve S egyenlete: 6z — by + 2z = 0. ( )

4. Legyenek u és v az alabbi R3-beli vektorok. Adjuk meg az (u,v) generdlt altér Gsszes olyan elemét,
aminek a masodik koordinataja 2-vel, a harmadik 3-mal nagyobb az elsénél.
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Els6 megoldas. Legyen z egy ilyen vektor. Ekkor z € (u,v) azt jelenti, hogy z kifejezhetd u-bél és v-bol

linearis kombinacioval, vagyis léteznek olyan «, 8 skaldarok, hogy a-u+ 5 -v = 2. (2 pont)
2 elso koordinatajat p-vel jelolve és elvégezve a miveleteket a kovetkezd egyenletrendszerre jutunk:
Ja+p3 =p
10a —68 = p+2 (3 pont)

a—28 = p+3
Az els6 egyenletbdl p-t a masik kettébe helyettesitve és rendezve a Tae — 75 = 2, 2o + 35 = —3 egyenlet-

rendszerre jutunk. Ebbdl o = —% és B = —%. Ezt visszahelyettesitve az elsé egyenletbe: p = —2. (3 pont)

Igy az (u, v) generélt altérnek az egyetlen, a feltételeknek megfelels eleme a z = (—2;0;1)7 vektor .(2 pont)



Masodik megoldas. u és v nem parhuzamosak, mert nem skalarszorosai egymasnak, (1 pont)
ezért a tanultak szerint az (u,v) generalt altér egy origén dtmend S sik vektoraibol all. (1 pont)
S-nek normélvektora lesz az n # 0 vektor, ha az merdleges u-ra és v-re is. (1 pont)
Az n = (a,b,c) # 0 pontosan akkor ilyen, ha az n - u és az n - v skaldris szorzatok értéke 0. (1 pont)
A skalaris szorzat képletébdl: 3a + 10b+ ¢ =0 és a — 6b — 2¢ = 0. (1 pont)

Az elsé egyenlet kétszereséhez a mésodikat adva 7a + 14b = 0, vagyis a + 2b = 0 adédik. Igy példaul az
a =2, b= —1 valasztassal mindkét egyenletbdl ¢ = 4, vagyis n = (2; —1;4) normélvektora S-nek.(1 pont)
Ebbdl (példaul) az origét hasznédlva felirhat6 S egyenlete: 2z — y + 42 = 0. (1 pont)
A keresett vektor koordinatait jelolje sorra x =p, y =p+2 és z = p+ 3. (1 pont)
Ezeket S egyenletébe helyettesitve: 2p — (p + 2) + 4(p + 3) = 0, amibdl p = —2 adddik. (1 pont)
Igy az (u,v) generdlt altérnek az egyetlen, a feltételeknek megfelels eleme a (—2;0;1)” vektor . (1 pont)
A fenti megoldashoz nem sziikséges megfigyelni, hogy a (p;p + 2;p + 3) koordinataju vektorok a (0;2;3)
ponton atmend, (1,1,1) irdnyvektori egyenes vektorai, igy a feladat val6jdban egy sik és egy egyenes
doféspontjanak a meghatdrozasat kérte. Ennek ellenére, ezért a megfigyelésért (legfoljebb) 2 pont ,vissza-
adhat6” a pusztan figyelmetlenségekért, szamoldsi hibakért elvesztett esetleges pontok kéziil (de az érdemi,
tartalmi hibakért elvesztettek koziil nem - és a feladatért adott Gsszpontszam természetesen semmiképp
nem haladja meg a 10-et).

5. A p valés paraméter milyen értékeire alkotnak bazist R*-ben az alabbi a, b, ¢, d vektorok?

1
2
1
1

N o= ==

2 1
2 1

Q: 2 7@: 72: 3 7d:
2 1

* ook ok ok X

Megvizsgaljuk, hogy a, b, ¢, d linearisan fiiggetlenek-e. Ehhez tegytik fel, hogy a-a+p-b+~v-c+d-d=0
teljesiil valamilyen «, 3,v,d € R skalarokra. (1 pont)
Behelyettesitve a, b, ¢, d konkrét értékét és elvégezve a miiveleteket a kovetkezo linearis egyenletrendszerre
jutunk:

20+ B +v+9
20 +28+v+0 =
20+ B +3vy+0 =
20+ B+y+p-0 =

[esN el anan]

(1 pont)

A masodik, illetve a harmadik egyenletbol az elsot kivonva § = 0 és v = 0 adddik. Hasonlbéan, a negyedik

egyenletbdl az elsét kivonva: (p — 1) - § = 0. (1 pont)
Hap =1, akkor a =1, § =~ =0, 6 = —2 megoldésa a linearis egyenletrendszernek (més széval: a = 2d),
igy ebben az esetben a, b, ¢, d linedrisan osszefuggdk, (1 pont)
igy bazist sem alkotnak. (1 pont)

Ha viszont p # 1, akkor a fenti egyenletbdl § = 0 adddik. Ezt (és a § = v = 0 értékeket) barmelyik
egyenletbe helyettesitve a = 0 is kovetkezik, igy a p # 1 esetben a, b, ¢, d linedrisan fuggetlenek. (1 pont)

Az el8adason tanultak szerint dimR* = 4, (1 pont)
igy a tanult tétel szerint R*-ben minden 4 elemti, linedrisan fiiggetlen rendszer bézis. Ezért a p # 1 esetben
a,b, c, d bazis R*-ben. (3 pont)

Igy a feladat kérdésére a valasz: a,b,c,d a p # 1 értékekre alkot bazist Ri-ben.

A fenti linedris egyenletrendszer Gauss-elimindciéval is megoldhaté (annak ellenére is, hogy ez nem az elsé
zarthelyi anyagaban szerepel). Ha valaki igy dolgozik, akkor az elimindcidért (a fenti pontozas szerinti
harmadiknak irt) 1 pont jar, majd annak az eredményébél a p = 1, illetve a p # 1 esetben a helyes
kovetkeztetés (vilagosan megindokolt) levonasaért (a negyediknek, illetve hatodiknak irt) 1-1 pont.

A fenti megoldasban az utolsé 1 + 3 pont megszerezhetd az alabbi, sokkal tobb szamolédst igénylé mdédon
is (tételek helyett kozvetlentil a definicidk alkalmazasaval):

3



Most megvizsgaljuk, hogy a p # 1 esetben a, b, ¢, d generatorrendszert alkot-e R*-ben. Ehhez legyen v =

(z,y,2,u)T € R?* tetszbleges vektor és keressiik az «, 3,7, 0 € R skalarokat tgy, hogy a-a+3-b+v-c+6-d = v

teljesiiljon. Megint behelyettesitve a, b, ¢, d konkrét értékét a kovetkezo linedris egyenletrendszerre jutunk:
2a0+B+v+0 = 7

20+28+v+0 =

20+ +3v+0 =

20+ +y+p-d =

A fentihez hasonl szdmolédssal: f =y —x, v = %(z —z), 0 = Iﬁ(u — ), végil a = (ﬁ + %) x — %y —

(1 pont)

SRS IS

12— pl—l u. (1 pont)
Azt kaptuk tehat, hogy ha p # 1, akkor az egyenletrendszer minden x,y, z,u esetén megoldhato, igy
a,b, ¢, d generatorrendszert alkot R*-ben. (1 pont)
fgy a p # 1 esetben a, b, ¢, d bézist alkot Ri-ben. (1 pont)

6*. Hatdrozzuk meg az osszes olyan p pozitiv primszamot, amire minden z egész és p-t6l kiilonbozd g
pozitiv prim esetén az x> =1 (modp - ¢) kongruencidb6l z =1 (modp - q) vagy x = —1 (modp - q)
kovetkezik.

x ok ok ok ok

Eloszor megmutatjuk, hogy p = 2 megfelel a feladat feltételének. Legyen ezért ¢ > 2 prim és te-

gyiik fel, hogy 22 = 1 (mod2q) teljesiil valamely z egészre. Ebbél a kongruencia definiciéja szerint
2q | 2> — 1= (z — 1)(z + 1) adddik. (0 pont)
Mivel ¢ prim és ¢ | (x — 1)(z + 1) ezért x — 1 vagy x + 1 primtényezds felbontdsaban g-nak szerepelnie kell,
vagyis q | ¢ — 1 vagy ¢q | v + 1. (1 pont)
x — 1 és x + 1 paritasa nyilvan azonos. Mivel a szorzatuk paros, ezért mindkettonek parosnak kell lennie,
vagyis 2 | x —1és 2|z + 1. (1 pont)

lgy © — 1 és x4 1 kozil az egyik primtényezds felbontdsdban 2 és ¢ is szerepel, vagyis 2¢q | © — 1 vagy
2q | x + 1. Az els6 esetben x =1 (mod2q), a masodikban x = —1 (mod 2q), igy p = 2 valéban teljesiti

a kivant feltételt. (1 pont)
Most azt latjuk be, hogy semmilyen p > 2 prim nem teljesiti a feladat feltételeit. Legyenek ezért p,q > 2,
p # q tetszbleges primek. (0 pont)
Tekintsiik az x = 1 (modp), x = —1 (modq) kongruenciarendszert; azt allitjuk, hogy ez megoldha-
t6. (1 pont)

A kongruenciarendszerek megoldasara tanult modszer szerint az elsé kongruenciabdl x = p - k + 1 vala-
milyen k € Z egészre. Ezt a mésodik kongruencidba helyettesitve: p- k+1 = —1 (modgq). Atrendezve:
p-k=-2 (modgq). (1 pont)
Mivel p # ¢ primek, ezért nyilvan (p,q) = 1. Igy a tanult tétel szerint (mivel 1 | —2) ap-k = —2 (modg)
linearis kongruencia megoldhato. Egy tetszoleges ky megoldasra pedig xg = p - kg + 1 valéban megoldasa

a kongruenciarendszernek. (2 pont)
Ekkor zg-rap|xo—1¢ésq|xo+1,1gy p-q| (wo—1)(xo+1) =22 — 1, vagyis zZ =1 (modpq).(1 pont)
Masrészt sem zp = 1 (modpq), sem zyg = —1 (modpq) nem igaz. Valéban, példaul az elsé esetben

pq | xg — 1 és igy ¢ | xy — 1 adédna. Ez azonban lehetetlen, mert ¢ | zo + 1 (hiszen zy teljesiti az

= —1 (mod q) kongruenciat) és ¢ > 2 miatt ¢ nem lehet (zo — 1)-nek és (xo + 1)-nek is osztdja. Hason-
16an, a 29 = —1 (modpq) esetben a p | o+ 1 és p | x9 — 1 ellentmonddsra jutnank. (2 pont)
Osszefoglalva tehat: a feladat feltételét egyediil a p = 2 prim teljesiti. (0 pont)
(Megjegyezziik, hogy a megoldas mésodik felében tobbet lattunk be annél, mint amit a feladat kivan: ha
p > 2 prim, akkor egyetlen ¢ > 2, ¢ # p prim esetén sem kovetkezik az > =1 (mod p- ¢) kongruencidbol
r=1 (modp-q)vagy z=—1 (modp-q).)



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2021. december 2.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutaté célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az itmutaté minden
feladat (legaldabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpontszamokat
kozli. Az itmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt 1épések
egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy 4ttekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szereplo ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybol a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy feladatra
tobb, egymastél 1ényegesen kiilonb6zé megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhatd pontszam.
Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb
részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és
(Iényeges) hibat tartalmazo is, tovdbba a dolgozatbdél nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta
helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megolddskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az utmutatéban szereplo részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az dtmutatoban leirttol
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Szamitsuk ki a jobbra lathaté determinans értékét a determindns defi-
nicidja szerint. (A megolddsban tehat ne haszndljunk semmilyen, a deter-
minansra vonatkozé tételt vagy azonossagot, pusztan a definiciéra alapozva
hatérozzuk meg az értékét.)

© Tt o W~
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A definiciéban Osszeadanddként szereplo szorzatok koziil csak azokat kell figyelembe venni, amelyek nem
tartalmaznak 0 tényezot, mert a tobbi nem befolyasolja a determinéns értékét. (1 pont)
Egy ilyen szorzatban a mésodik oszlopbdl csak a 2-es valaszthatd. Ezért a negyedik oszlopbdl mar csak az
1-es valaszthaté (hiszen az elsé sorbél mér vettiink elemet), igy a harmadik oszlopbdl csak a 2-es.(1 pont)
Eddig az els6 és otodik oszlopbdl, illetve a masodik és negyedik sorbdl nem valasztottunk elemet, igy
kéttéleképp fejezheto be a 0-t nem tartalmazod bastyaelhelyezés kivalasztasa: az els6 és az 6todik oszlopbdl

is az b-0st valasztva, vagy az els6bdl a 3-ast és az 6todikbol a 8-ast. (1 pont)
gy két darab, nulldt nem tartalmazé szorzat van: 2-3-1-8-2, illetve 2-5-1-5- 2. (1 pont)
Az els6hoz tartozd m permutacio a 2, 1,4, 5, 3 (mert az els6 sorbdl a masodik elemet vettiik ki, a mésodikbol
az elsét, stb). (1 pont)
7 inverziészama [ () = 3 (az inverziéban all6 elemparok (2, 1), (4,3) és (5,3)). (1 pont)
Mivel I(m) paratlan, az els6 szorzat negativ el6jelet kap. (1 pont)
Hasonléan, a masodik szorzathoz tartozé permutacié a 2, 5,4, 1, 3, ennek az inverziészama 6, igy a szorzat
eléjele pozitiv. (1 pont)
Végiil is tehdt a determinédns értéke —2-3-1-8-2+2-5-1-5-2=4. (2 pont)

Minden, a megoldast érdemben nem befolyasol6 szamolasi hiba, figyelmetlenség 1 pont levonast jelent. Ha
azonban egy megoldasban a determindns definicidja ismeretének (akar részleges) hidnyara utalé elvi hiba
van, akkor arra legfoljebb 3 pont adhaté (az is csak akkor, ha egyébként a megoldas értékes 1épéseket is
tartalmaz).



2. Hatarozzuk meg az aldbbi determinéans értékét.

0o -1 =2 -3 4
1 0 ) 6 7
2 =5 0 -8 =9
3 —6 8 0 10
4 =7 9 -10 0

Els6 megoldas. Jelolje a feladatban szereplé métrixot A. Lathaté, hogy AT = —A (mert minden
1 <i,j <b5esetén a;; = —a;;). (1 pont)
A tanult tétel szerint det A = det AT, amibdl tehat det A = det(—A) kovetkezik. (3 pont)
Masrészt det(—A) = —det A, mert a (—A) matrixot megkaphatjuk A-bdl tgy, hogy A-nak mind az 6t
sorat (—1)-gyel szorozzuk és a tanultak szerint minden ilyen 1épés ellentettjére valtoztatja a determindns
értékét (vagyis det(—A) = (—1)° - det A). (3 pont)
A fentieket Osszevetve det A = — det A adddik, amibdl tehat det A = 0. (3 pont)

Masodik megoldas. A determindnst a Gauss-eliminacié determinansra vonatkozé valtozataval szamitjuk:

0O -1 -2 -3 —4 1 0 5 6 7 1 0 ) 6 7
1 0 b5 6 7 0O -1 -2 -3 —4 o -1 -2 -3 -4
2 -5 0 -8 —9|=(=1)-|2 =5 0 -8 —9|=(=1)-|0 -5 —10 —20 —23|—
3 —6 8 0 10 3 —6 8 0 10 0 -6 -7 —18 —11
4 =7 9 —-10 O 4 -7 9 —-10 O 0 -7 —11 —-34 -28
10 5 6 7 105 6 7
01 2 3 4 01 2 3 4
—(=12/0 00 -5 —3|=(-1*-l0 05 0 13|=
0 0 5 0 13 000 =5 =3
003 —-13 O 003 —-13 O
10 5 6 7 1 05 6 7
01 2 3 4 012 3 4
=(=5)-]0 0 1 0 Bs|[=(=5200 10 135 |=(=52-0=0 (10 pont)
000 =5 -3 000 1 3
0 00 —13 —39s 00 0O 0

Minden, a megoldast érdemben nem befolyasold szamolasi hiba 1 pont levonast jelent. A determinansra
vonatkozo egyes alapismeretek teljes vagy részleges hianyabdl fakadé elvi hibék viszont darabonként 4 pont
levonast jelentenek. Ilyen példaul, ha a megoldé egy sor konstanssal szorzasa, vagy sorok cseréje utan nem,
vagy hibasan koéveti a determinans megvaltozasat. Kétes esetekben elvi hibanak tekintendé minden olyan
hiba, amikor nincs nyoma annak, hogy a megoldé a szoban forgd ismeretet helyesen probalta alkalmazni.
Arényos részpontszam jar minden, a determinans kiszamitdsanak irdnyaba mutatd, hasznos lépésért. A
kifejtési tétel puszta alkalmazésa (egyéb, tovabbi dtalakitdsok nélkil) nem ér pontot, mert egyediil ezzel
a determinans meghatarozasa nem valik konnyebbé az eredeti feladatnal.

3. Jelolje A és B az aldbbi métrixokat és legyen C' = B! . A - B. Hatdrozzuk meg az A'% és C1%0
matrixokat.

1 -4 -2 1 -1 1
A= 0 -3 =2 B=|2 -1 1
0 4 3 1 1 0

(A feladat teljes értékil megolddsahoz nem sziikséges megmutatni, hogy B! valéban létezik. Egy M
métrixra M azt a 100 tényez8s szorzatot jeloli, aminek minden tényezdje M.)



Els6 megoldas. A métrixszorzas definiciéja szerint A%-et kiszdmitva kapjuk, hogy A? = E. (3 pont)
Ebbdl A100 (A%)%Y = %Y = F adddik (az E - E = E 6sszefiiggés ismételt alkalmazdsaval). (2 pont)
C?=B1' A-B-B'A-B=B'"A-FE-A-B=B'1'1A2.B=B"'1"E-B=DB"1!-B=EF, ahol
felhasznaltuk az inverz definicitjabél adédé B - B~' = E és B! - B = F Osszefiiggéseket és a fentebb
kapott A% = F egyenl6séget (valamint az egységmétrix fentebb mar haszndlt tulajdonsigat). (4 pont)
Ebbél a fentivel azonos médon kovetkezik, hogy C1° = E is igaz. (1 pont)
A fenti megolddsban felhasznaltuk az (Ak) = AF™ azonossigot, valamint (C? meghatdrozdsakor) azt
is, hogy a matrixszorzas asszociativitdsa haromnal tobb tagu szorzatokra is érvényes; ezek indoklésénak
(1lletve megemlitésének) a hidnydért azonban nem vonunk le pontot. Az A? = F osszefiiggésbél A0 =
indokolhaté ugy is, hogy A hatvanyai felvaltva A-val, illetve E-vel egyenldk; ha ezt egy megoldd mmden
tovabbi indoklas nélkiil kijelenti, akkor ezért a fenti pontozas szerinti, masodiknak irt 2 pontbdl 1-et
megkaphat (és a masik 1 pont az indoklasért jar).

Maésodik megoldas. A% meghatarozasa, illetve az ezért jard pontszamok azonosak a fentivel.(342 pont)
Meghatarozzuk B~!-et a Gauss-eliminacié megfeleld, tanult valtozataval:

1 =1 1)1 00 1 =1 1] 1.0 0 1 -1 1 1 00
2 -1 101 0 ]~120 1 -1|-2 1 0 |~ |0 1 —-1|-2 1 0 |~
1 1 0/0 0 1 0 2 -1|-1 0 1 0 0 1 3 —2 1
1 -1 0]-2 2 -1 1 0 0]—-1 10
~10 10 1 -1 1 ]1~1010 1 -1 1
0o 01} 3 =2 1 00 1] 3 -2 1
B! tehat a fenti, a vonaltdl jobbra 4ll6 3 x 3-as méatrix. (2 pont)
1 00
Ebbél a matrixszorzas definiciéjat alkalmazva kapjuka C' = B™'-A-B = 10 —1 4 | matrixot.(1 pont)
C-t négyzetre emelve adddik, hogy C? = 0 01 (1 pont)
Ebbdl a fentivel azonos mdédon kovetkemk hogy C0 = F is igaz. (1 pont)

4. A 10 x 10-es A métrix bal felsé eleme 2, a f64tl6janak a tobbi eleme 1, a matrix dsszes tobbi (vagyis
nem a féatléban 1év6) eleme pedig szintén 2. (Igy tehat A-nak 6sszesen 9 darab 1-es és 91 darab 2-es eleme
van.) Dontsiik el, hogy A-nak létezik-e inverze és ha igen, akkor szamitsuk ki.

* ok ok k%

A~let a tanult médon, Gauss-elimindciéval szamitjuk:

222 ...2(100...0 1 1 1 ... 1]% 00 ...0
212 ...2(010 ...0 o -1 0 ... 0[-110...0
2 21 201001 ... 0] ~]0 0 -1 0/-1 01 ... 0|~
222 ...1/000 1 0O 0 O -1/-1 0 0 1
111 1{Y¥ 0 0 ... O 100 ...0[-172 1 1 ... 1
010 0,1 -1 0 0 010 ...0 1 -1 0 ... 0
0 1 ... 0,1 0 -1 Of~[O0OO01 ...0 1 0 -1 ... 0 (6 pont)
000 ...1/1 0 0.. -1 000 ...1 1 0 0 ... —1
A vonaltdl balra egységmatrix keletkezett (és igy det A # 0), ezért A-nak létezik inverze (3 pont)
és az a fenti, a vonaltdl jobbra esé matrix. (1 pont)
Az inverz létezését indokolhatjuk tgy is, hogy kilon kiszamitjuk A determinansat és mivel az nem 0
(det A = —2), ezért a tanultak szerint A~! létezik. Minden, a megolddst érdemben nem befolydsolé sz4-

molasi hiba 1 pont levonast jelent. Az egyes alapismeretek teljes vagy részleges hianyabol fakadé elvi
hibédk darabonként 4 pont levondst jelentenek. Ha egy megoldé A~! szdmoldsa kézben egyszerii szdmoldsi
hibat vét, de a végén a szamolasat beszorzassal ellenorizve észreveszi, hogy hibazott, az ezért 1 pontot
visszakaphat a szamolasi hibakért levont pontok koziil még akkor is, ha a hibat kijavitani nem tudja.
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5. A p valos paraméter minden értékére hatarozzuk meg az aldbbi matrix rangjat.

5 15 =30 20

1 0 =21 10
-2 =8 P 2p — 8

2 9 3 P

* ook ok ok %

A rangot a tanult moédon, Gauss-eliminacioval szamitjuk:

5 15 =30 20 1 3 -6 4 1 3 —6 4
1 0 —21 10 . 0 -3 —15 6 . 0 1 5 -2 (3 pont)
2 -8 p 2p-8 |70 -2 p-12 2 00 p—2 2p—4 P
2 9 3 P 0 3 15 p—38 0 0 0 p—2
Ha most p = 2, akkor az utols6 két sor csupa nulla sor, igy ezek elhagyhatok. (1 pont)
Ebben az esetben a megmaradd, két sortt matrix 1épcsos alakd, igy a tanultak szerint a rangja (és vele
egyiitt az eredeti matrixé is) 2. (2 pont)
A p # 2 esetben viszont a 1épcsds alakot az utolsé két sor (p — 2)-vel valé osztasaval kapjuk:
1 3 -6 4
0 1 5 =2
=t 4 | ] 5 (2 pont)
0 0 O 1

Igy ilyenkor a rang értéke (a lépesds alak sorainak — méasképpen vezéregyeseinek — szdma, azaz) 4.(2 pont)
Osszefoglalva: ha p = 2, akkor a métrix rangja 2, ha viszont p # 2, akkor a matrix rangja 4. (0 pont)
legalabb 2, mert az els6 két oszlop linearisan fiiggetlen (hiszen egyik sem skalarszorosa a masiknak), akkor
ezért 1 pontot kaphat. (Az a megéllapitds viszont nem ér pontot, hogy a rang értéke legfoljebb a sorok
és oszlopok szdma, vagyis 4.) Ha egy megoldé kiszdmitja a métrix determindnsit (ami —15(p — 2)?), és

« /s

ezért Osszesen 4 pontot kaphat.

6*. Egy linearis egyenletrendszerrdl tudjuk, hogy van olyan megolddsa, amiben a valtozdk osszege 2020,
de olyan megolddsa mar nincs, amiben a valtozok osszege 2021. Eldontheté-e ennyi informacié alapjan,
hogy ugyanennek a linearis egyenletrendszernek van-e olyan megoldasa, amiben a valtozok Osszege 20227

X ok ok ok ok

Els6 megoldas. Megmutatjuk, hogy igen, eldonthetd: nincs ilyen megoldas. Legyen ugyanis z, olyan
megoldasa az egyenletrendszernek, amiben a valtozok osszege 2020 és tegyiik fel indirekt, hogy 1étezik egy

olyan z, megoldas is, amiben a valtozdk osszege 2022. (0 pont)
Ekkor ha (A|b) jeloli a széban forgd linearis egyenletrendszer kibévitett egyutthatématrixat, akkor a ta-
nultak szerint A -z, =0bés A -z, = b teljesiil. (2 pont)

Legyen x, = % - (zy + x9). Megmutatjuk, hogy z; is megoldédsa az egyenletrendszernek. Valoban, a métrix-
szorzas tanult azonossagait hasznalva

A'£1:A'(%'($o+$2)>:%'(A'Qo‘f—A‘@Q):%'(b“‘b):ba

vagyis z; valoban megoldés. (4 pont)
Masrészt z; koordindtainak az 6sszege 2021, mert zy + x5 koordinatainak az 6sszege 2020 + 2022 = 4042,
fgy 5 - (zo + 2,) koordindtdinak az dsszege ennek a fele. (3 pont)

Ezzel ellentmondasra jutottunk: mégis 1étezik az egyenletrendszernek olyan megoldasa, amiben a valtozok
osszege 2021. Ez az ellentmondés tehat valoban bizonyitja, hogy nem létezhet olyan megoldas, amiben a
valtozok Osszege 2022. (1 pont)



Masodik megoldas. Megmutatjuk, hogy igen, eldonthet6: nincs ilyen megoldas. Ehhez futassuk le kép-

zeletben a Gauss-eliminaciot a szoban forgd linedris egyenletrendszerre. (0 pont)
Mivel a rendszer megoldhaté (ez a feladat feltételeibél kovetkezik), ezért az eljaras redukalt 1épcesés alakkal
ér véget (vagyis nem keletkezik az els6 fazis végén tilos sor). (1 pont)

Ha az egyenletrendszernek csak egy megoldasa van (vagyis a redukélt 1épcsés alakban a vonaltél balra
minden oszlopban van vezéregyes), akkor nyilvan a valtozok Gsszege is csak egyféle lehet; vagyis ebben az
esetben az 6sszeg valoban nem lehet 2022 (csak 2020). (1 pont)
Ha viszont az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa van (vagyis a redukalt 1épcsés alakban a vo-
naltél balra nem minden oszlopban van vezéregyes), akkor a viltozék egy része szabad paraméter (azok,
amiknek az oszlopdban nincs vezéregyes). Jelolje azokat a valtozokat, amiknek az oszlopaban van vezér-
egyes Ty, Ta, ..., T a tObbit (vagyis a szabad paramétereket) xyy1, Tpio, ..., Tn. (0 pont)
Ekkor a szabad paraméterek minden z; = o; € R (k+ 1 < j < n) megvalasztasa esetén a tobbi valtozd
kifejezhetd x; = b; — ¢; pr10641 — - . . — Cinay, alakban minden 1 <7 < k esetén, ahol ¢; ; a redukalt 1épcsds
alakban az x; vezéregyesét tartalmazé sor és az x;-nek megfelel6 oszlop keresztezédésében allé érték, b;
pedig ugyanebben a sorban a vonaltdl jobbra allé elem. (1 pont)
Az egyenletrendszernek ebben a megoldasaban tehat a valtozok dsszege 1+ ...+ xp + Qg1 + ... + @, =
B+ Ciriogq1+...+Chay,ahol B=b1+...+b;ésCp=1—c1j—coj—...—cp;minden k+1<j5<n
esetén. (1 pont)
Azt allitjuk, hogy Cri1 = ... = C,, = 0. Valdban, ha valamely k + 1 <t < n esetén C; # 0 volna, akkor
a B + Cyay = 2021 egyenlet megoldhato lenne az oy = % valasztassal, igy ay-nek ezt az értéket adva,
minden j # ¢, k+1 < j < n esetén pedig az o; = 0 értékadassal a linearis egyenletrendszernek olyan
megoldasat kapndnk, amiben a valtozok osszege 2021. A feladat szovege szerint ez lehetetlen. (4 pont)
Kovetkezik, hogy a valtozok osszege x1 + ...+ 2k + g1 + - .. + a,, = B az egyenletrendszer minden meg-
oldésara. Mive a feladat szovegébol kovetkezoen B = 2020, ezért valéban nincs olyan megoldas, amiben a
valtozok Osszege 2022. (2 pont)

Harmadik megoldas. A feladat feltétele azt allitja, hogy ha a szdéban forgd linedris egyenletrendszert
kiegészitjik az x1 +x2 + ...+ z, = p egyenlettel, akkor a p = 2020 esetben megoldhaté rendszert kapunk,
a p = 2021 esetben viszont nem megoldhaté rendszert. (Itt z1, xo, . . ., x, jelolik az egyenletrendszer valto-
z0it, p pedig egy paraméter.) (2 pont)
Jelolje (A|b,) ennek, az x1 +x2+. .. +x, = p egyenlettel mar kiegészitett linedris egyenletrendszernek a ki-
bévitett egytitthatématrixat. Ezt tehdt az eredeti egyenletrendszer (Ap|c) kibovitett egyiitthatématrixabdl
ugy kapjuk, hogy Ap-hoz hozzavesziink egy csupa 1-eseket tartalmazé sort, c-hez pedig egy 1j koordinatat,
aminek az értéke a p paraméter. (0 pont)
Futtassuk képzeletben (Ab,)-re a Gauss-eliminaciot gy, hogy p-vel, mint paraméterrel szamolunk.(0 pont)
linedris fliggvénye, vagyis egy u - p + v alaku kifejezés all, ahol u,v € R. Valéban, kezdetben ez igaz: a b,
vektor egyik koordinataja p = 1-p+0, a tobbi pedig 0-p+ ¢; alakd. Ha pedig egy ponton ez a tulajdonsag
fennall, akkor a Gauss-eliminacié ezt nem rontja el, hiszen u-p+wv alaku kifejezések osszege és skalarszorosa
is ilyen alaku. (2 pont)
Mivel az egyenletrendszer p = 2021 esetén nem megoldhato, ezért a p = 2021 paramétervalasztassal az
eliminécié soran tilos sor keletkezik. Ebben a sorban tehat a vonaltol balra csupa nulla, a vonaltél jobbra
pedig ug - p + v all és az ug, vy egyiitthatdkra ug - 2021 + vy # 0. (1 pont)
Masrészt ug - 2020 + vy = 0, kiillonben a Gauss-eliminacié ugyanezen a ponton a p = 2020 paraméter
érték esetén is tilos sort hozna létre, igy az egyenletrendszer nem volna megoldhaté — szemben a feladat

szovegével. (2 pont)
Az ug - 2020 + vy = 0 és ug - 2021 + vy # 0 Osszefliggésekbol nyilvan ug # 0 és 1gy ug - 2022 + vy = 2ug # 0
is addodik. (1 pont)
Kovetkezik, hogy a Gauss-eliminacié ugyanezen a ponton a p = 2022 valasztassal is tilos sort hoz létre,
igy az egyenletrendszer p = 2022 esetén sem megoldhaté (vagyis a kérdés eldonthetd). (2 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe I.
Pé6tzh, elsé zarthelyi potlasa — pontozasi atmutato
2021. december 13.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatoé célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekintheték.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolo-
do6 gondolat egy attekinthets, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok
alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megol-
dasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a
fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito
hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldéasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy
feladatra t6bb, egyméstdl lényegesen kiilonbdzo megoldést is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre
adhato pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészit-
hets, akkor a legtobb részpontot éro megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi
kisérlet kozott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovdbba a dolgozatbél nem deriil ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt
értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az atmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatéban le-
irttol eltérs jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az elGadason
szerepld tételekre és éllitdsokra lehet hivatkozni.

1. Mennyi maradékot ad 347 + 70147 73-mal osztva?
Xk ok ok %

Els6 megoldas. 70 = —3  (mod 73), ( )
ezért 70147 = (=3)17  (mod 73), (4 pont)
vagyis 7017 = —317  (mod 73), ( )

( )

tehat 37 + 707 0 maradékot ad 73-mal osztva. 2 pont
Masodik megoldés. Ismert, hogy a?*T1 + b2+1 = (q + b)(a®* — ba? ! + b2a?=2 — .. 4 b%F).

(2 pont)
Ez alapjan mivel 147 paratlan, (1 pont)
317 470147 = (3 + 70)(...), ahol a masodik zaréjelben 1évé kifejezés egész, (6 pont)
tehat 3147 + 70147 73-mal osztva 0 maradékot ad. (1 pont)

Ha valaki a hatvanyokra vonatkozd egyenldség helyett csak annyit ir, hogy (a?**+1 + b?*+1)-bsl
kiemelhetd a + b, azt is fogadjuk el.

Harmadik megoldés. 3 és 70 is relativ prim 73-hoz, ezért hasznalhatjuk az Euler-Fermat tételt.

(2 pont)
73 prim, igy ¢(73) = 72. (1 pont)
A tétel szerint 3> =1 (mod73) és 7072 =1 (mod 73). (1 pont)
gy 3147 = 327243 = 3272.33 =33 = 27 (mod 73) (1+1 pont)
és TOMT = 7027243 = 70272 . 703 = 70° = 343000 = 46 (mod 73). (1+1+1 pont)
Igy a keresett maradék 27 + 46 = 73 miatt 0. (1 pont)



2. Hany olyan egész szam van 1 és 2021 kozott, melyre teljesiil, hogy 63-mal osztva 18, 91-gyel
osztva pedig 34 maradékot ad?

* ok ok ok ok

Els6 megoldas. Ha z ilyen szam, akkor z = 18 (mod63) és x =34 (mod91). (1 pont)
Az els6 kongruencia alapjan x = 63k + 18 valamely k egészre. (2 pont)
Ezt a masodik kongruenciaba beirva 63k + 18 =34 (mod91), vagyis 63k =16 (mod91).

(2 pont)
A tanultak szerint ez a kongruencia akkor és csak akkor megoldhato, ha (63,91)[16 (ahol (a,b) a
és b legnagyobb kozos osztojat jeloli). (2 pont)
Mivel 63 és 91 is oszthaté 7-tel, 16 viszont nem, ez nem teljesiil, (2 pont)
igy 1 és 2021 kozott (vagy barhol masutt) ilyen szam nem létezik. (1 pont)
Masodik megoldéas. A keresett szamokra teljesiil, hogy 7-tel osztva 4 maradékot adnak, (3 pont)
mivel 63 oszthato 7-tel és 18 =4 (mod 7). (1 pont)
Teljesiil ugyanakkor az is, hogy 7-tel osztva 6 maradékot adnak, (3 pont)
mivel 91 is oszthato 7-tel s 34 =6 (mod 7). (1 pont)
Nem létezik olyan szam, melynek két kiilonb6z6 maradéka lenne 7-tel osztva, igy egyetlen ilyen
szam sincs 1 és 2021 kozott. (2 pont)

Az ennél a megoldasnal adhat6 részpontoknal kiilondsen iigyeljiink arra az altalanos szabéalyra,
mely szerint Az Gtmutatoban feltlintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha
a kapcsolodd gondolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként
szerepel a dolgozatban.”

3. Az e egyenes egyenletrendszere x = y = 253, az f egyenes egyenletrendszere %‘3 =y =z
Dontsiik el, hogy e és f egy sikba esnek-e (vagyis létezik-e olyan sik, amely mindkét egyenest
tartalmazza).

* ok ok % ok

Els6 megoldas. Két egyenes akkor és csak akkor esik egy sikba, ha parhuzamosak vagy metszék.

megoldasa. (
Az els6 egyenletrendszer alapjan z = y, a mésodik alapjan y = z, (
ahonnan z = (z — 3)/2, vagyis * = y = z = —3 kovetkezik. (2 pont
Ez csakugyan megoldasa az egyenletrendszereknek, (
igy a két egyenes metsz6 és igy egy sikba esik. (

Ha valaki nem jut helyes megoldasra, de vizsgalja a két egyenes parhuzamossaganak kérdését, az
az alabbi pontokat kaphatja még meg (azzal a megkotéssel, hogy a maximalis 10 pont alatt kell
maradnia a feladat pontszaméanak):

Az egyenletrendszerekbdl leolvashato, hogy e iranyvektora (1,1,2), f irAnyvektora (2,1, 1),
(1 pont)
a két egyenes tehat nem parhuzamos, mivel az irdnyvektorok egyike sem szamszorosa a masiknak.
(1 pont)

Masodik megoldas. Olyan S sikot keresiink, mely tartalmazza mindkét egyenest (vagyis parhuza-
mos is mindkett6vel), a normélvektora tehat merdleges mindkét egyenes irdnyvektoréara. (1 pont)
Az egyenletrendszerekbdl leolvashato, hogy e iranyvektora (1,1,2), f iranyvektora (2,1,1).

(1 pont)
Legyen a kérdéses normélvektor (a, b, c), ekkor a két merdlegességi feltételbsl (a skalaris szorzat
hasznéalataval) a +b+2c=0¢s 2a+b+c=0. (1 pont)
A maésodik egyenletbdl az els§ kivonva a = ¢ adédik, innen pedig b = —3a, a normalvektor(ok
egyike) tehat (1,-3,1). (2 pont)



Az (1,-3,1) normalvektoru sikok tehat mindkét egyenessel parhuzamosak, azt kell vizsgalnunk,

hogy van-e koztiik olyan, ami mindkét egyenest tartalmazza is. (1 pont)
Vegyiink ehhez egy tetsz6leges pontot e-rél, legyen ez mondjuk a (0,0, 3). (1 pont)
Mivel S tartalmazza ezt a pontot, az egyenlete z — 3y + z = 3. (1 pont)
Vegylink egy tetsz6leges pontot f-rél is, legyen ez a (3,0,0). Az S egyenletébe vald behelyettesi-
téssel meggydzédhetiink réla, hogy ez a pont rajta van S-en, (1 pont)

igy S tartalmazza e-t és f-et is, hiszen parhuzamos veliik és van mindkettGvel kozos pontja. (1 pont)

A két iranyvektorra meréleges vektort most mér a vektoriélis szorzatra vonatkozo képlet alkalma-
zéséval is ki lehet szamitani, hiszen az mér szerepelt az el6adason.

4. Dontsiik el, hogy alteret alkotnak-e R*-ben azok a vektorok, melyeknek van két azonos koordi-
nataja.
* % ok k%

Jeloljiik a kérdéses vektorok halmazat V-vel. Ha V' altér, akkor barmely két V-beli vektor Gsszege

is V-beli kell legyen. (2 pont)
Az (1,2,0,0)T és (0,0,3,4)T vektorok V-ben vannak, az sszegiik, az (1,2,3,4)T vektor azonban
nincs, (6 pont)
igy V nem altér. (2 pont)

Aki nem jut helyes eredményre, de megmutatja, hogy minden V-beli vektor minden skalarszorosa
is V-ben van, az kapjon ezért 2 pontot.

5. Tudjuk, hogy az a, b, ¢, d vektorrendszer linearisan fiiggetlen R*-ben. Kévetkezik-e ebbdl, hogy
az a,b,c,a+ b+ c+ d rendszer bazis R*-ben?
* ok % ok ok

Megmutatjuk el6szor, hogy a kérdéses rendszer fiiggetlen. Tekintsiik ehhez a vektorok egy olyan
linearis kombinéciojat, mely a nullvektort adja: aa + b+ vc+ d(a+ b+ c+d) =0. (1 pont)

A zarojelet felbontva és rendezve (a+ d)a + (8 + 9)b+ (v + d)c + dd = 0 adodik. (1 pont)
Mivel az a, b, c,d rendszer linearisan fiiggetlen, ez csak ugy lehetséges, ha o +d =0, 4+ 6§ =
0, v+6=0, 0=0, (2 pont)
ahonnan o« = § =y = § = 0, vagyis a kérdéses vektoroknak csak a trivialis linearis kombinacioja
lehet a nullvektor, igy valoban fliggetlenek. (2 pont)
A vonatkozé tanult tétel szerint k dimenzids altérben k fliggetlen vektor bazist alkot, tehat
R%-ben a kérdéses vektorrendszer bézis, hiszen 4 elemii és fiiggetlen, (3 pont)
R* pedig a tanultak szerint 4 dimenzios. (1 pont)

6*. Igaz-e, hogy ha az a és b egész szamokra a?® # b (mod 100), akkor a*°b? # 1 (mod 100)?
* * * * *

Az allitas igaz. Ha a és b is relativ prim lenne 100-hoz, akkor az Euler-Fermat tétel szerint a

»(100). hatvanyuk 1-gyel lenne kongruens modulo 100. (2 pont)
Mivel a tanult képlet szerint (100) = (22 — 21)(5% — 5!) = 40, (1 pont)
ez ellentmondana, a feladat feltételének. (2 pont)
Igy a és b koziil legalabb az egyik nem relativ prim 100-hoz, igy a szorzatuk sem lesz az, (2 pont)
vagyis annak 40. hatvanyanak is lesz 1-nél nagyobb k6z6s osztéja 100-zal. (1 pont)

Ebbdl kovetkezik, hogy a szorzat 40. hatvianya nem lehet 1-gyel kongruens modulo 100, hiszen
az el6adason tanultuk, hogy modulo m kongruens szamok m-mel vett legnagyobb kozds osztdja
azonos. (2 pont)
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Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az itmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekintheték.

Az atmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolo-
do6 gondolat egy attekinthets, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok
alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megol-
dasban valéban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a
fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javitd
hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldo egy
feladatra tobb, egyméstol 1ényegesen kiillonb6zo megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre
adhato pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldéasrészlet helyes vagy helyessé kiegészit-
hets, akkor a legtobb részpontot éro megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi
kisérlet kozott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbdl nem deriil ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt
értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az utmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatéban le-
irttol eltérs jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az elGadason
szerepld tételekre és éllitdsokra lehet hivatkozni.

1. Dontsiik el, hogy létezik-e az aldbbi A matrixnak inverze. Ha igen, hatdrozzuk meg A~ '-et és
A~! determinénsat.

Ut W =
S UL N
o o w

* ok X

*

*

Az inverzet Gauss-eliminaciéval szamitjuk ki, menet kézben majd arra is fény deriil, hogy létezik-e.
Az eliminécio6 1épései:

123100 1 2 311 00 1 2 31 0 0
355010 =10 -1 —-4|-310]—={(0 1 413 -1 0 | —
56 0/0 01 0 -4 —-15|-5 0 1 0 -4 -15|-5 0 1

12 3|1 0 O 12 3] 1 1 -20 12 -3
0143 -1 0)—=1|010|-25 15 -1 0 1 O —25 15 —4 | —
001|7 -4 1 001 7 001 -4 1
10030 —-18 5

010]-25 15 -4

001 7 -4 1

4 pont jar az eliminécié hibéatlan elvégzéséért és az inverz leolvasésaért, 2 pont pedig azért, ha
valaki megmutatja, hogy létezik az inverz, hiszen a bal oldalon létrejétt az egységmatrix, tehat a
kiindulasi métrix determinansa nem volt 0, igy csakugyan létezik inverze.

A determinansok szorzéstétele alapjan detA - detA™! = detE = 1. (2 pont)
A Gauss-eliminécié 1épéseibdl konnyen leolvashatd, hogy a lépcsés alak eléréséig csak egy



olyan lépést tettiink, amely megvaltoztatta a determinanst, ez a —1-gyel szorzas volt, igy A
determinansa —1, tehat A~! determinansa is —1. (2 pont)

Az utols6 2 pont annak jar, akinek csakugyan széndékaban all az inverz determinansét a determi-
nansok szorzastételére alapozva kiszamitani (az eredeti métrix determinansét az inverz létezésének
eldontésére is ki lehet szamitani, de csak ezért nem jar az utolso 2 pont). Ehelyett természetesen ki
lehet szamitani az inverz determinansat (és igy megszerezni az utolsé 4 pontot) Gauss-eliminacioval
is, ennek lépései:

3 1 3 1 3 1
25 15 —4|=30-|-25 15 —4|=30-/0 0 1|=-30-l0 I -1l|=

1 1 1

7T -4 1 7T -4 1 0o & -4 0o o0 1%
3 1 3 1
L -5 3§ 1L -5 3§

=-30-5-/10 1 -2|=-30-§-5-/0 1 -3|=-1

0 0 % 0 0 1

Szamolasi hibakért darabonként 1 pontot vonjunk le, elvi hibakért 4 pontot. Aki elszamolja az
inverzet és igy rossz matrix determinansat szamitja ki (helyesen), az megkaphatja a maximalis 4
pontot ezért, amennyiben a feladat nem lett egyszeriibb. Ellenkez6 esetben 1-3 pontot adjunk, a
szamoléds nehézségétsl fiiggden.

2. Dontsiik el, hogy a p valés paraméter mely értékeire van megoldasa az aldbbi egyenletrendszer-
nek. Ha van megoldés, adjuk is meg az Osszeset.
pxy + pr2 +pr3 = p
2x1 +6x2 + 1023 = 6
3x1+3x2+ (p+3)zs = 3
* * * * *

Az egyenletrendszert a Gauss-eliminacié 1épéseit hasznalva oldjuk meg. A kibdévitett egyiitthato-
matrix:

p D p p
2 6 10 |6 (0 pont)
33 p+3|3

Ha p = 0, akkor az elsd sor csupa 0 sor, igy tordlhetjiik és a
26 10(6 o " . : . e .

kibovitett egylitthatémétrixot kapjuk, amin az eliminécié lépéseit mar a

33 3|3

tanult sorrendben hajtjuk végre. (1 pont)

Folytatva az eliminaci6t

13 5|3 1 3 9| 3 13 5|3 10 —-1(0
— — —

(1 pont)
33 3|3 0 -6 —12|—6 01 2|1 01 2|1
A megoldés innen 3 =a € R, 27 = a, x5 = 1 — 2a. (2 pont)
Ha p # 0, akkor osztjuk vele az els§ sort, a kapott kib&vitett egylitthatémétrix:
11 1 |1
2 6 10 |6 (1 pont)
33 p+3|3

Folytatva az eliminaciot



11 1)1 11 1)1
0 4 84 ]|—]1012|1 [ (0 pont)
00 p|O 00 p|O
Mivel p # 0, oszthatunk vele. (2 pont)
Tovabb folytatva az eliminaciot
1 1 11 1 1 0]1 1 0 0[]0
0121 |=fo1oj1]|=]0101][ (2 pont)
0010 0010 0010
A megoldas innen x7 = 0,20 = 1,23 = 0. (1 pont)

3. Szamitsuk ki az alabbi méatrix determinansét a ¢ valés paraméter minden értékére.

= W N O
N © = W

qg 1
qg 1
6 3
00

* ok ok ok ok

A harmadik oszlop g-szorosat a mésodik oszlopbol kivonva a determinans értéke nem valtozik:

0¢g 13 0 0 13
2 1 4 2 0 1 4
1 = . (3 pont)
36 39 3 6—-3¢ 3 9
1 007 1 0 07

Ez utébbi determinanst a kifejtési tétel segitségével szamitjuk ki. Fejtsiik ki a determinanst a
masodik oszlopa szerint:

0 0 13
013
2 0 1 4
=—(6-3¢)|2 1 4] (4 pont)
3 6-3¢ 3 9
107
1 0 07
Ennek értéke (ismét a kifejtési tételt hasznalva) —(6 —3¢)(1-(4—3)+7-(0—2)) =13(6 — 3q) =
39(2 — q). (3 pont)

A determinénst természetesen mashogy, pl. Gauss-eliminaciéval is ki lehet szamitani. Szamolasi
hibakért 1 pontot, az elvi hibakért 4 pontot vonjunk le darabonként. Ha valaki kifejtési tételt
hasznal, de nem jut el megoldasig, a tétel helyes hasznalataért (vagy felirasaért) kaphat 2 pontot,
ha a tételt olyan sorra vagy oszlopra alkalmazza, amelyben két 0 is van, akkor tovabbi 2 pontot.

4. Hatarozzuk meg a 3. feladat matrixdnak rangjat a ¢ valés paraméter minden értékére.
% * * * *

Els6 megoldas. A 3. feladatban lattuk, hogy a matrix determinénsa 39(2 — ¢), vagyis ha q # 2,
akkor nem 0. A determinansrang definici6ja szerint ilyenkor a keresett rang 4. (4 pont)
q = 2 esetén hasznaljunk a valtozatossag kedvéért Gauss-eliminéciot.

0213 221 4 11 1/2 2 1 1 1/2 2
2214 0213 02 1 3 0 2 1 3

r =r =r =r =
36 39 36 39 36 3 9 0 3 3/2 3
1007 1007 10 0 7 0 -1 -1/2 5



11 1/2 2 11 1/2 2 11 1/2 2
0 1 1/2 3/2 01 1/2 3/2 01 1/2 3/2
T = =T =
0 3 3/2 3 00 0 -3/2 00 O 1
0 -1 -1/2 5 00 0 13/2 00 0 13/2
11 1/2 2
11/2 2
01 1/2 3/2
r =r 1 1/2 3/2 | (4 pont)
00 O 1
00 O 1
00 O 0
Az utolsoként kapott méatrix 1épcsGs alaka és 3 vezéregyes taldlhatd benne, igy a keresett rang
q=2 esetén 3. (2 pont)

Masodik megoldas. A rangot Gauss-eliminécioval hatarozzuk meg, de el6tte felcseréljiik az els6 és
a harmadik, illetve a méasodik és a negyedik sort, majd a masodik és a negyedik oszlopot. Ezek a
lépések a rangot a tanultak szerint nem valtoztatjak meg.

0 ¢g 13 39 36 1 312 1 3 1 2
2 ¢ 1 4 1700 1 700 0 4 -1 =2
r =r =r =r =
3639 031¢g 031¢g 0 3 1 q
1007 241 ¢ 241 ¢ 0 -2 -1 q—14
1 3 1 2 1 3 1 2 1 3 1 2
0 1 -1/4 —1/2 01 —1/4 —1/2 01 —1/4 —1/2
T =T =T =
0 3 1 q 00 7/4 g¢g+3)/2 00 1 (49+6)/7
0 -2 —1 g¢—4 00 -3/2 ¢—5 00 -3/2 q-5
13 1 2
01 —-1/4 —1/2
r / / (4 pont)
00 1 (49 +6)/7

00 0 (6¢g+9)/7+q—5
Az utolso sorban a jobb als6 elemmel pontosan akkor oszthatunk, ha (6 +9)/7+ g — 5 # 0,

vagyis ha 6g + 9+ 7(q — 5) # 0, ami 13q — 26 # 0, azaz q # 2 esetén teljesiil. (
Ilyenkor a kapott lépcsds alakban (
4 vezéregyesiink lesz, igy a rang 4. (1 pont
q = 2 esetén az utolso sort toroljiik, a kapott 1épcsGs alakban (
1év6 3 vezéregyesre tekintettel a rang 3. (

5. Legyen A 5 rangu 5 x 5-0s méatrix. Mutassuk meg, hogy A elgallithato 25 darab 1 rangi méatrix
Osszegeként (vagyis léteznek olyan 1 rangu Aq, As, . . ., Ags matrixok, melyekre A1+ As+. . .4 Ags =
A).

* ok ok ok ok

Legyen A; az a métrix, melynek 4. sora azonos A i. soraval, a tobbi eleme pedig 0. (2 pont)
A; rangja 1, (1 pont)
hiszen négy sora csupa nullakbol all, egy pedig nem (1 pont)
(A-nek nem lehet csupa 0 sora, hiszen a rangja 5). (2 pont)
Nyilvanval6, hogy A1 + As + A3 + Ay + A5 = A, (1 pont)
legyen most B; = % (1 pont)



Ekkor a B; métrixok rangja is 1, (1 pont)
igy A-t el6 tudjuk allitani 25 darab 1 rangi méatrix Osszegeként, ha a fenti (A;-k Osszegeként
torténd) elsallitasban minden A;-t 5 darab B;-re cseréliink. (1 pont)

Aki A-t olyan A, ; matrixok dsszegeként allitja eld, melyekben az i. sor j. eleme azonos A i. soranak
j. elemével, a t&bbi eleme pedig 0, 4 pontot kapjon (ezek a matrixok lehetnek 1 és 0 rangtak is).

6*. Igaz-e, hogy ha egy 5 x 5-0s A métrix minden 2 X 2-es részméatrixanak van inverze, akkor
A-nak is van inverze?

Az &llitas nem igaz. (0 pont)
Legyen példaul A az a méatrix, melyben az 4. sor j. eleme 5(¢ — 1) + j (vagyis az elemek soronként
balrél jobbra felsorolva 1,2,3,...,25). (2 pont)
Ekkor A sorai linearisan Osszefiiggsk, mert (pl.) az 1. és a 3. sor Osszege a 2. sor kétszerese.

(1 pont)
A determinansa igy a tanultak szerint 0, (1 pont)
vagyis ugyancsak a tanultak szerint nincs inverze. (1 pont)

Legyen most a és b két tetszGlegesen valasztott sor sorszama (a < b), ¢ és d pedig tetsz6-
legesen valasztott oszlop sorszama (¢ < d). Az ezen sorok és oszlopok &ltal meghatérozott
2 x 2-es részméatrix determinansa (5(a — 1) +¢)(5(b—1) +d) — (5(b — 1) + ¢)(5(a — 1) +d) =
5(a—1)(d—c¢)+50b—1)(c—d) =5(d—c)(a—0D), (2 pont)
ami nem 0, (2 pont)
igy A csakugyan ellenpélda az allitasra, hiszen minden 2 x 2-es részmatrixanak van inverze. (1 pont)

Aki helyes ellenpéldat ad meg, de csak azt igazolja, hogy a maétrix nem invertalhato, az meg-
kaphatja a fenti megoldasban ennek megfelel§ pontokat (helytelen ellenpélda esetén ezek nem
jarnak).



