Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok
2020. oktoéber 30.

1. Mely 1 és 111 kozotti egész szamok 1111-szerese ad 11 maradékot
2020-szal osztva?

2. Milyen maradékot ad 47 70-nel osztva?

3. Az origbén athaladé S sik tartalmazza az $§4 = 3;3’ = Zgl egyenlet-

rendszeril e egyenest. Rajta van-e a P(9;5;3) pont az S sikon?

4. Alljon a V C R* halmaz azokbdl az R*-beli vektorokbol, amelyeknek
az elsé két koordinatdja egyenlé. A W C R* halmaz pedig azokbél az
R%-beli vektorokbél alljon, amiknek az utolsé két koordinatija egyenld.

a) Alteret alkot-e R*-ben a V N W halmaz?
b) Alteret alkot-e Ri-ben a V U W halmaz?

5. A p valds paraméter milyen értékeire linearisan fiiggetlenek az alabbi,
R*-beli u, v, w vektorok?

1 1 —2
]2 | -1 -1
u=|.| L= » , W= 1
p 8 p

6*. Legyen f(n) = n"™ és g(n) = (n + 2)"" minden n > 1 esetén.
Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan n egész 1étezik, amire fennall az
f(n)9™ =1 (mod g(n)) kongruencia.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatdéan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kod,
Neptun szerinti gyakorlatvezeto neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc. Az alairas feltétele: a két zarthelyin
atlagosan legaldbb 24 pont és mindkét zarthelyin kiilon-kiilon legalabb 18 pont elérése.
A 100%-0s eredményhez elegendé 50 pontot elérni a 60-bdl, az dsszpontszam 50 pont
feletti részét IMSc pontként konyveljiik el.

A feladatok megolddsat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dol-
gozat megirasa kozben szamolégép (vagy maés segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Poétzarthelyi dolgozat
2020. december 14.

1. Mennyi maradékot ad 2020%°%! 1011-gyel osztva?

2. Egy egész szam 17-szerese 23 maradékot ad 65-tel osztva. Mennyi mara-
dékot adhat a szdm 130-cal osztva?

3. Hatarozzuk meg az x + 3y + 2z = 7 és a 4o + 6y + 52 = 10 egyenletd sikok
metszetegyenesének paraméteres egyenletrendszerét.

4. Alteret alkotnak-e R*-ben azok a vektorok, melyek koordinatai (feliilrsl
lefelé) szamtani sorozatot alkotnak?

5. Tudjuk, hogy az a,b,c vektorrendszer linearisan fiiggetlen R™-ben.
Kovetkezik-e ebbdl, hogy a 2a,a + b, a + ¢ rendszer is linearisan fiiggetlen?

6*. Hatarozzuk meg az osszes olyan 1 és 100 kozti a egész szamot, melyre

a** =1 (mod 100).

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkezs adatokat: név, Neptun-kod.
Minden feladat 10 pontot ér, a munkaids 90 perc. A 100%-os eredményhez elegends 50
pontot elérni a 60-bdl, az dsszpontszam 50 pont feletti részének kétszeresét IMSc pontként
konyveljiik el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Potpotzarthelyi feladatok
2020. december 21.

1. Egy helyi cukraszda tgy dont, hogy elére csomagolt diszdobozokban, akcidésan
értékesiti a karacsony elottrol megmaradt szaloncukrot, amiknek szamaroél csak
azt tudjak, hogy 400 és 600 kozotti. Amikor tizenkettesével probaljak dobozolni
a cukrokat, akkor hét cukor megmarad. Amikor viszont ehelyett 6tvenes meg-
apakkokkal probalkoznak, akkor az utols6 dobozba épp eggyel kevesebb jut a
sziikségesnél. Hany szaloncukor marad meg, ha tizenhatosaval dobozoljak oket?

2. Legyen n = 987654321. Az eléadason tanult megfelel6 algoritmus alkalma-
zasaval hatdrozzuk meg 98n + 27 és 76n + 21 legnagyobb kozos osztojat. (Az
algoritmus végrehajtasat dokumentaljuk is.)

3. A P(5; —6; 28) pontban 1év6 fényforrastol induld fénysugér az tja soran érinti
a Q(14;15;16) pontot és athalad az = 4+ 3y — z = 1 egyenletii sikiivegen (nem
feltétlen ebben a sorrendben).

a) Hatarozzuk meg a fénysugér sikiiveggel valé metszéspontjat.

b) Dontsiik el, hogy P és ) a sikiiveg azonos vagy kiilonboz6 oldalan
helyezkedik-e el.
(Feltehetjiik, hogy a fény egyenes vonalban terjed és a sikiivegen iranyvaltoztatas
nélkil halad &t.)

4. Alteret alkotnak-e R*-ben azok a vektorok, melyek koordinatai (feliilrsl lefelé)
mértani sorozatot alkotnak?

5. Legyen R*-ben

1 0 1 D
u = 0 v = L w = ! és a = pt1
- 2 |7 0| — 1 - P+ 2

0 2 1 2p

Van-e a p valos paraméternek olyan értéke, amire teljesil az a € (u, v, w) allitas?
Ha igen, adjuk meg a p Osszes ilyen értékét.

6*. Legyen n = 898989...89 az a 134 jegyl egész szam, aminek a (balrdl) pa-
ratlan sorszamu szamjegyei mind 8-cal, a paros sorszamuak pedig 9-cel egyenlok.
Milyen maradékot ad n 67-tel osztva?

Figyelem! A dolgozat irasa kozben irasos segédanyagok hasznalata megenge-
dett, de mindenfajta kommunikacié tilos. Szamologépet hasznalni nem le-
het. A dolgozat része minden mellékszamitas is, ami a dolgozat irdsa koézben
keletkezik, ezért ezek beadasa is kotelezo.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatdan felirni a kovetkez6 adatokat: név, Neptun-kéd, Neptun sze-
rinti gyakorlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaid6 90 perc. A 100%-os eredményhez elegendd 50 pontot
elérni a 60-bdl, az 6sszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljiik el. A feladatok
megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozési utmutato
2020. oktober 30.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az itmutaté minden
feladat (legaldabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpontszamokat
kozli. Az itmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt 1épések
egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd gon-
dolat egy 4ttekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szereplo ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybol a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Ha egy megoldd egy feladatra
tobb, egymastél 1ényegesen kiilonb6zé megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhatd pontszam.
Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb
részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és
(Iényeges) hibat tartalmazo is, tovdbba a dolgozatbdél nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta
helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megolddskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az ttmutatéban szereplo részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az dtmutatoban leirttol
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Mely 1 és 111 kozotti egész szamok 1111-szerese ad 11 maradékot 2020-szal osztva?

* ook ok ok X

Ha n ilyen egész, akkor rd 1111n = 11 (mod 2020) teljesiil. (2 pont)
2020 = 22-5-101 és 1111 = 11 - 101, ezért (1111,2020) = 101. (3 pont)
Mivel 101 { 11, ezért a linedris kongruencidk megoldhatésigara tanult tétel értelmében (miszerint
ar =b (modm) pontosan akkor megoldhaté, ha (a,m) | b) nem létezik ilyen n egész. (5 pont)

2020 és 1111 legnagyobb kozos osztoja a primtényezés felbontasuk helyett természetesen az Euklideszi
algoritmussal is meghatarozhato. Ha viszont egy megold6 az Euklideszi algoritmussal probalja megoldani
a linearis kongruenciat, az (énmagaban) nem ér pontot, hiszen az algoritmus (el6adason tanult) valto-
zata csak az (a,m) = 1 feltétel ellendrzése utan alkalmazhat6 az ax = b (modm) linedris kongruencia
megoldasara. Ha egy ilyen szamolds végén (a 10ln = —99 (mod 2020), majd a On = 220 (mod 2020)
sorok utdn) a megoldé felismeri, hogy ebbél (1111,2020) = 101 kovetkezik (hiszen n egytitthatdi sorra az
Euklideszi algoritmus legnagyobb kozos osztd meghatarozasara szolgald valtozatanak soran keletkezé ma-
radékok) és ebbdl kovetkeztet a linearis kongruencia megoldhatatlansagara, az természetesen j6 megoldés.
Ugyancsak helyes indoklas, ha a megoldé arra hivatkozik, hogy a szamolas soran keletkezd kongruenciak
a kongruencidkkal végzett miiveletekkel kapcsolatban tanultak miatt mind kovetkezményei az eredetinek,
igy a On = 220 (mod 2020) ellentmondasbél a lineéaris kongruencia megoldhatatlansiga kovetkezik. Ha
azonban a szamolds utdn mindenféle indoklas nélkil csak a ,nincs megoldas” allitas szerepel, az nem ér
pontot, mert egy ilyen megoldas se tanult algoritmust nem alkalmaz, se helyes gondolatmenetet nem kozol,
igy a kovetkeztetése indoklas nélkiili eredménykozlésnek mindsiil. Ha egy megoldé a linearis kongruencia
felirdsa utan azt 11-gyel (helyesen) elosztja (hivatkozva arra is, hogy a modulus (2020, 11) = 1 miatt nem
valtozik), akkor ezért a lépésért (bar az érdemben nem visz kozelebb a megoldashoz) 1 pontot kaphat —
feltéve, hogy a megoldas tovabbi része nem tartalmaz értékelheto részt.

2. Milyen maradékot ad 4™ 70-nel osztva?



Els6 megoldas. A ismételt négyzetre emelések modszerével oldjuk meg a feladatot. (2 pont)

Kiszdmitjuk a 4',42 4% ... 4% hatvdnyok 70-es maradékdt (mindig az el6z6 négyzetre emelésével és a
kapott eredmény 70-es maradékanak kiszamitasaval). Ezek sorra: 4, 16, 46, 16, 46, 16, 46. (3 pont)
Mivel 74 = 2 + 8 + 64, (2 pont)

ezért meghatdrozzuk elészor a 419 = 4248 majd a 4™ = 410. 454 hatvdnyok 70-es maradékait (a kordbban
kiszamolt megfelelé maradékokkal valo szorzassal és a kapott eredmények 70-es maradékanak meghataro-
zéséval). Ezek sorra: 46 és 16. Igy a keresett maradék: 16. (3 pont)
A teljes értékli megoldashoz nem sziikséges a fenti részletességgel leirni az elvégzett miiveletek mogot-
ti szandékot, elegendd a helyes szamitdsok kozlése. A fenti pontozas szerinti elsé 2 pont annak jar, aki
felismeri, hogy a feladat az ismételt négyzetre emelések médszerével megoldhaté (és ezt legaldbb azzal
jelzi, hogy az algoritmus alkalmazasat megkezdi). Mivel azonban a feladat nem kéri a tanult algoritmus
alkalmazasat, ezért barmilyen, helyes eredményre vezetd és elvileg helyes szamolds maximalis pontszamot
ér — akkor is, ha az f6loslegesen komplikalt vagy nem felel meg az algoritmus pontos alkalmazasanak. Ha
azonban egy megoldds nem (pontosan) kéveti az algoritmust, akkor a szamitdsok helyessége és az azok-
bol levont kovetkeztetések indokldsra szorulnak. Igy ha egy megoldé pusztén egy, az algoritmus pontos
alkalmazasanak nem megfelel6 szamitast kozol, az nem érhet maximalis pontszamot; az ilyen megoldasok
(helyes szamitasokat és eredményt feltételezve) 6 pontot érjenek.

Masodik megoldas. 35 primtényez6s felbontésa 35 =5 -7, ezért p(35) = (5 —1) - (7 — 1) = 24 a tanult

képlet szerint. (1 pont)
Mivel (4,35) =1, (1 pont)
ezért az Buler-Fermat tételbdl 422 =1 (mod 35) kévetkezik. (2 pont)
Ezt kobre emelve, majd 42-nel szorozva: 4% =1 (mod 35), illetve 4* = 16  (mod 35). (2 pont)

Azt kaptuk tehét, hogy 35 | 4™ — 16. Masrészt nyilvan 2 | 4™ — 16 is igaz, hiszen 47 és 16 is paros. Ebbdl
viszont (2,35) = 1 miatt 70 | 4™ — 16 is kovetkezik (hiszen 4™ — 16 primtényezds felbontdséban a 2, 5 és 7
primek is szerepelnek). Ebb6l tehat 4™ = 16 (mod 70) kovetkezik, igy a keresett maradék a 16. (4 pont)
Ha egy megold6 az Euler-Fermat tételt hibasan 4-re és 70-re probalja alkalmazni, majd az igy kapott
(hamis) kongruenciabdl kiindulva jut el a helyes végeredményre, akkor ez nem ér pontot. (Még a fenti
pontozas szerinti kobre emelésért és beszorzasért, illetve ¢(70) kiszamitasaért jard részpontszam sem
adhaté meg az utmutatd elején irt altaldnos alapelvek masodik bekezdésében irtak szerint.) A fenti
pontozas utolso 4 pontjanak megfelelé gondolat helyettesitheto a kovetkezovel is:

Mivel egy 35-tel osztva 16 maradékot ad6 szam 70-nel osztva nyilvan 16 vagy 51 maradékot adhat, ezért

4™ =16 (mod70) vagy 4™ =51 (mod 70). (1 pont)
Az utébbi eset azonban lehetetlen, mert 4™ paros és igy nem adhat 70-nel osztva 51 maradékot. Ezért
4™ =16 (mod70). (3 pont)
3. Az origén dthaladé S sik tartalmazza az 5% = B_Ty = =1

P(9;5;3) pont az S sikon?

Az e egyenletrendszerébdl (a kozéps6 tort L= alakba vald dtirdsa utén) kiolvashatd, hogy e dtmegy a
Q(4;3; 1) ponton és egy iranyvektora v = (9; —2 6) (2 pont)
Mivel az origd S-en van, ezért S-sel parhuzamos az origoébdl a Q-ba mutaté ¢ = (4;3;1) vektor. (1 pont)
S-nek normélvektora lesz az n # 0 vektor, ha az merdleges g-ra és v-re is. (1 pont)
Az n = (a,b,c) # 0 pontosan akkor ilyen, ha az n - g és az n - v skaldris szorzatok értéke 0. (1 pont)
A skalaris szorzat képletéb6l: 4a + 3b + ¢ = 0 és 9a — 2b + 6¢ = 0. (1 pont)
Az elsé egyenlet 6-szorosébdl a mésodikat kivonva 15a + 20b = 0, vagyis 3a 4+ 4b = 0 kovetkezik. Igy
példaul az a = 4, b = —3 vélasztassal mindkét egyenletb6l ¢ = —7 adddik, vagyis n = (4;—-3;—=7)
normalvektora S-nek. (1 pont)
Ebbél (példaul) az origdt hasznalva felirhaté S egyenlete: 4z — 3y — 7z = 0. (2 pont)
Ebbe a P(9;5;3) pont koordindtéit behelyettesitve az egyenlet teljesiil, ezért P rajta van S-en. (1 pont)



A hidnytalan megoldashoz val6jaban hozzatartozna annak ellendrzése is, hogy az O origd nincs rajta e-n
(és igy v }f q). Mivel azonban a feladat szovege implicite allitja S egyértelmiiségét és ezaltal az O ¢ e
4llitast, ezért ennek a hidnydért nem vonunk le pontot. A feladat megoldhaté azt a gondolatot hasznélva
is, hogy P akkor és csak akkor van S-en, ha a p = O? = (9;5; 3) helyvektor el6éll a v és ¢ vektorok lineéris
kombindciéjaként (mert S origén atmené sik); igy a p = v+ 2q¢ allitds mutatja, hogy Pes.

4. Alljon a V C R* halmaz azokbdl az R*-beli vektorokbél, amelyeknek az elsé két koordinétéja egyenld. A
W C R* halmaz pedig azokbdl az R*-beli vektorokbdl 4lljon, amiknek az utolsé két koordinatdja egyenld.
a) Alteret alkot-e R%*-ben a V' N W halmaz?
b) Alteret alkot-e R*-ben a V U W halmaz?

* ok ok ok ok

a) (VNW)-ben azok az (w1, ze, x3,24)" € R vektorok vannak, amelyekre vy = x5 és x3 = x4.(1 pont)
Ezért ha v = (21,29, 23,24)T € VAW és w = (y1,y2,y3,94)7 € VNW, akkor v + w = (21 + y1, 70 +
Yo, T3+ Y3, T4 +ys)T € VN szintén teljesiil, mert az z; = x4 és y; = yo egyenléségekbdl x1 +1y1 = 2o + 4o
kovetkezik és ezzel analog moédon adodik zs + y3 = x4 + y4 is. (1 pont)
Hasonléan, ha v = (z1, T, 23, 24)7 € VNW és A € R, akkor A-v = (A2, A a9, Ao x5, A -24)T € VN is
teljestil, mert az x1 = wxq, illetve x3 = x4 egyenléségekbdl A -1 = A -1y, illetve X\-x3 = A- x4 adddik.(1 pont)
Mindezekbdl kovetkezik, hogy V N W altér R%-ben. (2 pont)
A teljes értékii indokldshoz hozzétartozna az is, hogy V NW # (); ennek hidnyaért nem vonunk le pontot,
de ha egy megoldé ezt leirja, akkor kaphat érte 1 pontot abban az esetben, ha ezzel az a) feladatra jaré
6sszpontszama nem haladja meg az 5-0t.

b) v = (0,0,1,2)7 € V és w = (1,2,0,0)7 € W a V és a W definicidéja szerint, igy v és w is
(V. UW)-beli. Azonban a v+ w = (1,2, 1,2) vektor nem (V' U W)-beli, mert ez a vektor sem V-be, sem
W-be nem tartozik. (3 pont)
Mivel v,w e VUW, , de v +w ¢ V UW, ezért az altér definicija sériil, vagyis V' U W nem altér.(2 pont)
Ha egy megoldo az 0sszegre vald zartsag sériilésére nem tud példat mutatni, de megmutatja, hogy v € VUW
és A € Resetén A-v € VUW is teljestil, akkor — noha ez kozvetlentil nem jarul hozza egy helyes megoldashoz
— ezért 1 pontot kaphat; ha pedig a megoldasban nyoma van annak, hogy az Osszegre vald zartsagot is
elkezdi vizsgalni (és nem csak felirja), akkor ezért tovabbi 1 pont adhaté. (Ez az 1 vagy 1 + 1 pont tehat
csak akkor adhaté meg, ha a fenti pontozas szerint a b) feladatra egyébként nem jarna pont.)

5. A p valés paraméter milyen értékeire linedrisan fiiggetlenek az aldbbi, R*-beli u, v, w vektorok?

1 1 —2
| 2 | -1 | -1
Q - 3 9 Q - p ) w - 1
p 8 p
Xk ok x %
Tegyiik fel, hogy a-u+ - v+ v -w = 0 teljesiil valamilyen «a, 3,7 € R skalarokra. (1 pont)
Behelyettesitve u, v, w konkrét értékét és elvégezve a miiveleteket a kovetkezo linearis egyenletrendszerre
jutunk:
a+p—-2y =0
20— —v =0
3a+p-f+vy =0 (2 pont)
p-a+88+p-v = 0

Az els6 két egyenlet 6sszegébdl 3a — 3y = 0, vagyis a = 7. Ezt az elsé két egyenlet koziil barmelyikbe
visszahelyettesitve a = § = v adddik. (1 pont)
Ezt az utolsé két egyenletbe helyettesitve (4 4 p) - a = 0, illetve (8 4+ 2p) - a = 0 adddik. (1 pont)
Ha p = —4, akkor ez a két egyenlet minden a-ra teljesiil. Igy ebben az esetben példdul a = =~ =1
megoldasa a fenti egyenletrendszernek, ezért a tanultak szerint u, v és w linedrisan 6sszefiiggék. (2 pont)
Ha viszont p # —4, akkor a (4 + p) - a = 0 egyenletbél v = 0, amibdl f = v = 0 is adddik. fgy ebben az
esetben u, v és w linearisan fuggetlenek. (3 pont)
Igy a feladat kérdésére a vélasz: u, v és w a p # —4 értékekre linedrisan fiiggetlenek.
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A fenti linedris egyenletrendszer Gauss-eliminacioval is megoldhaté (annak ellenére is, hogy ez nem az
els6 zarthelyi anyagaban szerepel). Ha valaki igy dolgozik, akkor az eliminaciéért 2 pont jar, majd annak
az eredményébdl a p = —4, illetve a p # —4 esetben a helyes kévetkeztetés (vildgosan megindokolt)
levonasaért 2, illetve 3 pont jar. Ebbdl a 2+ 3 pontbdl pedig 1+ 1 pont jar az egyenletrendszerre vonatkozo
kovetkeztetésért (végtelen sok megolddsa van, illetve egyértelmiien megoldhat6) és 1 4 2 pont a vektorok
linearis fliggetlenségére vonatkozo helyes kovetkeztetésért.

6*. Legyen f(n) = n™" és g(n) = (n + 2)"™ minden n > 1 esetén. Mutassuk meg, hogy végtelen sok
olyan n egész létezik, amire fenndll az f(n)?"™ =1 (mod g(n)) kongruencia.

* ook ok ok X

Megmutatjuk, hogy ha n > 0 és n+ 2 primszam, akkor a feladatbeli kongruencia fennall. Mivel a tanultak

szerint a primek szdma végtelen, ezért ebbdl a feladat allitasa kovetkezik. (2 pont)
Tegytik fel tehdt, hogy n + 2 > 2 prim. Ekkor a tanult képlet szerint ¢(g(n)) = (n +2)"" — (n+2)"*? =
n+2)"*"2. (n+2-1)=(n+1)(n+2)"*. (2 pont)
Mivel g(n) egyediili primosztéja n + 2, ez nyilvin nem szerepelhet n primtényezés felbontésédban. gy
(n,g(n)) = 1. (1 pont)
Alkalmazva az Euler-Fermat tételt n-re és g(n)-re: n(+)+2™™ =1 (mod g(n)). (2 pont)
Ezt a kongruenciat az (n + 2)-edik hatvanyra emelve: n(+1)- (2" =1 (mod g(n)). (2 pont)
Ez pedig f(n) és g(n) definiciéi szerint épp a bizonyitandé allitas. (1 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Potzarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2020. december 14.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatéd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes leirésa;
a leirt 1épések egy maximélis pontszamot éré megoldés vazlatdnak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldés egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
gy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrdsa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az atmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphatd. Ha egy megoldd egy feladatra
tobb, egyméstol lényegesen kiilonbdzo megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhat6 pontszam.
Ha mindegyik leirt megoldéis vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithets, akkor a legtobb
részpontot éro megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban t6bb megoldési kisérlet kdzott van helyes
és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbol nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta
helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdemeényt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az ttmutatoban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol
eltérd jo megoldas természetesen maximalis pontot ér.
1. Mennyi maradékot ad 2020%°2! 1011-gyel osztva?

X ok % % K

1011 és 2020 legnagyobb kozos osztoja osztja 2022-t és igy 2022 — 2020 = 2-t is és 1011 péaratlan,

ezért 1011 és 2020 relativ primek, igy hasznalhatjuk az Euler-Fermat tételt: (
2020910 =1 (mod 1011). (
Mivel 1011 primtényezés felbontasa 3 - 337, a tanult képlet szerint ¢(1011) = 2-336 = 672. (
Ezek alapjan 20202921 = 20203672+5 = = 2020° (mod 1011). (3 pont
2020° = (—2)° = —32 (mod 1011), (
a keresett maradéek tehat 1011 — 32 = 979. (

2. Egy szam 17-szerese 23 maradékot ad 65-tel osztva. Mennyi maradékot adhat a szam 130-cal osztva?

R S SR S

El6szor azt dontjiik el, hogy milyen maradékot adhat a szam 65-tel osztva. Ehhez a 172 =23 (mod 65)

lineéris kongruenciat kell megoldanunk. (1 pont)
17 és 65 legnagyobb ko6zos osztoja 1, igy hasznalhatjuk az Euklideszi algoritmust a megoldashoz.

(1 pont)
Az algoritmus végrehajtasa soran kapott kongruencidk rendre a kovetkezdk: 65z = 0 (mod65),
17z =23 (mod65), 14z = —69 = —4 (mod 65), 3z = 27 (mod65), 2z = —112 = 18 (mod 65),
r=9 (mod65). (5 pont)
Pontosan azok az x szamok jok tehat, melyek 9 maradékot adnak 65-tel osztva, (1 pont)
a kérdéses 130-as osztasi maradék tehat 9 vagy 74 lehet. (2 pont)

Szamolasi hibédkért 1 pontot vonjunk le darabonként, de a hiba utani pontok csak akkor jarnak a meg-
oldénak maradéktalanul, ha a megoldas nem lett konnyebb vagy révidebb. Eliras esetén is hasonloan

1



jarjunk el (hiszen a végeredményt konnyt visszahelyettesiteni és meggy6z6dni a helyességérsl). Nem
hiba, ha valaki a kongruencidk jobb oldalain nem 0 és 64 kozti (abszolut értékii) szamokat szerepeltet,
de a végeredménynek természetesen két 0 és 129 kozti szamnak kell lennie. Ha valaki mas modon
oldja meg a linearis kongruenciat, akkor meg kell indokolnia, hogy a kapott szamok miért jok és miért
nincs masik megoldas. Ez tipikusan gy torténhet, hogy az atalakitasokrdl belatja, hogy ekivalens
atalakitasok. Ennek hidnyaért darabonként 2 pontot vonjunk le.

Ha valaki Euklideszi algoritmust szeretne hasznélni, de nem koéveti pontosan annak lépéseit, akkor az
atalakitasai ugyantugy magyarazatra szorulnak, mint az el6zéként targyalt esetben. Pl. ha valaki az
utols6 kongruenciat az utolso el6ttibél 2-vel osztés ttjan nyeri, de nem tér ki ra, hogy ez ekvivalens
atalakitas, akkor 2 pontot vonjunk le téle ezért.

Ha valaki csak annyit allapit meg (helyesen), hogy a (mod 65) linearis kongruencianak van megolda-
sa/egy megoldasa van, akkor a vonatkozd 7 pontbol 1-et kapjon.

3. Hatarozzuk meg az x 4+ 3y + 2z = 7 és a 4o + 6y + 5z = 10 egyenletii sikok metszetegyenesének
paraméteres egyenletrendszerét.

* ok ok ok Xk

Az egyenletekbdl kiolvashato a két sik egy-egy normélvektora: n; = (1,3,2), illetve ny = (4,6,5).

(1 pont)
A keresett egyenes iranyvektora (jeloljiik (a, b, c)-vel) merdleges n,-re és ny-re is, (1 pont)
igy a skalaris szorzata mindkett6vel 0. Ez alapjan olyan a, b, ¢ szdmokat keresiink, melyekre a+3b+2c =
0 és 4a + 6b+ 5¢c = 0. (1 pont)
A masodik egyenletbél az elsé kétszeresét levonva a 2a + ¢ = 0 egyenlet adodik, melynek megoldésa
példaul a =1, ¢ = —2. (1 pont)
Ezeket az értékeket az elsG és a méasodik egyenletbe helyettesitve is b = 1 adodik, az a = 1, b = 1,
¢ = —2 értékek mellett tehat mindkét kivant egyenlGség teljesiil. Az egyenes iranyvektoranak igy
alkalmas az (1,1, —2) vektor. (1 pont)

Az irdnyvektort természetesen vektorialis szorzas segitségével is meg lehet hatarozni.

A paraméteres egyenletrendszer megadasidhoz sziikségiink van még az egyenes egy pontjara, keresiink
tehat egy olyan pontot, mely mindkét sikon rajta van. (1 pont)
Az (z,y,z) pont akkor és csak akkor van rajta mindkét sikon, ha az x,y, z értékekre mindkét sik
egyenlete teljesiil. Valasszuk (mondjuk) a z koordinéata értékét (mondjuk) O-nak. Ekkor az x4 3y =7

és a 4x + 6y = 10 egyenleteket kapjuk. (1 pont)
A masodikbol az els6 kétszeresét kivonva 2z = —4 adodik, ahonnan z = —2 és innen y = 3, a (—2, 3,0)
pont tehat rajta van a metszetegyenesen. (1 pont)
A fentiek alapjan x =t —2,y = t+3, 2 = —2t a metszetegyenes (egyik) paraméteres egyenletrendszere.

(2 pont)

4. Alteret alkotnak-e R*-ben azok a vektorok, melyek koordinatéi (feliilrsl lefelé) szamtani sorozatot
alkotnak?

b S R S

Egy (nem iires) vektorhalmaz pontosan akkor alkot alteret, ha zart az Osszeadasra és a skalarral

szorzasra, (0 pont)
vagyis barmely két, a feltételt kielégité vektor Osszege is kielégiti a feltételt és barmely, a feltételt
kielégité vektor minden valos szdmszorosa is kielégiti a feltételt. (2 pont)

Legyenek ezért u és v a feltételnek megfelels, tetszéleges vektorok, A pedig tetszGleges valos szam.
Ekkor u felirhat6 (a,a+d, a+2d,a+3d)T, v pedig (b, b+ e, b+ 2e, b+ 3e)T alakban (ahol a, illetve b a
vonatkozo szamtani sorozatok elsg elemei, d, illetve e pedig a szaimtani sorozatok differenciéi. (1 pont)

utv=(a+ba+b+d+ea+b+2d+2ea+b+3d+ 3e)T, (1 pont)
ahonnan lathatd, hogy u + v koordinatai is szamtani sorozatot alkotnak, melynek els¢ eleme a + b,
differenciaja pedig d + e. (2 pont)
Au = (Aa, MNa + d), \Ma+ 2d), M\a + 3d))" = (Aa, A\a + Ad, Aa + 2\d, Aa + 3A\d)7, (1 pont)

ahonnan lathat6, hogy Au koordinatai is szamtani sorozatot alkotnak, melynek elsé eleme Aa,



differencidja pedig A\d. (2 pont)
A fentiek szerint a kérdéses halmaz az Osszeadésra és a skalarral szorzasra is zart (és nem iires — ennek
hidnyaért ne vonjunk le pontot), vagyis altér. (1 pont)

5. Tudjuk, hogy az a, b, c vektorrendszer linearisan fiiggetlen R™-ben. Kovetkezik-e ebbdl, hogy a 2a, a+
b, a + c rendszer is linearisan fiiggetlen?

* ko ok ok Xk

Irjuk fel az 2a, a+0b, a+ c vektorok egy linearis kombinaciojat az o, 3,7 egyiitthatokkal és vizsgaljuk
meg, hogy ez mikor lehet 0. (1 pont)
Az

a(2a) + B(a+0b) +vy(a+c)=0

egyenlGségben a zardjeleket felbontva, majd atrendezve

(2a4+B+v)a+Bb+vc=0

adodik. (3 pont)
Mivel az a, b, ¢ vektorok linearisan fiiggetlenek, ez csak akkor lehetséges, ha 2a+ +~v =0, § = 0,
v =0. (3 pont)
Ebbdl azonnal adédik, hogy o = 0 is teljestil, (1 pont)
igy a 2a, a+0b, a+ c vektorok egy linearis kombinaci6ja csak akkor lehet a nullvektor, ha mindharom
egyilitthato 0, igy az el6adason tanult tétel szerint a vektorok fliggetlenek. (2 pont)

6*. Hatarozzuk meg az Osszes olyan 1 és 100 kozti a egész szamot, melyre

a®* =1 (mod 100).

* ok ok ok Xk

Az el6adason tanultak szerint az egymassal modulo m kongruens szamok m-mel vett legnagyobb k6zos
osztoi azonosak. Igy a?! és 1 100-zal vett legnagyobb kozos osztoi is azonosak, vagyis a®! és 100 relativ

primek. Ebbdl azonnal kévetkezik, hogy a és 100 is relativ primek, (2 pont)
vagyis hasznalhatjuk az Euler-Fermat tételt: a**®) =1 (mod 100). 100 = 22-52, tehat a tanult képlet
szerint p(100) = (2% — 2)(5% — 5) = 40, tehat a®® =1 (mod 100). (1 pont)
A feladat feltétele szerint a®* =1 (mod 100), igy (mindkét oldalt négyzetre emelve)
a? =1 (mod 100) adodik, (1 pont)
vagyis a*? = a'  (mod 100). (1 pont)
Mivel a* és 100 (is) relativ primek, ez utobbi kongruenciat a*’-nel osztva az a®> = 1 (mod 100)
kongruenciat kapjuk. (1 pont)
Mindkét oldalt a tizedikre emelve ¢ =1 (mod 100). (1 pont)
Ezek szerint ¢ = a*!  (mod 100), (1 pont)
ahonnan a®°-nal osztva (és ismét felhasznalva, hogy a és 100 relativ primek) @ =1 (mod 100).

(1 pont)
Az 1 és 100 kozti egészek koziil tehat csak az 1 felel meg a feladat feltételének (és az persze tényleg
meg is felel). (1 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Pétpotzarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2020. december 21.

Altaldnos alapelvek.

A pontozéasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az itmutaté minden
feladat (legaldabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpontszamokat
kozli. Az itmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt 1épések
egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd gon-
dolat egy 4ttekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szereplo ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy feladatra
tobb, egymastdl lényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhaté pontszam.
Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb
részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és
(Iényeges) hibat tartalmazo is, tovdbba a dolgozatbdél nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta
helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az atmutatoéban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttdl
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Egy helyi cukraszda tgy dont, hogy elére csomagolt diszdobozokban, akcidsan értékesiti a karacsony
el6ttrol megmaradt szaloncukrot, amiknek szamarol csak azt tudjak, hogy 400 és 600 kozotti. Amikor
tizenkettesével probaljak dobozolni a cukrokat, akkor hét cukor megmarad. Amikor viszont ehelyett 6tvenes
megapakkokkal prébédlkoznak, akkor az utolsd6 dobozba épp eggyel kevesebb jut a sziikségesnél. Hany
szaloncukor marad meg, ha tizenhatosaval dobozoljédk 6ket?

X ok ok ok ok

Ha z jeloli a szaloncukrok szamat, akkor a feladat feltételeibél z = 7 (mod12) és + = —1 (mod 50)
(valamint 400 < z < 600) adédik. (1 pont)
A kapott kongruenciarendszert a tanult modszerrel oldjuk meg. Az elsé kongruenciabdl: x = 12k + 7
valamely k egészre. Ezt a méasodikba helyettesitve: 12k +7 = —1  (mod 50). Mindkét oldalbdl 7-et levonva

a 12k = —8 (mod 50) linearis kongruenciat kapjuk. (2 pont)
4-gyel osztva: 3k = —2  (mod 25), ahol a modulus (4, 50) = 2 miatt valtozott a felére. (2 pont)
—2 =48 (mod25) miatt ez a 3k = 48 (mod 25) alakba irhaté. 3-mal osztva: k = 16 (mod 25), ahol a
modulus (3,25) = 1 miatt nem valtozott. (1 pont)
Mivel minden megtett 1épésiink ekvivalens atalakitds volt, ezért & = 16 (mod25) valéban a lineéris
kongruencia megoldéshalmazat adja meg. (1 pont)
Ebb6l tehdt k& = 25¢ + 16 valamely ¢ egészre. Ezt visszahelyettesitve: x = 12k + 7 = 12(25¢ + 16) + 7 =
300 + 199. (1 pont)
400 < z < 600 miatt ebbdl x = 499 kovetkezik. (1 pont)
Mivel 499 = 31 - 16 + 3, ezért a szaloncukrokat tizenhatosaval csomagolva 3 marad ki. (1 pont)

Ha valaki a megoldéds soran el6allt linearis kongruenciat az Euklideszi algoritmussal oldja meg, akkor a
tanultak szerint (12,50) = 2 miatt eldszor 2-vel osztania kell (2 pont), majd a kapott 6k = —4 (mod 25)
kongruencia 4-szeresét a 25k = 0 (mod 25) kongruenciabdl kivonva (2 pont) kapja a megolddshalmazt.
Ha egy megoldé 2-vel vald osztas nélkiil kezdi el az algoritmus alkalmazasat és az egy kivonas utan kapott
kongruencia felezése utén jut el az (egyébként helyes) megoldashalmazhoz, az 1ényeges elvi hibanak szamit
és (egyéb indoklas hijan) 3 pont levondst jelent.



2. Legyen n = 987654321. Az eldadason tanult megfelel algoritmus alkalmazasaval hatarozzuk meg
98n + 27 és 76m + 21 legnagyobb koézos osztéjat. (Az algoritmus végrehajtasat dokumentaljuk is.)

x ok ko ok ok

Az euklideszi algoritmust alkalmazzuk. (2 pont)
(Ez a pontszam tehdt annak jar, aki felismeri, hogy ezt az algoritmust kell alkalmazni — akkor is, ha ezt
kiilén nem irja le.)

(98n + 27)-et (76n + 21)-gyel maradékosan osztva: 98n + 27 = 1 - (76n + 21) + 22n + 6. (1 pont)
(76n + 21)-et (22n + 6)-tal maradékosan osztva: 76n + 21 = 3 - (22n + 6) + 10n + 3. (1 pont)
(22n + 6)-ot (10n + 3)-mal maradékosan osztva: 22n 4+ 6 = 2 - (10n + 3) + 2n. (1 pont)
(10n + 3)-at 2n-nel maradékosan osztva: 10n +3 =5 (2n) + 3. (1 pont)
Mivel n szdmjegyeinek Osszege 45, vagyis 3-mal oszthaté, ezért n is, valamint 2n is 3-mal oszthaté. Igy
2n-et 3-mal osztva a maradék 0. (2 pont)
Igy a legnagyobb kézos oszté (az utolsé nemnulla maradék, vagyis) 3. (2 pont)

3. A P(5;—6;28) pontban 1év6 fényforrastol induld fénysugar az utja soran érinti a Q)(14;15;16) pontot
és athalad az x + 3y — z = 1 egyenletii sikiivegen (nem feltétlen ebben a sorrendben).

a) Hatarozzuk meg a fénysugér sikiiveggel valé metszéspontjat.

b) Dontstik el, hogy P és @ a sikiiveg azonos vagy kiilonb6z6 oldalan helyezkedik-e el.
(Feltehetjiik, hogy a fény egyenes vonalban terjed és a sikiivegen irdnyvéltoztatas nélkiil halad at.)

X ok ok ok ok

a) Jelolje a fénysugar egyenesét f, a sikiiveg sikjat S.

f atmegy P-n és (Q-n, igy iranyvektora a @ vektor. (1 pont)
A P-be, illetve ()-ba mutaté helyvektorokat p-vel, illetve g-val jelolve fﬁ =q—p=1(9;21;-12).(1 pont)
Ehelyett hasznélhatjuk irdnyvektornak példaul a @ harmadat, a v = (3;7; —4) vektort is. (0 pont)
lgy f paraméteres egyenletrendszerét v és (példaul) P segitségével felirva: © = 5+ 3\, y = —6 + T\,
z =28 -4\ (A € R). (2 pont)

f és S metszéspontjat arra a \ értékre kapjuk, amire x-nek, y-nak és z-nek ezeket az értékeit S egyenletébe
helyettesitve az teljesiil: (5 4+ 3X) 4+ 3(—6 + 7A) — (28 — 4X\) = 1. Ebbdl 28\ = 42, X = 2 adédik, amibél
tehat a metszéspont: M (9,5;4,5;22). (3 pont)

b) A fentiek szerint M-et a A = % értékre kapjuk a paraméteres egyenletrendszerbdl, vagyis m = p+ % v
(ahol m az M-be mutaté helyvektort jeloli). Ugyancsak a fentiekbdl kovetkezik, hogy ¢ = p+ 3 - v (hiszen
v-t ¢ — p harmadaként kaptuk). Kévetkezésképp P-bél indulva és a fénysugar félegyenesén haladva el8szor
érjik el M-et és utdna Q-t, igy P és @ kiilonboz6 oldalan van S-nek. (3 pont)

4. Alteret alkotnak-e R*-ben azok a vektorok, melyek koordinatai (feliilrél lefelé) mértani sorozatot alkot-
nak?

* ook ok ok %

Jeloljiikk V-vel azoknak az R1-beli vektoroknak a halmazat, melyek koordinatdi (feliilrél lefelé) mértani
sorozatot alkotnak.
Azu=(1,0,0,0)T ésv = (1,1,1,1)T vektorok V-beliek, mert wu, illetve v koordinatdi 0, illetve 1 kvociensit

mértani sorozatot alkotnak. (2 pont)
Viszont az u + v = (2,1,1,1)T vektor nem V-beli, mert a koordinatdi nem alkotnak mértani sorozatot.
Valéban, % #* % miatt nincs olyan kvociens, amivel a mértani sorozat definicidja teljestilne. (4 pont)
Mivel u,v € V, de u+ v ¢ V, ezért az altér definici6ja sériil, vagyis V' nem altér. (4 pont)

Noha ez kozvetleniil nem jarul hozzé egy helyes megoldashoz, ha valaki (hidnytalanul) megmutatja, hogy
veEV ésAeResetén A -v €V is teljesiil, akkor ezért 3 pontot kaphat; ha pedig a megoldasban nyoma
van annak, hogy az Osszegre vald zartsagot is elkezdi vizsgalni (és nem csak felirja), akkor ezért tovabbi 1
pont adhaté.



5. Legyen R*-ben

1 0 1 P

0 1 1 , p+1
U = 9 , U= 0 , W= 1 és a = D2

0 2 1 2

Van-e a p val6s paraméternek olyan értéke, amire teljesiil az a € (u, v, w) éllitas? Ha igen, adjuk meg a p
Osszes ilyen értékét és mutassuk meg réluk, hogy rajuk valéban igaz ez az allitas.

* ok ok ok X

a € (u,v,w) azt jelenti, hogy a kifejezhet u-bol, v-bél és w-bél linedris kombindcidval, vagyis 1éteznek
olyan «, 3,~ skalarok, hogy a-u+ f-v+v-w = a. (2 pont)
Behelyettesitve u, v, w, a konkrét értékét és elvégezve a miiveleteket a kovetkezé linearis egyenletrendszerre
jutunk:

a+y = p

B+~ = p+1

20+ = p+2 (2 pont)
26+y = 2p

A harmadik és els6 egyenlet kiilonbségébdl a = 2, a negyedik és masodik kiilonbségébol = p— 1. Ezekbdl
7y értékére az els6 és harmadik egyenletbdl v = p — 2, a masodikbdl és a negyedikbél v = 2 adédik.(2 pont)
Kovetkezésképp az egyenletrendszer akkor és csak akkor megoldhat6, ha p — 2 = 2, vagyis p = 4. (2 pont)
a € (u,v,w) tehat pontosan a p = 4 esetben igaz. (2 pont)

6*. Legyen n = 898989...89 az a 134 jegyli egész szam, aminek a (balrél) paratlan sorszamu szamjegyei
mind 8-cal, a paros sorszamuak pedig 9-cel egyenldk. Milyen maradékot ad n 67-tel osztva?

* ok ok ok ok

n =89 + 100 - 89 + 100% - 89 + 100? - 89 + ... + 100% - 89. (1 pont)
n tehat egy olyan mértani sorozat els6 67 elemének az Osszege, aminek az elso tagja 89, a kvéciense 100.
10087 — 1

Ezért a mértani sorozat 6sszegképletébdl n = 89 - q0—1
Mivel 67 prim, ezért a ,kis” Fermat-tétel szerint 100" = 100 (mod 67). (
Mindkét oldalbdl 1-et levonva: 100" — 1 =99 (mod67). (
Mindkét oldalt 89-cel szorozva: 89(100°” — 1) =89-99 (mod 67). (1 pont
A bal oldal (is) oszthaté 99-cel, ez kovetkezik az n-re adott fenti képletbdl (hiszen n nyilvan egész).(

Mindkét oldalt 99-cel osztva a modulus nem véltozik, mert (67,99) = 1:

67

8- 0 1 — g9 (mod67). (1 pont)
Kovetkezésképp n 89 maradékot ad 67-tel osztva. (2 pont)
Ha egy megoldo a fenti gondolatmenettol annyiban tér el, hogy el6szor végzi el a 99-cel valo osztast és utana
a 89-cel valo szorzést, akkor indokolnia kell, hogy 100%” — 1 oszthat6 99-cel; ha ezt elmulasztja, azért a fenti
pontozasban a megfeleld, a bal oldal oszthatésdgaért jaré 1 pontot veszitse el. A 100" = 100 (mod 67)
kongruencia természetesen az FEuler-Fermat tétel segitségével is indokolhat6: ¢(67) = 66, mert 67 prim és
(100,67) = 1, {gy 100% =1 (mod 67); ezt 100-zal szorozva kapjuk a kivant allitast. Aki igy jar el, de a
(100,67) = 1 hivatkozést elhagyja, az 1 pontot veszitsen.



